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UNE SURPRENANTE APPLICATION

‣  Introduction !  

‣  Exponentielles ordonnées 
‣ Qu’est-ce c’est ?! Quel rapport ? 
‣ Comment sommer des chemins ? 
‣ Deux solutions à des problèmes mythiques 

‣  Au delà
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▸ Ordinateur quantique

0
1

Comment faire un NOT ?  0→1
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▸ Ordinateur quantique

0
1

Comment faire un NOT ?  0→1

Équation de Schrödinger

A(t) (t) =  ̇(t)

A(t) = �i

✓
0 2�e�i!0t cos(!t)

2�ei!0t cos(!t) 0

◆

‘Action’ du laser
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‣Hamiltonien de Bloch-Siegert

“No silver bullet for this one…”

A(t) = �i

✓
0 2�e�i!0t cos(!t)

2�ei!0t cos(!t) 0

◆

 (t) =?

A(t) (t) =  ̇(t)



QUOI ?!
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 (t) =?

A(t) (t) =  ̇(t)

Matrice 2x2
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DÉFINITION  
Exponentielle ordonnée de A = unique solution de 

            

LES DONNÉES  
            une matrice dépendant du temps 

                                 

EXPONENTIELLE ORDONNÉE

t 2 I
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U(0) = Id

A(t)

kA(t)kt2I < 1

avec

Qu’est-ce que c’est ?

d

dt
U(t) = A(t)U(t)



DÉFINITION  
Exponentielle ordonnée de A = unique solution de 
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U(0) = Idavec

Qu’est-ce que c’est ?

d

dt
U(t) = A(t)U(t)

Solution d’un système d’EDO linéaires couplées à coefficients non constants          

a11(t)u11(t) + a12(t)u21(t) + a13(t)u31(t) + · · · = u̇11(t)

a21(t)u11(t) + a22(t)u21(t) + · · · = u̇21(t)

a31(t)u11(t) + · · · = u̇31(t)
...



DÉFINITION  
Exponentielle ordonnée de A = unique solution de 

            

EXPONENTIELLE ORDONNÉE
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U(0) = Idavec

Qu’est-ce que c’est ?

d

dt
U(t) = A(t)U(t)

 (t) = U(t) (0)

A(t) (t) =  ̇(t)

C’est ce qu’on veut !



EXPONENTIELLE ORDONNÉE
Comment l’évalue t’on ?

d

dt
U(t) = A(t)U(t)

Dyson (1952)
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On intégre !

                                       et on recommence… 

EXPONENTIELLE ORDONNÉE
Comment l’évalue t’on ?

d

dt
U(t) = A(t)U(t)

Dyson (1952)

U(t) = Id+

Z t

0

A(⌧)U(⌧)d⌧
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EXPONENTIELLE ORDONNÉE
Comment l’évalue t’on ?

d

dt
U(t) = A(t)U(t)

Dyson (1952)

On intègre !

                                       et on recommence… 
U(t) = Id+

Z t

0

A(⌧)U(⌧)d⌧

U(t) = Id+

Z t

0

A(⌧)

✓
Id+

Z ⌧

0

A(⌧ 0)U(⌧ 0)d⌧ 0
◆
d⌧

= Id+

Z t

0

A(⌧)d⌧ +

Z t

0

Z ⌧

0

A(⌧ 0)U(⌧ 0)d⌧ 0d⌧
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L’EXPONENTIELLE ORDONNÉE
SÉRIE DE DYSON / ITÉRATION DE PICARD  

           

                                 

U(t) = Id+

Z t

0

A(⌧1)d⌧1 +

Z t

0

Z ⌧1

0

A(⌧1)A(⌧2)d⌧2d⌧1 +

Z t

0

Z ⌧1

0

Z ⌧2

0

A(⌧1)A(⌧2)A(⌧3)d⌧3d⌧2d⌧1 + · · ·
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L’EXPONENTIELLE ORDONNÉE
SÉRIE DE DYSON / ITÉRATION DE PICARD  

           

                                 

U(t) = Id+

Z t

0

A(⌧1)d⌧1 +

Z t

0

Z ⌧1

0

A(⌧1)A(⌧2)d⌧2d⌧1 +

Z t

0

Z ⌧1

0

Z ⌧2

0

A(⌧1)A(⌧2)A(⌧3)d⌧3d⌧2d⌧1 + · · ·

⌧1 � ⌧2
⌧1

⌧2

t

t

Z t

0

Z ⌧1

0

A(⌧1)A(⌧2)d⌧1d⌧2
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L’EXPONENTIELLE ORDONNÉE
SÉRIE DE DYSON / ITÉRATION DE PICARD  

           

                                 

U(t) = Id+

Z t

0

A(⌧1)d⌧1 +

Z t

0

Z ⌧1

0

A(⌧1)A(⌧2)d⌧2d⌧1 +

Z t

0

Z ⌧1

0

Z ⌧2

0

A(⌧1)A(⌧2)A(⌧3)d⌧3d⌧2d⌧1 + · · ·

⌧1 � ⌧2
⌧1

⌧2

t

t

⌧1  ⌧2Z t

0

Z ⌧2

0

A(⌧2)A(⌧1)d⌧2d⌧1

Z t

0

Z ⌧1

0

A(⌧1)A(⌧2)d⌧1d⌧2

Echange les noms  
des variables

)Z t

0

Z t

0

A(⌧1)A(⌧2)d⌧2d⌧1

)Z t

0

Z t

0

A(⌧1)A(⌧2)d⌧2d⌧1

L’EXPONENTIELLE ORDONNÉE

P.-L. GISCARD                                                                                                                        LILLE 31 JANVIER 2020



SÉRIE DE DYSON / ITÉRATION DE PICARD  
           

                                 

L’EXPONENTIELLE ORDONNÉE

U(t) = Id+

Z t

0

A(⌧1)d⌧1 +

Z t

0

Z ⌧1

0

A(⌧1)A(⌧2)d⌧2d⌧1 +

Z t

0

Z ⌧1

0

Z ⌧2

0

A(⌧1)A(⌧2)A(⌧3)d⌧3d⌧2d⌧1 + · · ·

⌧1 � ⌧2
⌧1

⌧2

t

t

⌧1  ⌧2Z t

0

Z ⌧2

0

A(⌧2)A(⌧1)d⌧2d⌧1

Z t

0

Z ⌧1

0

A(⌧1)A(⌧2)d⌧1d⌧2

Echange les noms  
des variables

A(⌧1)A(⌧2) = A(⌧2)A(⌧1)Donc si                                         on a 

)Z t

0

Z t

0

A(⌧1)A(⌧2)d⌧2d⌧1

)Z t

0

Z t

0

A(⌧1)A(⌧2)d⌧2d⌧1

Z t

0

Z ⌧1

0

A(⌧1)A(⌧2)d⌧2d⌧1 =
1

2

✓Z t

0

A(⌧)d⌧

◆2
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L’EXPONENTIELLE ORDONNÉE

‣Dyson observe que si  

Complètement symétrique sous 
 l’échange de variables temporelles 

A(t0)A(t) = A(t)A(t0)

Z t

0

Z ⌧1

0

· · ·
Z ⌧n�1

0

A(⌧1) · · ·A(⌧n)d⌧n · · · d⌧1 =
1

n!

Z t

0

Z t

0

· · ·
Z t

0

A(⌧1)A(⌧n)d⌧1 · · · d⌧n

=
1

n!

✓Z t

0

A(⌧)d⌧

◆n

U(t) = exp

✓Z t

0

A(⌧)d⌧

◆
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SÉRIE DE DYSON / ITÉRATION DE PICARD  
           

                                 

U(t) = Id+

Z t

0

A(⌧1)d⌧1 +

Z t

0

Z ⌧1

0

A(⌧1)A(⌧2)d⌧2d⌧1 +

Z t

0

Z ⌧1

0

Z ⌧2

0

A(⌧1)A(⌧2)A(⌧3)d⌧3d⌧2d⌧1 + · · ·



L’EXPONENTIELLE ORDONNÉE
‣Et si                                             ?

Aucune ‘vraie’ simplification possible  

TIME-ORDERED EXPONENTIAL

Opérateur remettant dans l’ordre les matrices

A(t0)A(t) 6= A(t)A(t0)

SÉRIE DE DYSON / ITÉRATION DE PICARD  
           

                                 

U(t) = Id+

Z t

0

A(⌧1)d⌧1 +

Z t

0

Z ⌧1

0

A(⌧1)A(⌧2)d⌧2d⌧1 +

Z t

0

Z ⌧1

0

Z ⌧2

0

A(⌧1)A(⌧2)A(⌧3)d⌧3d⌧2d⌧1 + · · ·

Z t

0

Z ⌧1

0

· · ·
Z ⌧n�1

0

A(⌧1) · · ·A(⌧n)d⌧n · · · d⌧1 =
1

n!

Z t

0

Z t

0

· · ·
Z t

0

T {A(⌧1) · · ·A(⌧n)}d⌧1 · · · d⌧n

U(t) = T exp

✓Z t

0

A(⌧)d⌧

◆
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L’EXPONENTIELLE ORDONNÉE
‣C’est un anti-résultat…

U(t) = lim
�t!0

�
eA(t)�teA(t��t)�t · · · eA(2�t)�teA(�t)�teA(0)�t

�
???

‣Via une diagonalisation de           ?  A(t) NON

‣Formule de Cauchy f(M) =
1

2⇡i

I

Sp(M)⇢�

f(z) (Idz �M)�1 dz NON
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‣Dyson/Picard: forme explicite        non-close, convergence lente   
BOF

A(t) (t) =  ̇(t)



L’EXPONENTIELLE ORDONNÉE
‣Théorie de Floquet sur les EDO

BOF Approximatif, non explicite, & contraignant

A(t)Si           est périodique U(t) = P(t)eFt

Via un système INFINI d’EDOs couplées  
                  à coefficients constants
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L’EXPONENTIELLE ORDONNÉE
‣Zassenhaus — Suzuki-Trotter  

U(t) = lim
�t!0

�
eA(t)�teA(t��t)�t · · · eA(2�t)�teA(�t)�teA(0)�t

�

Sur temps très court, A n’a pas le temps de changer !

BOF Numérique & intense

T exp

✓Z �t

0

A(⌧)d⌧

◆
' e

R�t
0 A(⌧)d⌧ ' eA(0)�t
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L’EXPONENTIELLE ORDONNÉE

‣Formule BCH appliquée en continue

‣Forme explicite        non-close atroce & divergente

‣Magnus (1954)

U(t) = lim
�t!0

�
eA(t)�teA(t��t)�t · · · eA(2�t)�teA(�t)�teA(0)�t

�

U(t) = e⌦(t)

⌦(t) =

Z t

0

A(⌧1)d⌧1 �
1

2

Z t

0

Z ⌧1

0

[A(⌧2),A(⌧1)]d⌧2d⌧1

+
1

4

Z t

0

Z ⌧1

0

Z ⌧2

0

⇥
[A(⌧3),A(⌧2)],A(⌧1)

⇤
d⌧3d⌧2d⌧1 + · · ·

Z t

0

kA(⌧)k2d⌧ < ⇡
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‣Dyson/Picard: forme explicite        non-close, convergence lente   

L’EXPONENTIELLE ORDONNÉE
‣C’est un anti-résultat…

‣Via une diagonalisation de           ?  A(t) NON

‣Formule de Cauchy f(M) =
1

2⇡i

I

Sp(M)⇢�

f(z) (Idz �M)�1 dz NON

‣Floquet BOF

‣Zassenhaus

‣Magnus        forme explicite, non-close, atroce & divergente
BOF Numérique & intense

P.-L. GISCARD                                                                                                                        LILLE 31 JANVIER 2020

Approximatif, non explicite, & contraignant

BOF

d

dt
U(t) = A(t)U(t)
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QUEL RAPPORT ?
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�
f ⇤ g

�
(t0, t) :=

Z t0

t

f(t0, ⌧)g(⌧, t)d⌧

Fiat lux !

f(t0, t)

g(t0, t)

)
)

f(t0)

g(t0, t)

)
)

�
f ⇤ g

�
= f(t0)

Z t

0

g(⌧, t)d⌧



QUEL RAPPORT ?
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�
f ⇤ g

�
(t0, t) :=

Z t0

t

f(t0, ⌧)g(⌧, t)d⌧

Fiat lux !

f(t0, t)

g(t0, t)

)
)

f(t0)

g(t0, t)

)
)

�
f ⇤ g

�
= f(t0)

Z t

0

g(⌧, t)d⌧

U(t) =

Z t

0

1X

n=0

A⇤n(⌧)d⌧

SÉRIE DE DYSON / ITÉRATION DE PICARD  
           

                                 

U(t) = Id+

Z t

0

A(⌧1)d⌧1 +

Z t

0

Z ⌧1

0

A(⌧1)A(⌧2)d⌧2d⌧1 +

Z t

0

Z ⌧1

0

Z ⌧2

0

A(⌧1)A(⌧2)A(⌧3)d⌧3d⌧2d⌧1 + · · ·



VICTOIRE UNIVERSELLE !
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PATH-SUM
CHEMINS ET MULTIPLICATIONS MATRICIELLES

�
An

�
ij
=

X

w chemin : j!i
`(w)=n

Poids(w)

n
Mn =

w:

c(w)
X X(

← ←
( + +=

�
I� A

��1
=

X

n

�
An

�
=
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a12

a11 a12

a12 a22

a12 a22 a22

a12 a21 a12

a11 a12 a22

a11 a11 a12



PATH-SUM
CHEMINS ET MULTIPLICATIONS MATRICIELLES

�
An

�
ij
=

X

w chemin : j!i
`(w)=n

Poids(w)

�
I� A

��1
=

X

n

�
An

�
=

Un résolvent est une somme de chemins
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n
Mn =

w:

c(w)
X X(

← ←
( + +=

a12

a11 a12

a12 a22

a12 a22 a22

a12 a21 a12

a11 a12 a22

a11 a11 a12



PATH-SUM
CHEMINS ET MULTIPLICATIONS MATRICIELLES

�
An

�
ij
=

X

w chemin : j!i
`(w)=n

Poids(w)

n
Mn =

w:

c(w)
X X(

← ←
( + +=

Un *-résolvent est une somme de chemins
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a12

a11*a12

a12*a22

a12*a22*a22

a12*a21*a12

a11*a12*a22

a11*a11*a12

n
Mn =

w:

c(w)
X X(

← ←
( + +=

U(t) =

Z t

0

1X

n=0

A⇤n(⌧)d⌧ =



PATH-SUM
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c1
c2

c3
c4

a

Comment sommer des chemins intelligemment ?
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PATH-SUM
SOMMES DE CHEMINS

P.-L. GISCARD, K. LUI, S. THWAITE, D. JAKSCH + C. BONHOMME

‣Comment faire ? 

×2

w ρ
γ1 γ2 γ3

×2

w ρ
γ1 γ2 γ3

On efface !

w = p� (c1 � c2)

w = p� (c1 � c2)

w = p� (c1 � c2)



PATH-SUM
SOMMES DE CHEMINS

P.-L. GISCARD, K. LUI, S. THWAITE, D. JAKSCH + C. BONHOMME

‣Comment faire ? 

w
w = p� (c1 � c2)

On reconstruit !



PATH-SUM
SOMMES DE CHEMINS

P.-L. GISCARD, K. LUI, S. THWAITE, D. JAKSCH + C. BONHOMME

‣Comment faire ? 

w

p c1 c2

w = p� (c1 � c2)

w = p� (c1 � c2) =)
X

chemins

w = p� (c1 � c2) + p� (c1 � c2)
2 + p� (c1 � c2)

3 + · · · =)
X

chemins

w = p� (1� c1 � c2)
�1 + · · ·



PATH-SUM
SOMMES DE CHEMINS

P.-L. GISCARD, K. LUI, S. THWAITE, D. JAKSCH + C. BONHOMME

‣Comment faire ? 
X

w:↵!�

w =
X

p:↵!�

(↵)(↵⌫1)(⌫1)(⌫1⌫2) · · · (⌫p�)(�)

a
n1
n2 b

Chemins simples

Arêtes

Noeuds



PATH-SUM
SOMMES DE CHEMINS
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‣Comment faire ? 
X

w:↵!�

w =
X

p:↵!�

(↵)(↵⌫1)(⌫1)(⌫1⌫2) · · · (⌫p�)(�)

On insère les cycles           G           G\{a}            G\{a, n1, n2 ¼ np}



PATH-SUM
SOMMES DE CHEMINS

P.-L. GISCARD, K. LUI, S. THWAITE, D. JAKSCH + C. BONHOMME

‣Comment faire ? 
X

w:↵!�

w =
X

p:↵!�

(↵)(↵⌫1)(⌫1)(⌫1⌫2) · · · (⌫p�)(�)

On insère les cycles           G          

(↵) ! [↵]G :=
h
I �

X

c:↵!↵

(↵µ1)(µ1) · · · (µ`)(µ`↵)
i�1



PATH-SUM
SOMMES DE CHEMINS

P.-L. GISCARD, K. LUI, S. THWAITE, D. JAKSCH + C. BONHOMME

‣Comment faire ? 
X

w:↵!�

w =
X

p:↵!�

(↵)(↵⌫1)(⌫1)(⌫1⌫2) · · · (⌫p�)(�)

On insère les cycles           G          

On insère les cycles                              G\{a}          G\{a, m1, ¼ mℓ-1}

(↵) ! [↵]G :=
h
I �

X

c:↵!↵

(↵µ1)(µ1) · · · (µ`)(µ`↵)
i�1



PATH-SUM
SOMMES DE CHEMINS

P.-L. GISCARD, K. LUI, S. THWAITE, D. JAKSCH + C. BONHOMME

‣Ça y est !                          PATH-SUM 

X

chemins

w =
X

p:↵!�

[↵]G(↵⌫1)[⌫1]G\{↵}(⌫1⌫2) · · · (⌫p�)[�]G\{↵,⌫1,··· ,⌫p}

[↵]G =
h
I �

X

c:↵!↵

(↵µ1)[µ1]G\{↵} · · · [µ`]G\{↵,µ1,··· ,µ`�1}(µ`↵)
i�1

X

chemins

w =
X

p:↵!�

[↵]G(↵⌫1)[⌫1]G\{↵}(⌫1⌫2) · · · (⌫p�)[�]G\{↵,⌫1,··· ,⌫p}

[↵]G =
h
I �

X

c:↵!↵

(↵µ1)[µ1]G\{↵} · · · [µ`]G\{↵,µ1,··· ,µ`�1}(µ`↵)
i�1

Somme sur les chemins simples

Fraction continue finie à branches sur les cycles

Algébriquement, encore non-elucidé
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c1
c2

c3
c4

a

Comment sommer des chemins intelligemment ?

1

1� 1
1� c3

1�c4

1
1�c2

c1
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OE!↵[M](t0, t) =
X

p2⇧G;↵!

Z t0

t

⇣
GG\{↵,⌫1,··· ,⌫`�1};! ⇤M!⌫`�1

⇤ · · · ⇤M⌫2⌫1 ⇤ GG\{↵}; ⌫1 ⇤M⌫1↵ ⇤ GG;↵

⌘
(t0, ⌧) d⌧

GG;↵ =


1⇤ �

X

c2�G;↵

GG\{↵,µ1,··· ,µ`0�2};µ`0�1
⇤ · · · ⇤ GG\{↵};µ1 ⇤Mµ1↵

�⇤�1

‣ Ici le graphe G est celui dont la matrice d’adjacence est M

U(t) =

Z t

0

1X

n=0

A⇤n(⌧)d⌧

U(t) =

Z t

0

1X

n=0

A⇤n(⌧)d⌧
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‣Path-sum converge sans conditions (nombre fini de termes)

‣Forme `close’ exacte en un nombre fini d’étapes

‣Convergence super-exponentielle



DE SURPRENANTES APPLICATIONS

‣  Contexte  
‣ Combinatoire des chemins: deux approches  
‣ Fractions et chemins 
‣ Quelques applications exotiques 

‣  Exponentielles ordonnées 
‣ Qu’est-ce c’est ?! Quel rapport ? 
‣ Deux solutions à des problèmes mythiques 
‣ Encore plus loin ! 

‣  Au delà

P.-L. GISCARD                                                                                                                        LILLE 31 JANVIER 2020
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Graphe
M(t) =

✓
1 et

e�t 1

◆

OE[M](t)11 =

Z t

0

⇣
1⇤ � 1|{z}�

z}|{
e�t ⇤ (1⇤ � 1)⇤�1

| {z } ⇤
z}|{
et

⌘⇤�1

(⌧) d⌧U(t)11
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Graphe
M(t) =

✓
1 et

e�t 1

◆

OE[M](t)11 =

Z t

0

⇣
1⇤ � 1|{z}�

z}|{
e�t ⇤ (1⇤ � 1)⇤�1

| {z } ⇤
z}|{
et

⌘⇤�1

(⌧) d⌧

OE[M](t) =

0

@
�1

5e
3t/2

⇣p
5 sinh

⇣p
5t
2

⌘
� 5 cosh

⇣p
5t
2

⌘⌘
2p
5
e3t/2 sinh

⇣p
5t
2

⌘

2p
5
et/2 sinh

⇣p
5t
2

⌘
et/2

⇣
cosh

⇣p
5t
2

⌘
+ 1p

5
sinh

⇣p
5t
2

⌘⌘

1

AOE[M](t)21 =

Z t

0

 
(1⇤ � 1)⇤�1

| {z } ⇤
z}|{
e�t ⇤

⇣
1⇤ � 1� e�t ⇤ (1⇤ � 1)⇤�1 ⇤ et

⌘⇤�1

| {z }

!
(⌧) d⌧

Z t

0

✓
1⇤ �

1

2

⇣
e2t

0�2t + 1
⌘◆⇤�1

(⌧) d⌧OE[M](t)21 =

Z t

0

 
(1⇤ � 1)⇤�1

| {z } ⇤
z}|{
e�t ⇤

⇣
1⇤ � 1� e�t ⇤ (1⇤ � 1)⇤�1 ⇤ et

⌘⇤�1

| {z }

!
(⌧) d⌧

U(t)11
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M(t) =

✓
1 et

e�t 1

◆

OE[M](t)21 =

Z t

0

 
(1⇤ � 1)⇤�1

| {z } ⇤
z}|{
e�t ⇤

⇣
1⇤ � 1� e�t ⇤ (1⇤ � 1)⇤�1 ⇤ et

⌘⇤�1

| {z }

!
(⌧) d⌧

Contribution de tous  
 les chemins de 1 à 1

U(t)21
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⇣
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5 sinh
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⌘
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M(t) =

✓
1 et

e�t 1

◆ Graphe

OE[M](t) =

0

@
�1

5e
3t/2

⇣p
5 sinh

⇣p
5t
2

⌘
� 5 cosh

⇣p
5t
2

⌘⌘
2p
5
e3t/2 sinh

⇣p
5t
2

⌘

2p
5
et/2 sinh

⇣p
5t
2

⌘
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⇣
cosh

⇣p
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2

⌘
+ 1p

5
sinh

⇣p
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2

⌘⌘

1

AU(t)21
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‣Bloch-Siegert Hamiltonien

Atome 2 niveaux 
Radiation laser sur la transition

“No silver bullet for this one…”

A(t) = �i

✓
0 2�e�i!0t cos(!t)

2�ei!0t cos(!t) 0

◆
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‣Bloch-Siegert Hamiltonien

Atome 2 niveaux 
Radiation laser sur la transition

“No silver bullet for this one…”

A(t) = �i

✓
0 2�e�i!0t cos(!t)

2�ei!0t cos(!t) 0

◆

‣Solution est transcendante

|U(t)21|2 =
1X

k=0

sin(2k!t)S2k(�, t) + cos(2k!t)C2k(�, t)

Compliquées mais connues analytiquement
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‣Equations de Bloch



‣ Tridiagonalisation: Lanczos path-sum  

‣ Path-sum: invariance d’échelle

AU DELÀ
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