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Avant-propos

Le volume que j’ai la fierté de présenter constitue les actes des journées
mathématiques “Catégories, Algébres, Esquisses et Néo-esquisses”
(C.AE.N.). Ces journées, qui se sont tenues & I’Université de Caen du 27 au 30
septembre 1994, ont permis de riches échanges franco-britanniques, ainsi qu’il est de
tradition dans notre université depuis sa fondation en 1432 par le jeune Henri VL.,

J’ai demandé a chacun des vingt-cing conférenciers de me fournir un texte original
de six pages reprenant d’aussi pres que possible le contenu de 1’exposé oral. Ce sont ces
textes, relus et corrigés avec soin, mais en aucune fagon amendés, que ’on lira ici.
Quatre conférenciers n’ont pu me fournir & temps la rédaction demandée : on trouvera les
titres de leurs exposés en fin de volume. A ’inverse, les deux premieres contributions
sont I’ceuvre de mathématiciens invités, mais empéchés en derniére minute. Au
demeurant, I’ordre adopté est celui dans lequel se sont déroulées les conférences a Caen.

Au-dela de la diversité des approches et des styles, je souhaite que le lecteur soit
comme je I’ai ét€ sensible a la qualité scientifique et 2 la réelle cohérence de ’ensembile. Je
renonce & dresser ici la liste des croisements innombrables, bien dessinés déja ou
seulement potentiels, que j’at découverts entre ces vingt-deux essais.

Le colloque a bénéficié de crédits spécifiques de 1I’Université de Caen (8 000 F),
d’une aide de la Ville de Caen (5 000 F) et d’une participation du Groupe de Recherche en
Algorithmique et Logique (8 000 F). Sur le plan pratique, j’ai ét€ efficacement secondé
par I’équipe du secrétariat de mathématiques (Mesdames Lamotte, Vernet, Buchart,
Dubois et Faride) ainsi que par André Sesboiié. Patrice Gourbin a cré€ le logo ; il est,
plus souterrainement, responsable de bien davantage. Enfin, trés chaleureusement, merci
aux conférenciers : j'espere qu’ils gardent un bon souvenir de ces quelques jours en
Normandie, que ce volume permettra de prolonger.

Pierre AGERON
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I Graphes et graphes a composition

1 Graphes

On sait (voir [1]) qu'un graphe G est constitué d’un ensemble d'objets Ob(G) , d"un ensemble de fleches FI(G)
et de deux applications dom(G):FI(G) —> Ob(G) (sélection des domaines) et codom( G): FI{G) — Ob(GY
(sélection des codomaines) et on définit, alors, facilement ce qu’est un homomorphisme entre graphes

Un graphe spécifie la position relative de certaines sortes (ses objets) et de certaines fonctions (ses flaches). De
ce point de vue, § nest rien d’autre que la représentation graphique dune signature multisorte % (ayant
autant de sortes que ¢ a d’objets), purement fonctionnelle (i. e. sans symboles relationnels) et oi tous les
symboles fonctionnels (autant que § a de fleches) sont unaires. Inversement, une telle signature peut
toujours étre représentée par un tel graphe. De la sorte, un homomorphisme H: G- Ens, de G vers (le
graphe sous-jacent ) la catégorie Ens, s'identifie 4 une interprétation (ensembliste) de la signature £ et
réciproquement.

2. Graphes a composition

Un graphe & composition (voir [2] et [3]) C est constitué d’un graphe sous-jacent Ssj((), d’un ensemble
Comp(() < {(c.0) | (¢.0) €FI(O) x FI(C) et dom(() (') =codom(()(c)} de (certains) couples, dits
composables, de fleches consécutives, d'une Ioi de composition (non nécessairement associative)
comp(() : Comp(() = FI((), d'une partie Obid(() c Ob{() constituée d'objets, dits 4 identités, d’une
application sélection des identités selid((C) : Obid(() —» FI((} et ce de sorte que : '

- pour tout objet & identité C e Obid((), ona dom(() (selid(() (C)) = C = codom({) (selid() (C)),

— pour tout objet a identitét C e Obid(() et toute fleche c e FI({} telle que dom(() (¢)=C (resp.
codom((j (¢} = C), le couple (c, selid(() (C) ) (resp. (selid({) (C), ¢ )) est composable et de composé ¢,
— pour tout couple composable (c',c) € Comp((), on a dom(() (comp(Q) (¢',c))=dom({){c) et

codom(() ( comp(() (¢',c) ) = codom{() (<) .
En particulier, les graphes sont évidemment les graphes a composition n’ayant aucun objet a identité et

aucun couple composable de fleches. A 1'opposé, les catégories sont les graphes a composition dont fous les
objets sont a identité, olt tous les couples de fleches consécutives sont composables et oit la composition est
associntive.

Par analogie avec le cas des catégories, on définit aisément ce qu’est un foncfenr entre graphes a composition.
Cette fois, outre des positions relatives de sortes et fonctions, un graphe a composition spécifie des équations

fonctionnelles. Précisément, C représente une théorie équationnelle Teq, écrite dans un langage multisorte
purement fonctionnel et unaire (celui associé au graphe sous-jacent & (). A contrario, une telle théorie
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€quationnelle, écrite dans un langage multisorte, purement fonctionnel et unaire, peut toujours étre
représeniée par wn graphe & composition. De la sorte, un foncteur F: (C— Ens s’identifie 4 un modéle
{ensembiliste) de la théorie équationnelle Teq .

i Esquisses

1. Cones et limites

Si [ estun graphe a composition, on note Coneproj(I) (resp. Coneind(I)) le graphe a composition
obtenu en adjoignant & I un objet « initial » (resp. « final ») et on désigne par injproj (I): I -> Coneproj(1)
(resp. injind(J} : I — Coneind(I) ) le foncteur injection canonique. De la sorte, Coneproj(I) est «le » céne
projectif (resp. inductify « générique » d’indexation 1. '

Concrétement, maintenant, si { est un graphe & composition, un foncteur P: Coneproj(f) — C (resp.
Q: Coneind(I) » C) est un cdne projectif (resp. inductif), dans (C, d’indexation I, de base le foncteur
P o injproj() : I -» Coneproj(I} — C (resp. Qo injind(I): I — Coneind(I) — C).

Plus particulierement encore, si 4 est une catégorie, on voit qu'une limite projective (resp. inductive)
s'identifie 4 un céne projectif (resp. inductif) de 4 qui est final (resp. initial), ou encore co-universel (resp.
universel), parmi tous les cénes projectifs (resp. inductifs) de 4 de méme indexation et de méme base.

2 Esquisses

Une esquisse (voir [4]) E est constituée d’un graphe a composition support Supp(E) , d’'une classe Proj{E)
de cOnes projectifs distingués dans le support de E et d’une classe Ind(E) de cones inductifs distingués dans
le supportde £,

Les homomorphismes entre esquisses sont les foncteurs entre leurs supports qui transforment les cdénes
distingués en cdnes distingués. -

De méme, un modéle M: €— A de l'esquisse E dans la catégorie 4 est un foncteur M: Supp( E) —» A
transformant tout cone distingué dans E en un céne limite dans 4.

Dans ces conditions, du point de vue de ses modéles dans une catégorie quelconque, une esquisse spécifie
non seulement des positions relatives de sortes et de fonctions, non seulement des équations fonctionnelles,
mais aussi comment certaines sortes sont constructibles a partir d’autres, grice a des « constructeurs de
limites ».

Plus précisément encore, on peut montrer que (voir [5] et [6]), du point de vue de ses modeles ensemblistes,
% représente une théorie axiomatique Tax (écrite dans un langage multisorte, non nécessairement
purement fonctionnel ou unaire, et ou les formules sont du premier ordre mais éventuellement infinitaires).
A confrario, une telle théorie axiomatique du premier ordre (éventuellement infinitaire) est toujours
esquissable, i. e. peut étre représentée (et méme de plusieurs maniéres, en général) par une esquisse. De la
sorte, un modeéle M : E— Ens s'identifie 3 un modéle (ensembliste) de la théorie Tax.

I Trames

1. Prolongements et prolongements universels

Si I, J et  sonttrois graphes 2 composition etsi L:J— J est un foncteur, alors un foncteur P: 7—
est un prolongement, dans C, de base PoL, ledong du foncteur L.

Par exemple, un céne projectif (resp. inductif), dans C, d’indexation I, est un prolongement le long du
foncteur injection canonique injproj (I): I > Coneproj(I) (resp. injind (I) : I - Coneind(1)).
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Si A est une catégorie, le foncteur R:J-> A4 est un prolongement projectivement (resp. inductivement)
universel (du foncteur F=Rol:I-» A, lelong du foncteur L: I — J), si:

- pour tout autre prolongement R’:7— 4, de F lelong de L, il existe une et une seule transformation
naturelle r: R’ =R (resp.r: R=>R’) telleque rL=15.

Par exemple, on voit qu'une limite projective (resp. inductive) dans 4 est un prolongement projectivement
(resp. inductivement) universel. De méme, il est facile de voir qu'une extension de Kan (voir [1]) droite
{resp. gauche), le long d’un foncteur L': 1> 7" entre deux catégories (pour simplifier), s'identifie 4 un
prolongement projecivement (resp. inductivement) universel, le long du foncteur injection canonique
L: I laxcolim(L': I-» 7") de I vers la lax-colimite « contravariante » (resp. « covariante ») de la fleche
L': 7> 9,dans «la» 2-catégorie « des catégories ».

2. Trames d'ordre <1

Une trame (voir [7]) T, d’ordre <1, est constituée d'un graphe & composition support Supp(7), d’'un
premier ensemble Prolp(7) de prolongements (dits projectifs) distingués dans Supp(T) et d’un second
ensemble de prolongements (dits inductifs) distingués dans Supp(7) .
Par exemple, les esquisses sont exactement les trames d’ordre <1 ou les seuls prolongements projectifs
(resp. inductifs) distingués sont des cones projectifs (resp. inductifs).

Les homomorphismes entre trames d’ordre <1 sont bien str les foncteurs entre leurs supports qui (par
composition) transforment les prolongements projectifs (resp. inductifs) distingués en prolongements
projectifs (resp. inductifs) distingués.

De méme, un modéle M:T—> A de la trame 7 dans la catégorie 4 est un foncteur M :Supp(7) — 4
transformant tout prolongement projectif (resp. inductif) distingué dans 7 en un prolongement
projectivement (resp. inductivement) universel.

Du point de vue de ses modéles dans une catégorie quelconque, il convient de voir une trame d’ordre <1
comme spécifiant non seulement des positions relatives de sortes et de fonctions, non seulement des
équations fonctionnelles, mais aussi le sfatut (projectivement ou inductivement) universel, non seulement de
certains objets isolément constructibles & partir de groupes d’autres, mais aussi de certains diagramimes
d’objets et fléches constructibles a partir d’autres, par des constructeurs de prolongements universels.

Plus particulierement, au méme titre que les extensions de Kan vers Ens se calculent par limites, il se trouve
que, du point de vue des modéles ensemblistes, les trames d’ordre <1 représentent ni plus ni moins que les
esquisses, A savoir les théories du premier ordre !

3. Prolongements complexes et prolongements complexes universels.

Supposons que n>1 est un entier et qu’on ait défini les trames d'ordre <n , leurs supports, leurs
homormorphismes et leurs modeles dans les catégories.

Si, cette fois, L: I — J est un tel homomorphisme entre de telles trames d’ordre sn etsi ( est un graphe a
composition, on dit encore qu’un forcteur P: Supp(J) — C est un prolongement, mais complexe d’ordre <n ,
dans C, le long de V'homomorphisme L, de base le foncteur P o Supp (L) : Supp (I) - C.

51 A est une catégorie, un modéle M:J—> A est un prolongement projectivement (resp. inductivement)
universel, mais complexe d'ordre <n, dans 4, le long de [I'homomorphisme L:I1->9J, du modéle
Mol:I - A4,si: ’

- pour tout autre modéle M’ : §— A4, tel que M o L =M, il existe une et une seule transformation naturelle
m:M =M (resp.m: M=>M") telleque mL=1r.

Par exemple, si L': /-7 est un homomorphisme entre deux esquisses (i. e. entre denx trames d’ordre
<1 particulieres) etsi M’ : 7 > Ens est le modeéle librement engendré par un certain modele N: J— Ens,
alors on dispose du prolongement M : 7 — Ens, inductivement universel, complexe d’ordre <1, de N le
long de 'homornorphisme injection canonique L: 7> 7 de I vers I'esquisse « lax-co-limite co-variante »
J=laxcolim (L': T — J’) (qu'on laisse au lecteur le soin de préciser).



4. Trames quelconques

Une trame (voir [7]) 7', d'ordre <n+1, est constituée d'un graphe a composition support Supp(7), d’un
premier ensemble "Prolp(7') de prolongements complexes d’ordre <n (dits projectifs) distingués dans
Supp(7) et d’un second ensemble de prolongements complexes d’ordre <n (dits inductifs) distingués dans

Supp( T).

Les hotmomorphisines entre trames sont évidemment les foncteurs entre leurs supports qui (par composition)
transforment les prolongements complexes projectifs (resp. inductifs) distingués en prolongements
complexes projectifs (resp. inductifs) distingués.

De méme, un modéle M:9— 4 de la trame 7 dans la catégorie A est un foncteur M: Supp(7) > 4
transformant tout prolongement complexe projectif (resp. inductif) distingué en un prolongement complexe
projectivement (resp. inductivement) universel. '

Du point de vue de ses modeles dans une catégorie quelconque, une trame (d’ordre quelconque) spécifie
non seulement des positions relatives de sortes et de fonctions, non seulement des équations fonctionnelles,
mais aussi le statut (projectivement ou inductivement) universel non seulement de certains diagrammes
’objets et fleches (i. e. desous-trames d’ordre 0) par rapport a d’autres, mais aussi de certaines sous-
spécifications (plus) complexes (i. e. de sous-trames d’ordre éventuellement > 0) constructibles & partir d’autres, a
l'aide de constructeurs de prolongements complexes universels.

Cela signifie, notamment (et pas seulement du seul point de vue des modéles ensemblistes) qu'une trame T’
d’ordre quelconque représente une théorie du deuxidme ordre « universel » au sens, en tout cas englobant
celui, du A-calcul du second ordre (voir [7] et [8]).

w Patchworks

I Prolongements potentiellement et réellement contraints

Supposons, de nouveau (« a l'ordre 0 »), que L: I— 7 est un foncteur entre deux graphes a composition.
Une contrainte Q@ pour (les prolongements le long de) L est constituée par :

- un cone projectif Clause(Q) = (IIx: K-> Kx)xex, qu'on peut appeler la clause de in contrainte,
d’indexation une certaine catégorie (pour simplifier) X et formé de graphes a composition et de foncteurs,

- d'un foncteur Attach(Q): 97— K, attachant 1. ala clause.

Dans ces conditions, si ( est un graphe & composition, un prolongement (quelconque) P:9-> ¢ (de
PoL lelongde L) sera dit potentiellement contraint par .

En particulier, si 4 est une catégorie, le foncteur R: -+ 4 est un prolongement (de RoL lelong de L)
réellement contraint par Q si R vérifie la clause de la contrainte Q1. e.si:

- pour tout foncteur Q: K >4 , tel que Qo Attach(Q) =R, il existe (au moins) un objet X de X et au
moins un foncteur Qx: Kx — .4 tel que Qxollx=0Q et ce de sorte que deux telles factorisations {(de Q)
sont dans la méme composante connexe de la catégorie (comma ) (Kx xex/ A (i. e sont connectées par une
suite finie de triangles commutatifs dont deux c6tés sont d’autres factorisations de Q et dont le troiséme
¢bté figure dans la base de la clause).

Par exemple, & un foncteur L:J-> 7, on peut attacher la contrainte projectivement (resp. inductivement)
universalisante Projuniv(L) (resp. Induniv(L)) telle que:

- X estlacatégorie 1 (2 un seul objet 0 et une seule flache), o
- K =7 +1 J est le graphe a composition représentant deux prolongements « abstraits » (de I a J) de
méme base (a savoir I), ' ' -
- o est le graphe a composition contenant % et représentant une factorisation du deuxiéme
prolongement au travers du premier,
- fIo: K— Ko estle foncteur injection canonique,
- Attach (Projuniv(L)): J— K (resp. Attach( Induniv(L)) : §— K ) est le foncteur injection canonique sur
le deuxidme (resp. le premier) des deux prolongements contenus dans X,
Alors, un prolongement R: J— 4 réelleinent contraint par la contrainte Projuniv(L) (resp. Induniv(L) ), est
évidemment un prolongement projectivement (resp. inductivement) universel.
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2. Patchworks d'ordre < 1

Un patchwork (\roir 3) @, d'ordre <1, est constitué d’un graphe & composition support Supp(®) et d’un
ensemble Prolpocont(?) de prolongements potentiellement contraints distingués dans Supp(®) .
Par exemple, on voit qu’une trame d’ordre <1 est un patchwork d’ordre <1 particulier.

Les homomorphismes entre patchworks d’ordre <1sont les foncteurs entre leurs supports qui (par
composition) transforment les prolongements potentiellement contraints distingués en prolongements
potentiellement contraints distingués. ‘

De méme, un modéle M: @-> 4 du patchwork @ dans la catégorie 4 est un fonctear M : Supp(®) —» 4
transformant tout prolongement potentiellement contraint distingué dans @ en un prolongement réellement
contraint.

3. Prolongements complexes potentiellement et réellement contraints

Supposons que n>0 est un entier et qu'on ait défini les patchworks d’ordre <n , leurs supports, leurs
homomorphismes et leurs modeles dans les catégories. '

S5i L:I-J est un tel homomorphisme entre de tels patchworks d’ordres <n et si ( est un graphe a
composition, on dit encore quun foncteur P: Supp(J) — C est un prolongement, mais complexe d'ordre <n ,
dans C, le long de I'homomorphisme L, du foncteur P o Supp (L) : Supp (1) - C.

Alors, une contrainte €, mais complexe d’ordre <1, pour (les prolongements le long de 'homomorphisme) L
est (de nouveau, mais « & 'ordre < n) constituée par :

~ un cone projectif Clause(Q2) = (Ilx: K— &x ) x ex, la clause complexe de la contrainte, indexé par une
catégorie (pour simplifier) X et formé de patchworks d’ordre < n et d’homomorphismes,

- un homomorphisme Attach(Q) : J— K, attachant 1. & la clause, Attach(Q)): 7— K .

Dans ces conditions, si (C est un graphe & composition, un prolongement complexe P: 7— C (du foncteur
P ol le long de Vhomomnorphisme 1.) sera également dit d’ordre <n et potentiellement contraint par Q.

De méme, si 4 est une catégorie, le modéle R: J— A est un prolongement complexe d’ordre < n, du modéle
RoL, le long de Yhomomorphisme L, réellement contraint par Q , si R vérifie la clause complexe de la
contrainte £),i. e si:

- pour tout modéle Q: K— A , tel que Qo Attach(2) =R, il existe (au moins) un objet X de X et au
moins un modele Ox: K x — A tel que Qxollx=Q et ce de sorte que deux telles factorisations (de Q, par
des modéles) sont dans la méme composante connexe de la catégorie (Kx )xex /modstes A (i. e sont
connectées par urne suite finie de triangles commutatifs dont deux c6tés sont d’autres factorisations de
par des modéles et dont le troisidme est un homomorphisme figurant dans la base de la clause).

Par exemple, si @ est un patchwork d’ordre <n, ‘son graphe a composition support J=Supp ( P)
s'identifie & un patchwork d’ordre 0 (i. e. sans prolongements potentiellement contraints distingués). Alors,
le foncteur L=1Id(J): I=97— J s'identifie 3 un homomorphisme entre patchworks et le foncteur identité
Id(7): 7— J=5upp (®) définit un homomorphisme entre patchworks H: I — @ (qui n'est évidemment
pas, en général, un homomorphisme identité).

Maintenant, attachons & L la contrainte Non(®) telle que:

- Clause{ Non(®) ) est le cone projectif d’indexation X'= & et de sommet @,

- Attach ( Nen(®))=H: J— @.

11 est facile de voir qu'un foncteur M :Supp(®) — A4, i.e. un modeéle M: J-—> 4, est réellement contraint
par Non{(®) si, et seulement si, il n'est pas modele de @.

4. Patchworks quelconques
Un patchwork (voir [3]) @, d’ordre <n+1, est constitué d'un graphe & composition support Supp(®) et d’un

ensemble Prolpocont(®) de prolorigements, complexes d’ordres < n, potentiellement contraints, distingués
dans Supp(®P).
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Les homomorphismes entre patchworks sont évidemment les foncteurs entre leurs supports qui (par
composition) transforment les prolongements complexes, potentiellement contraints, distingués, en
prolongements complexes, potentiellement contraints (avec les mémes contraintes), distingués.

De méme, un modéle M: @—> A4 du patchwork @ dans la catégorie A est un foncteur M: Supp(®) — 4
transformant tout prolongement complexe, potentiellement contraint, distingué dans @, en un
prolongement complexe, réellement contraint.

Du point de vue de ses modeles dans une catégorie quelconque, un patchwork spécifie, non seulement des
positions relatives de sortes et de fonctions, non seulement des équations fonctionnelles , mais aussi le
statut, non nécessairement universel (plus complexe) de certaines de ses sous-spécifications complexes,
éventuellement re-constructibles a partir d’autres. ‘
Du point de vue des modeles ensemblistes, les patchworks sont des représentations diagrammatiques ,
« orientées sous-diagrammes » des théories du second ordre.
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Une modalité autoduale pour le connecteur « précéde »

Christian Retoré
INRIA Lorraine et CRIN C.N.R.S,, 615 rue du jardin botanique, BP 101, 54 602 Villers 1&s Nancy Cedex — retore@loria fr

Résumé: Dans son article « A new constructive logic: classical logic »
J.-Y. Girard soultve la question d’une modalité autoduale. Cette note
fournit une solution sémantique relative au connecteur autodual et non-
commutatif précéde dans la catégorie des espaces cohérents.

A. Présentation

Les regles structurelles de la logique classique sont responsables de son non-déterminisme, et Ia
logique linéaire qui les traite subtilement par le biais de deux modalités évite cet écueil. La modalité
«7» autorise la contraction et 1’affaiblissement en position positive, tandis que la modalité duale «!»
les antorise en position négative.

Du point de vue sémantique qui sera le nétre ici, cela signifieque I'on a les morphismes canoniques
suivants: '

1A ——— o 1A®!4 74 o0 TApTA4

1 A
Les coupures croisées de la logique classique de [Gen34] sont en fait des coupures dont les deux pré-
misses principales sont des formules qui viennent d’étre contractées. Ceci est une cause majeure de
son non-déterminisme, comme en témoigne 'exemple 2 de I"annexe B de [Gir91]. 7

Ceci ne peut se produire en logique linéaire, puisque pour &ire contractée une formule doit étre de
la forme ? A, et que par suite sa négation est ! A* qui ne peut pas étre contractée.

Pour étudier un tel phénomene il faut disposer d’une modalité autoduale, autorisant la contraction
tant en position négative qu’en position positive. On note alors que I'affaiblissement est plutdt mal-
venu, car méme si ce n’est que sémantiquement vrai, il serait curieux d’avoir un morphisme de A dans
1 etunde 1 dans A pour tout A.

Nous nous concentrerons sur le modele des espaces cohérents qui est conceptuellement 1ié 3 la
logique linéaire, puisqu’elle en est issue. Dans ce cadre nous avons déja émdié un connecteur non-
commutatif et autodual nommé précede , et congu le calcul ordonné qui étend la logique linéaire 2
ce connecteur [Ret93].

S’inspirant de la définition de ce connecteur en termes d’espaces cohérents, on définit une modalité
autoduale pour laquelle existent les morphismes canoniques suivants:

tsomorphisme

A rétraction de J4 o — JA<94

o , ©
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Il n'y a pas a I’heure actuelle de syntaxe étendant le calcul ordonné a cette modalité. I faut pour
cela édier les cas de base d’élimination des coupures et les diagrammes commutatifs qui en résultent
comme cela a €t€ fait pour le systéme LC de [Gir91] dans [Qua95].

On peut s’étonner que j’étudie un éventuel modele avant de savoir précisément ce qu’il modélise.
Disons que c’est un moyen de guider les choix syntaxiques en évitant Ia dégénérescence du systéme,
et que c'est un peu I'analogue pour les modeles de Heyting, de ce que la théorie des modgles appelle

1a théorie d'un modéle,

Que Ie lecteur m’excuse de n’avoir pas rappelé comment les espaces cohérents interprétent 1a lo-
gique lindaire. Cela se trouve dans I'article original de J.-Y. Girard «Linear logic» [Gir87], ainsi que
dans le livre de A. S. Troelstra «Lectures on linear logic» [Tro92] — et une présentation étroitement
liée aux réseaux de démonstration est reprise dans [Ret94a).

Pour plus de détails sur cette note, on pourra consulter [Ret94b].

B. Remarques préliminaires

DEFINITION 1 Un espace cohérent A est un graphe simple dénombrable dont I ensemble des som-
mets est appelé la trame et noté |A|. Deux points adjacents = et y sont dits strictement cohérents,

ce qui se note x ™ y[A]; les abréviations suivantes sont pratiques: zOy[A] .ssi.z = youa~y[4],

z~y[A] . ssi. non zCy[A].
Etant donné un espace cohérent A, son dual A* est le graphe complémentaire.
Une application linéaire f de A dans B est une relation entre A et B telle que pour tous couples

distincts (a, b), (a',b') € fsi aCa'[A] alors bV, Les applications linéaires se composent comme les
relations. On parlera notamment &' isomorphisme linéaire partiel lorque la relation est fonctionnelle
et linéaire dans les deux sens, et de plongement linéaire lorsque de plus elle définit une application
(au sens ensembliste) de | A| dans | B].1

DEFINITION 2 Etant donnés deux espaces cohérents A et B, I’ espace cohérent A précéde B, noté
A< B, est défini par:
trame: |A<B| = |A| x |B|
cohérence: (a,b) ~ (a/,b')[A<B] .ssi. (aa/[A] et b=b) oub~b[B]

PROPOSITION 1 ([Ret93]) Ce connecteur esi:

non-commutatif A<B # B<A,
autodual (A<B)* = At<B*t,
associatif A<(B<C) = (A<B)<C,
admet 1 pour neutre A<1 = A = 1< 4,

entre la disjonction p et la conjonction @ pour I'implication linéaire: pour tout couple d’ es-
paces cohérents A et B,ona AQB — A<B et A<B —o ApB.

1. On fera sttention: ainsi décrite, une application linéaire n’est pas une application au sens ensembliste. La terminologie
se justifie ainsi: les objets intéressants d’un espace cohérent 4 sont ses cliques, car si A interpréte une formule A, une dé-
monstration de A est interprétée par une clique de A — etune application linéaire de A dans B est bel et bien une application
U sens ensembliste de 'ensemble des cliques de A dans I'ensemble des cliques de B.
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DEFINITION 3 On note 2 I'ensemble {0, 1}, 2* I'ensemble des mots sur 2,—y compris le mot vide
€ ~—, et 2 I ensemble des mots infinis sur 2, muni de I' ordre lexicographique habituel et la topolo-
gie produit. Les lettres w, v, u désignent des mots infinis de 2%, tandis que la lettre m et ses dérivées
désignent des mots finis de 2*.

PROPOSITION 2 L'ensemble gty des fonctions continues de 2% dans un ensemble M muni de la to-
pologie discréte, est en correspondance bijective avec I' ensemble des arbres binaires dont les feuilles
Sont étiquetées par des éléments de M de sorte que deux feuilles seeurs n’ aient jamais la méme éti-
quette,

Ainsi un élément de gty peut-il étre décrit par un ensemble fini
{(m1,a1), ., (M, ax)} € Prin(2* X M) satisfaisant:

(1) Vw ¢ 2¥ A Jw’ € 2¥ w = m;w’
(2) Vi,5 [3m € 2* m; = mOet mj = ml] = q; # a;

La fonction continue correspondante se calcule ainsi:
pourun w € 2¢ il existe, d’apres (1) un unique ¢ tel qu’il existe un w’ avec w = m;w/', et on pose

flw) = a;
C. La modalité et ses propriéiés

DEFINITION 4 Soir A un espace cohérent. On définit 44 par:
trame: l'ensemble gt 4 des fonctions continues de 2¥ dans |A| muni de la topologie
discréte
cohérence:  deux fonctions f et g de gt| 4 = |9A| sont dites strictement cohérentes lorsque

Jw € 2% f(w)"g(w)[A] et V' >w f(v') = g(w')

PROPOSITION 3 La modalité précédemment définie jouit des propriéiés suivantes:

(1) Si|A| est dénombrable, il en est de méme de |1 A|.

(2) La modalité 9 est autoduale, c.-a-d. (44)* = 4(AL).

(3) Lamodalité 1 est un endofoncteur— € = {(f,g)/Vw € 2* (f(w),g(w)) € £} C |4] x [1B|

(4) L ensemble {( fo, f1), f)/ f(0w) = fo(w)et f(1w) = fi(w)} estun isomorphisme linéaire entre
qA<9A et YA

(5) L'ensemble {(a,a)/a(w) = a} est un plongement linéaire de A dans 9A et de 1A dans A. De
ce fait, A est une rétraction linéaire de JA.
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_ La proposition précédente est établie directement, en raisonnant sur 2 et les arbres, dans [Ret94b].
Néanmoins elle se déduit aisément de la proposition plus « catégorique » que voici:

PROPOSITION 4 Notons <gn A U'espace cohérent A < A....A < A(2" Jois)—rappelons que < est
associatif—, et notons ok I' écriture de I entier k en base 2. Définissons, pour n € N:

dn = {((x[), veey 272n_.1), (270, 0 PROSPIRTRREC VLN 27211._1))} C l<2"Al X l<2"+1AI
bo = {(#,%)/(%,7) € du} C |<gn+1 A| X [<an 4]
{pn == {((iL‘Q, ,(Ezn__]) f)/Vk € [0 27— 1] Vw € 2¥ f((gk)'u’) = (l?k} C !<2nAI X lqu
pn={(f,2)/(Z,f) € ¢} C|I4] x |<an 4]
Alors ces relations sont des isomorphismes linéaires partiels, les d,, et q,, sont des plongements

linéaires, et 1A est la limite inductive du diagramme des d,,, les «injections» étant les Gn, €t la limite
projective du diagramme des by, les «projections » étant les p,,.

94

b T

b

‘<2n+1 A

Démonstration. Les deux parties de la proposition étant similaires, on se contentera de montrer que
94 est 1a limite inductive des d,,. La commutation des triangles ¢,, = Gn+1 © dy est immédiate.
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Soit maintenant un cdne de méme base et de sommet C, le morphisme de <3n A dans C étant
appelé ¢},. Soit ¢ I'ensemble suivant:

#c = {(gn(z0, -y T2n-1), €)/((%05 -, T2n-1 ), €) € g1} C HA' X |C|

Il est clair d’apres sa définition que ¢¢ factorise les ¢,. Montrons rapidement qu’elle est unique a
le faire. Soit ¢, une autre factorisation des ¢,. Soit (f, ¢) € ¢{,; alorsil existeun netun # € |<yn 4|
tel que ¢,(Z) = f. Donc (Z, ¢) est dans ¢},, car il est dans ¢/, o ¢,,, auquel cas (£, ¢) est aussi dans ¢¢.
Soit maintenant (f,c) € ¢¢; alors il existe un n et un Z dans <zn A tel que g, (2o, ..., T2n-1) = fet
((z0, .., ®an-1), c) est dans g},. Comme ¢ 0 ¢, = ¢, et que f est1’unique image de Z par g,,, ¢/, doit
contenir ( f, ¢). :

Il reste maintenant & montrer que ¢¢ définit une application linéaire de YA dans C.

(((L‘o, ceey x2"-—1)’ C) € q;c
((20s -y z_1 )5 ¢') € g
@k(Tos ey Toxy) = f
QI(Q?{), ) xlzl__l) = fl

Supposons que ! < k et considérons di_1(...(di+1(di(zg, ..., 2gh_1)))...) € |<1A]. Comme les
dn, sontdes plongementslinéaires et que g; = gjody_10..0djona(dr_1(;..(di(zg, ..., Zox_1))...)),¢) €
gj et comme q; = gx 0 dg-y 0 .. o dj, on a aussi gk (dr—1(...(di(z0, ...y To1_q))...)) = f'.

' ((3707""532’_1)76) € q1,"
((367 (A :5,2’”—1)7 C[) € q;'
q,(:cg, ceey .'Dgr__1) = f
(20, oo Zyr_y) = f'

Supposons maintenant que f~f[J4). Comme ¢, est un plongement linéaire, on a
(%) ony B2r1 ) (&l ooy Thr_q )[<ar A] €t donc ¢~ c'[C] — puisque ¢! est linéaire. Si f = f' alors
(o) ooy 22r—1) = (Zg) «ver Thr_1 )[<2r A] et donc ¢C/[C] — puisque ¢, est linéaire.

On démontre de méme que A est 1a limite projective du diagramme des b,,. Cela tient aux faits
évidents suivants: les applications linéaires d,, et g,, sont des isomorphismes linéaires partiels, les b, et
les p,, sont leur transposées, et la transposition est bien évidemment un foncteur (contravariant) dans
la catégorie des ensembles munie des relations comme morphismes. Ainsi la factorisation ¢ d’un
autre cOne utilisant des morphismes p!, admet-elle pour définition la «transposée » de celle de ¢¢:

Si(f,¢),(f',¢') € ¢, alorsil existe un entier k et un entier ! tels que:

On peut donc dire qu’il existe un entier 7 = max{l, k} tel que

Yo = {(¢, f)/In 3z € <anA f = q,(F) et (¢, %) € ..}

Pour finir, je répondrai & une question qu’on m’a souvent posée:

REMARQUE 1 9 est n’est ni une monade, ni une comonade — puisque 9 est autoduale ces deux pro-
priétés sont équivalentes.

Démonstration: TIn’y a pas de transformation naturelle r : I—1d. v

Supposons qu’il y ait une telle transformation naturelle r, et soit 11 I’espace cohérent constitué
de deux sommets incohérents a et b, et 1 1’espace cohérent 3 un sommet. Soient £,, £y, £5 : 191 — 1
les trois applications linéaires définies par

ta = {(a, %)} & = {(b, %)} Lap = {(¢, %), (b, +)}
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r
<1(16}31) 181, 141 Etudions la commutativité des diagrammes ci-contre. Pour £» = {,,

on voit que ry, qui est soit @ soit Idy, est Id;. Considérons les trois é1é-
ments {(¢, a)},{(0,a),(1,0)},{(¢, b)}.Pour {; = £, onvoitquedeces
trois éléments, seul le premier s’envoie sur @ par ryg3, et en utilisant ce
méme diagramme pour {7 = £, on voit que de ces trois éléments seul
T 1=1 < ° 1 letroisitme s’envoie sur b par r1g;. Par conséquent ry g1, n’envoie le
1 second sur rien, ce qui empéche le diagramme obtenu pour £7 = £,; de
commuter.

On peut néanmoins se demander s'il n’existe pas une transformation naturelle s : 9~-99 sa-
tisfaisant le principe de co-associativité. Je ferai une réponse informelle: I’application linéaire s 4 =
{(f, (e, f)} ne satisfait pas la condition de naturalité, et 1a seule transformation naturelle qui satisfasse
1a co-associativité & laquelle je puisse penser, est donc celle définie par:

sa = {(f,{(mi, f)}) [ f(miw) = fi(w) } C [I4] x |94

Sila relation s 4 satisfait 1a condition de naturalité et la co-associativité, elle ne définit cependant
pas une applicationlinéaire. Considérons les trois éléments suivantsde | 1(11)|: fra = {(0,5);(1,a)},
fo = {(s,a)} et faa) = {(0,0); (10,b); (11, a)}. Soient maintenant les deux éléments suivants de
(o) Froway = (& fa@a))} et Foga = {(0, fa)i (1, foo}. Onaalors Froay Frapa[19(101)],
tandis que ( fu(ba)» Fy, vay) €t (fa(ba)s Fa fra) SONt tous deux dans s1g1. o

A 12
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Le groupe de structure
d’une identité algébrique

PAaTrRICK DEHORNOY
GRAL, Mathématiques
Université
14032 Caen cedex

dehornoy@geocub.greco-prog.fr

Appliquer & un terme @ une identité algébrique, donnée comme un couple
de termes abstraits (P, P'), par exemple le couple (X (Y *Z), (X *Y)* Z)
dans le cas de Passociativité, c’est remplacer dans @ un sous-terme qui
est obtenu a partir de P par une substitution (un homomorphisme al-
phabétique) ¢ par le sous-terme P'7, ou effectuer la transformation in-
verse. Il est naturel de voir la transformation ci-dessus comme ’application
au terme P d’un opérateur, fonction partielle de ’ensemble des termes dans
lui-méme’. Cet opérateur dépend évidemment de !'identité considérée,
mais aussi de I’endroit ou 'identité a été appliquée, c’est-a-dire de ’adresse
du sous-terme qu’on a modifié.

Pour rendre les choses précises, on se restreindra désormais au cas
d’une signature réduite & une unique opération binaire (comme dans le cas
de Passociativité). De la sorte, un terme apparait naturellement comme
un arbre binaire, une variable correspondant & un arbre réduit 4 un point,
et le produit de deux termes @ et R correspondant & 'arbre dont le sous-
arbre gauche est arbre associé a ) et le sous-arbre droit est ’arbre associé
& R. Pour spécifier I'adresse d'un sous-arbre (c’est-a-dire d’un sous-terme)
cans un tel arbre, on peut par exemple utiliser une suite finie de 0 et de 1
qui indique le chemin a suivre pour « descendre » de la racine de ’arbre au
point considéré, 0 signifiant « prendre la branche de gauche », et 1 « pren-
dre la branche de droite ». Pour une identité algébrique (Z) (un couple de
termes écrits avec 'opérateur %), et u une adresse (c’est-a-dire une suite
finie de 0 et de 1), on notera {27(u) V'opérateur consistant & appliquer (7)
a l'adresse u. Ainsi, par exemple, on vérifiera que, si (\A) est Passociativité,

! Le caractére fonctionnel n’est garanti que si 'identité considérée satisfait quelques
propriétés de régularité minimales, par exemple que les mémes variables interviennent
dans les deux membres. On peut facilement de passer de cetie hypothése en adoptant
le point de vue de Punification de termes.
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et.si Q) est le terme

(X *Y)x(Zx((X *Y)x X)),
alors I'image de Q par 2.4(1) est

(X #Y)*x((Z+ (X xY))x X),

tandis que l'image de @ par 24(A) (en notant A la suite vide,
c’est-a-dire I’adresse de la racine de ’arbre, correspondant donc a appli-
quer l'identité au terme tout entier) est

(X *Y)*Z2)*« (X xY)* X),

et celle de @ par £24(11) " (la transformation réciproque de £2,4(11)) est
(X *Y)*(Z % (X (Y * X))).

Par contre I'image de @ par £24(0) ou §24(11) n’est pas définie.

On notera M; et Mz les monoides engendrés respectivement par
tous les opérateurs £27(u), et par tous les opérateurs 27(u) et 27(u)™?
pour u décrivant P'ensemble des toutes les adresses, le produit étant
Pinverse de la composition. De la sorte il est clair que deux termes
@, Q' sont équivalents modulo 'identité (Z) si et seulement si il existe
un élément ¢ de Mz qui envoie Q sur Q'. Les éléments de My sont
des témoins effectifs pour Papplication de Uidentité (I), qui prennent en
compte les chemins par ou se fait le passage.

Il semble que le monoide Mz « capture » une fraction importante de
la « géométrie » de I'identité (Z)?. Dans [2] il a été utilisé de facon essen-
tielle pour résoudre le probléme de mot pour I'identité d’autodistributivité
w(yz) = (zy)(zz). Ce probléme avait suscité un intérét trés particulier,
car sa décidabilité avait d’abord été établie par R. Laver au moyen d’un
axiome de grand cardinal dont Papparition semblait paradoxale pour un
tel probleme de nature finitiste [7]. La preuve de [2] a montré qu’aucune
hypothese exotique n’était nécessaire & la résolution du probléme, mais
le role joué par la théorie des ensembles restera déterminant car il est
peu probable que la motivation nécessaire au développement de la preuve
de [2], techniquement délicate, aurait été trouvée sans le moteur constitué

? 1l est aisé d’étendre la construction au cas de plusieurs identités simultanées. On
peut alors en particulier montrer que le monoide obtenu ne dépend que de la variété
équationnelle engendrée par ces identités, et non du choix de celles-ci : il s’agit donc
un ohjet assez intrinséque (ef. [1]).
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par la preuve de Laver® Il se trouve que le monoide de structure M, as-
socié & l'identité d’autodistributivité mentionnée ci-dessus est trés proche
algébriquement du groupe B, des tresses d’Artin, ce qui a permis d’établir
un lien fructueux entre I’étude de I'identité en question, celle du monoide
associé, et finalement celle des tresses, avec des applications nouvelles
telles que la construction d’un ordre total (cf. [5] pour une présentation
générale).

Dans le cas de l'associativité, la situation est bien plus simple, mais
fait néanmoins apparaitre des questions non triviales [4]. Parmi celles-
ci, la détermination des présentations de M 4 et Mj est intéressante. Il
s’agit donc de déterminer quelles sont les relations qui relient entre elles
les transformations £24(u).

Il est facile d’obtenir une liste de relations en utilisant la nature
géométrique des transformations considérées. Par exemple, si on con-
sidere deux adresses incompatibles vis & vis de la relation de préfixe,
c’est-a-dire deux adresses de formes respectives wOu et wlwv, il est clair
que les opérateurs associés commutent, puisqu’ils s’appliquent a des sous-
arbres disjoints. Ainsi on a donc les relations, essentiellement triviales (et
valables pour foute identité)

2 4(w0u) 24(wlv) = R4(wlv) 24(wlu).

De la méme facon, on remarque que, puisque le sous-terme d’adresse 0
possede, lorsque {2 4(A) est appliqué, une unique copie d’adresse 00, alors
il revient au méme d’effectuer une transformation quelconque d’adresse Qu
puis §24(A), ou d’abord 24(A) puis la transformation d’adresse 00u. Ceci
donne lieu d’une fagon générale aux relations

R4(wlu) 24(w) = 24(w) 24(w0O0u).
Un argument semblable donnera
D 4(wllu) 24(w) = 24(w) 24(wllu)

et
Ra(wllu) 24(w) = 24(w) 24(wly).

On constate que toutes les relations écrites jusqu’alors ont une forme syn-
taxique particuliere, a savoir qu’elle sont toutes du type

.QA(U) ...IQA(U) oey

9 1l faut du reste mentionner qu’il existe d’autres résultats (de nature finitiste) con-
cernant 'algébre de Pidentité d’autodistributivité dont la seule preuve connue actuelle-
ment requiert un axiome de grand cardinal, of. [8].
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c’est-a-dire qu’elles indiquent comment, pour une paire d’adresses {u,v},
compléter & droite les opérateurs d’adresses u et v pour obtenir une
égalité®. Il se trouve que presque toutes les paires d’adresses se trouvent
traitées de la sorte, & 'exception des paires de type {w,w1}. Il est naturel
de chercher si ces derniéres donnent également lieu & une relation « de
complément & droite ». La réponse est positive, en vertu de la relation

2a(w1) Qa(w) La(w0) = La(w) La(w),

dans laquelle on reconnait la relation du pentagone de McLane-Stasheff

[9].

La question est alors de savoir si la liste des relations précédentes est
exhaustive, c’est-a-dire constitue une présentation du monoide Mji, et,
de méme, si cette liste complétée des relations « triviales » affirmant que
f24(w)™" est (presque) un inverse de 24(w) constitue une présentation
de M 4. Cette derniere question est équivalente au probléme de cohérence
pour P'associativité, tel que posé classiquement en théorie des catégories.
On sait que la réponse est positive. Par contre la question dans le cas du
monoide « positif » Mj ne semble pas abordée en général, non plus par
exemple que le cas ou 'associativité est remplacée par une autre identité
comme P'autodistributivité, Dans le cas de P’associativité, la réponse est
bien celle qu’on peut espérer :

Proposition 1. ([4]) Les relations ci-dessus constituent une présentation
de MI et de M 4 respectivement.

Le principe de 'argument utilisé dans [4] (et [2] pour Pautodistributi-
vité) est le suivant. Tout élément du monoide Mj; est, par construction,
un produit d’une suite (finie) d’opérateurs 24(uy), ..., 24(uy). Si U
est la suite des adresses (uj,...,u,), notons simplement 2 4(U) le pro-
duit précédent. Il s’agit de montrer que, si deux opérateurs 24U) et
£24(V) (correspondant & deux suites d’adresses U et V) coincident, ou
méme seulement envoient un terme P sur un méme terme @, alors les
suites U et V sont équivalentes modulo la relation d’équivalence =+ sur les
suites d’adresses qui est engendrée exactement par les relations énumérées
plus haut. Le probléme est un probléme de complétude au sens des logi-
ciens, dans la mesure ot on veut tirer une conséquence purement syn-
taxique (U =" V) d’une hypothése « sémantique » faisant intervenir
Popération de U et V sur les termes via les transformations {2 4. L'idée
est d’introduire, pour chaque terme P*, une suite d’adresses x(P) qui en

* Ceci revient & affirmer une confluence locale des transformations vues comme regles
de réécriture sur les termes.

® 1l est ici suffisant de considérer les termes en une seule variable X .
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constitue une sorte de contrepartie « syntaxique ». Dans le cas présent de
l'associativité, on peut prendre pour x(P) une suite d’adresses telle que
Popérateur £24(x(P)) construise le terme P en un sens convenable. La so-
lution n’est pas unique. On peut par exemple choisir pour x(P) une suite
telle que £24(x(P)) envoie tout terme XV (c’est-a-dire X * (X x (X...)),
N fois X) surle terme P * XV~P correspondant, en notant p le nombre
d’occurrences de la variable X dans P. L’existence d’une telle suite x(P)
se montre inductivement sur la complexité du terme P : pour P = X,
la suite vide convient; ensuite, supposant x(Q) et x(R) déterminés, la
formule

x(@ = R) =x(Q) . Ix(R) . 4,

ot 1U représente la suite obtenue & partir de la suite U en apposant
un 1 au début de chacune des adresses qui y figurent, permet de monter
P'induction.

L’argument technique essentiel est alors le suivant. Supposons
que lopérateur 24(U) envoie le terme P sur le terme ) : alors
Popérateur £24(0U) envoie tout terme P * X V=P sur le terme Q * X V7
correspondant, et, par conséquent, les deux opérateurs

24x(P).0U) et 24x(Q))

envoient X% sur @+ X NP, Si donc il est vrai que les relations écrites plus
haut constituent la présentation cherchée, on doit avoir ’équivalence

x(P).0U =" x(Q).

Or cette équivalence, si elle est vraie, doit pouvoir se vérifier « & la main ».
En effet, il suffit de la montrer lorsque U est de longueur 1, et, essentielle-
ment, dans le cas particulier oit U est la suite (A4), ce qui revient & montrer

Ia, formule
X(Pl*(Pz*P:;)) . OE+ X((Pl *Pz)*Pa),

laquelle est effectivement vraie.

Supposons maintenant que les deux opérateurs 24(U) et 24(V) en-
voient le terme P sur un méme terme ¢). On déduit directement de ce qui
précede les équivalences

X(P) . 0U =* X(@) =" x(P) . 0V,

et, en particulier, on a établi Pexistence d’'une suite W vérifiant

WU =t W . oV.
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Ceci est apparemment plus faible que la conclusion désirée
U=tv,

mais c’est alors une question de pure algébre sur le monoide Mj de savoir
si la premiére équivalence implique la seconde. C’est effectivement le cas,
cormnme le montre une preuve qui repose sur la forme particuliére des re-
lations mises en jeu, a savoir le fait qu’il s’agisse de relations liées & un
« complément a droite ». Cette derniére condition fournit notamment
un cadre uniforme pour traiter les problémes de divisibilité (ici probléme
d’élimination du facteur W initial), cf. [3].

Remarque. Les opérateurs f27(w)~! ne sont pas des inverses « ex-
acts » pour les opérateurs associés £27(w), car ils s’agit d’applications
non partout définies. Dans les bons cas, comme celui de P'associativité
(ou de la commutativité), on peut, par un passage au quotient conven-
able, se ramener au cas d’un groupe, qu’il est alors naturel d’appeler le
groupe de l'identité considérée (comme dans le titre de cet exposé). Dans
d’autres cas plus compliqués, comme celui de 'autodistributivité, le pas-
sage au quotient est techniquement malcommode, mais il peut étre utile
d’introduire de fagon volontariste le groupe qui est présenté par les re-
lations géométriques considérées plus haut, et de remplacer 'étude du
monoide Mz par celle, plus commode, de ce dernier groupe. Cette ap-
proche a en particulier permis la construction de réalisations effectives
pour les algébres autodistributives libres [6].
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Théorie des esquisses

et

Theorie des groupes

Pierre Ageron

GRAL, Département de Mathématiques et Mécanique
Université de Caen, 14032 CAEN Cedex (France)

“The categorical approach to universal algebra (.. .) despite its generality (...)
allows consideration of specific problems analogous to those arising in group

theory, ring theory and other parts of classicel algebra.” (F.W. Lawuere, [3]).

Les succes remportés par la méthode des esquisses d’Ehresmann (ou
par celle des théories algébriques de Lawvere, qui en constitue un cas trés par-
ticulier) peuvent s’expliquer par la double apparence de ces étres mathémati-
ques : ainsi, une esquisse E est tout & la fois un objet syntazigue (une
axiomatique pour un “type” de structures) et un objet algébrique (dans la
catégorie des esquisses). De méme, un modéle de E est tout & la fois un
objet sémantique (interprétation ensembliste de E) et un objet géoméirique
(donnée d’ensembles sur lesquels E opére).

Ainsi, il est souvent utile de penser & une esquisse comme & un groupe
généralisé. D’ailleurs un groupe G s’identifie & une esquisse trés particuliére,
dont les modeéles sont exactement les G-ensembles.

En vertu d’une sorte de principe de complétude logique effectif, tout
phénomene mathématique (propriété ou construction portant sur des catégo-
ries de modeles) devrait pouvoir s’expliquer par une propriété ou construction
portant sur les esquisses correspondantes. Un programme aussi ambitieux,
qui-est 3 la théorie des esquisses ce que le programme d’Erlangen fut & la
théorie des groupes, demande que la classification et 'algébre des esquisses
solent davantage développées.

La méthode préconisée par Lawvere & cette fin (voir citation en exergue)
reste d’actualité : elle consiste & travailler par analogie (en fait généralisation)
avec les structures algébriques classiques, comme les groupes. Le travail de
M. Mathieu sur les extensions de théories, présenté dans ce volume, est une ex-
cellente illustration de ce point de vue. Nous nous proposons ici d’en indiguer
une autre.



On sait que pour les groupes, on dispose d’une notion de complétude
algébrique, qui est la suivante :

Définition.- Un groupe G est complet si et seulement si le morphisme de
groupes 8 : G — Aut(G), a— (z +— aza™!) est sectionnable.

(Cette propriété signifie done que tout automorphisme de G est intérieur, et
cect de facon homomorphe. Classiquement, on exige méme que 9 soit un
isomorphisme ; cette propriété plus forte ne nous intéressera pas ici.)

Est-il possible d’adapter cette définition au cas d’une esquisse ? Telle
quelle, elle parait vraiment spécifique & la structure de groupe : meéme la
généralisation & un monoide n’est pas claire. Cependant, il est possible de for-
muler autrement la complétude d’un groupe, grice 4 la notion d’holomorphe.
Rappelons que si G est un groupe, on appelle holomorphe de G et on note
Hol(G) le produit semi-direct G > Aut(G). I est facile d’établir le résultat

suivant :

Proposition.- Un groupe G est complet si et seulement si le morphisme de
groupes h : G —» Hol(G), a+— (a,idg) est rétractable.

Il nous reste donc & définir une notion judicieuse d’holomorphe d’une esquisse.

Or cette construction existe depuis plus de vingt ans ! Il est vrai que
son auteur, C. Lair, utilisait une toute autre terminologie (voir [2]). Comme
dans le cas des groupes, Lair effectue le produit semi-direct de E par un cer-
tain groupe I'(E) (il s’agit en fait d’un produit croisé au sens d’Ehresmann).
Mais plutdét que de prendre pour T'(E) le groupe des automorphismes de E,
il considére, ce qui est beaucoup plus intéressant, un groupe plus vaste, celui
des semi-automorphismes de E. De quoi s’agit-il ? Par définition, un auto-
morphisme de E doit (entre autres conditions) préserver et refléter chaque
cone 7 (projectif ou inductif) que 'on a distingué dans E. Mais un semi-
automorphisme n’y est contraint qu’a un automorphisme de lindexation de
v pres. A titre d’exemple, considérons Vesquisse des magmas commutatifs
représentée sur la figure 1; elle admet deux semi-automorphismes : 'identité
bien: sfir, et ’automorphisme A du graphe compositif sous-jacent qui échange
P1 et p2. Notons que tout semi-automorphisme de E induit un automorphisme
de la catégorie Mod( E) , que I'on peut appeler un partenariat sur Mod( E)
(dans le cas ot il est d’ordre 2, on dira plutét une dualité).
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Définition.- Soit E une esquisse. L’holomorphe de E est 'esquisse Hol(E)

ainsi construite : .

a) les objets de Hol(E) sont ceux de E ;

b) une fleche de E vers E' dans Hol(E) est un couple (e, 4) oli A est un
semi-automorphisme de E et e est une fléche de A(E) vers E' dans E ;

c) lidentité d’un objet E dans Hol(E) est la fleche (idg, idg) ;

d) deux fléches (e', A') et (e, A) sont composables dans Hol(E) si et seulement
si e’ et A'(e) le sont dans E , on pose alors
(e',A') o (e, A) = (e' 0 A'(e), A' o A);

e) les cones projectifs et inductifs distingués dans Hol(E) sont les images par
le morphisme h : e — (e,idg) de ceux qui sont distingués dans E .

On peut dire qu'un modele de Hol(E) est un modele de E mis en
partenariat avec lui- méme, et ceci de toutes les fagons syntaxiquement pos-
sibles. Par exemple, si E est 'esquisse des magmas, un modéle de Hol(E)
s’identifie 3 un magma muni d’un antiautomorphisme involutif. Autre exem-
ple : considérons & nouveau I’esquisse des magmas commutatifs, représentée
sur la figure 1. Son esquisse holomorphe est représentée sur la figure 2 ; on
note ici un phénomene particulier, dont Pexplication sémantique est claire :
Pexistence d’un morphisme d’esquisses f:Hol(E) — E tel que foh = idg (il
suffit en effet de poser f(iy) =1, f(i) =1, f(p1) = p2, f(Ph) = p1, F(K') =k
et enfin f(t') = i) . Dans une telle situation, je propose de dire que E est
holomorphiquement compléte ; en fait, la “bonne” définition est la suivante :

£ 2

A ) == V7
EQmQQ QQ,

E
W 6‘2
f'z

frov = b olisic Goli=in ot + plef - g
fz:f: : tz Pioly = iiop, =f'!1 {’Y_OE = fago‘:’ = f
Prote = lop = ph f’,,o"l:‘ = pyot < py

decex Proil = diopy=p,  pot' = piobt= p
[dans ces ’ewcam—e P;_ © (:'z = [_“of"‘ H P'L ﬂio& = k'oé": L
esquises ) Boiy = ilok = &' hot' = Aok - B’

ki (A, '
T_)KUJ("O 7? ﬁ ‘fzef" & o L',_ = L-iok', A
K Y% B

1&3 1 ?‘;‘}'2
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Définition.- Soient E uneesquisseet i : E — Th(E) le morphisme canonique
de E vers la théorie (ou type) qu’elle engendre librement. On dit que E
est holomorphiquement compléte si et seulement si il existe un morphisme
f : Hol(E) — E tel que foh = i (ol h désigne toujours le morphisme
canonique de E vers Hol(E)) .

On peut alors appeler hauteur de E le plus petit ordinal « (s'il existe)
tel que 'esquisse Hol®(E) (définie par une récurrence transfinie évidente) soit
holomorphiquement compléte. Le groupe dialectique de E, noté A(E), est la
réunion croissante des I'(Hol®(E)) pour a < hauteur (E). Ce groupe apporte
une information fine sur les symétries et dissymétries cachées de E, alors que le
groupe I'(E) ne rend compte que des symétries apparentes. En particulier, les
esquisses holomorphiquement complétes sont exactement celles dont le groupe
dialectique est trivial.

Citons pour finir les résultats de quelques calculs effectués dans [1] :

o si £ est I'esquisse des magmas autodistributifs & gauche, ou bien celle des
magmas commutatifs, ou bien celle des groupes, alors A(E) = {*} ;

¢ si E est I'esquisse des magmas associatifs, alors A(E) & Z/,7 ;

o si E est I'esquisse des magmas, alors A(E) = (Z/22)%;

e si E est I'esquisse des catégories cartésiennes et cocartésiennes, alors
A(E) 22 D4 (groupe diédral d’ordre 8).
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Esquisses et calcul

Dominique DUVAL * Jean-Claude REYNAUD f

Journées “Categomes Algebres, Esqulsses et Néo-esquisses’
CAEN, 27-30 septembre 1994,

Introduction

Cet exposé présente rapidement, & un public connaissant déja la théorie des catégories
et des esquisses, une partie des articles [Duval et Reynaud]. Nous souhaitons mettre
Vaccent sur I'intérét que présente cette théorie pour linformatique, plutét que sur les
détails techniques (qui, pour notre public, sont “classiques”).

Tout ce travail a été effectué en collaboration avec Christian LAIR.

Notre but est de fournir des définitions, des énoncés et des preuves simples et rigoureux
pour des notions informatiques courantes, comme les notions de type, programme, valeur,
€valuation, et ceci dans un cadre plus général que celui qui est habituel en spécification
algébrique.

Nous utilisons dans ce but la théorie des esquisses. Pour définir un type nous intro-
duisons la notion d’équiv-esquisse. Pour traduire les notions de programme et de valeur
nous construisons la catégorie d’évaluation et la catégorie de substitution d’une équiv-
esquisse. Enfin, la description de I’évaluation nous ameéne a définir les équiv-esquisses
quasi-projectives.

1  “Types” et équiv-esquisses

~Un “type” informatique correspond souvent & un ensemble : on dispose en Pascal du type
integer, qui correspond & l’ensemble 7, des entiers relatifs, en Aziom de types plus sophis-
tiqués comme Matrix (Polynomial(Integer)), qui correspond i ’ensemble des matrices
dont les coefficients sont des polyndémes & coefficients dans Z. Un “type” informatique
peut aussi, méme si c’est plus rare, correspondre & toute une famille d’ensembles : en Az-
tomn, on peut construire un “type” correspondant aQ(a) ot @ est I’ensemble des nombres
rationnels et o désigne n’importe quel nombre complexe (voir [Gomez Diaz] pour de telles
constructions). ‘

*LACO, 123 Avenue Albert Thomas, 87060 LIMOGES cedex. Avec le support du PRC/GDR
mathématiques-informatique et du Projet Esprit 6846 - POSSO.

'LGI-IMAG-CNRS, B.P.53, 38041 GRENOBLE cedex 9. Avec le support du PRC/GDR
programmation.
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La notion informatique de “type” peut étre traduite par celle d’esquisse. A toute
esquisse correspondent ses modéles ensemblistes, parmi lesquels on peut parfois distinguer
un modele particulier : le modéle initial de 'esquisse. En fait, d’une part nous nous
limitons aux esquisses a cones distingués discrets et finis, et d’autre part nous assouplissons
la notion d’équation dans esquisse.

Définitions. Une équiv-esquisse (¢ cones distingués discrets et finis) S/ est formée :
~— d’'un graphe S (objets et fleches) avec identités (une fleche ids pour tout objet .5).
— d’un ensemble P de cdnes projeciifs distingués de base discréte et finie.
— d’un ensemble T de cénes inductifs distingués de base discréte et finie.
— de relations de composition notées f ~ g ol f et g sont deux chemins dans le graphe
de méme source et méme but.

Le sommet d’un cone projectif distingué de base vide est noté 1.

En ouabliant Z, on obtient une autre équiv-esquisse, appelée 1’ équiv-esquisse projective
sous-jacente @ S/ et notée /S/.

Un modele (ensembliste) d’une équiv-esquisse S/ est un foncteur du graphe S dans
la catégorie des ensembles, qui envoie chaque cone de P sur un produit, chaque cone de
7 sur une somme, et chaque relation de composition sur une égalité entre applications.

Esquisses et équiv-esquisses. En remplagant toute relation de composition f ~ ¢
par une équation f = g, on obtient une esquisse. Les modeles de I’équiv-esquisse sont
les mémes que ceux de Pesquisse qui lui est ainsi associée. Aux sections suivantes nous
verrons l'intérét de la notion d’équiv-esquisse par rapport a celle d’esquisse.

Modeéle initial. Une esquisse n’a généralement pas de modéle initial. Cependant une
esquisse projective (pour laquelle 7 est vide) a toujours un modéle initial, et une es-
quisse dont tous les cones inductifs distingués sont discrets et finis a toujours une famille
localement initiale de modéles, voir [Diers, Guitart et Lair].

Exemple. On peut construire une équiv-esquisse JK dont les modéles sont les corps,
de sorte que les modeles de I’équiv-esquisse /K/ soient les anneaux commutatifs unitaires
(voir [Duval et Reynaud]). Le modéle initial de /K/ est 'anneau 7Z, la famille localement
initiale de modeles de JK/ est formée des corps premiers : @ et les corps finis F, pour p
premier.

2 “Programmes” et catégorie d’évaluation

Nous nous limitons ici & des programmes bien particuliers : les programmes “fonctionnels”
avec pour unique “structure de controle” des “si...alors. .. sinon...”, éventuellement
emboités.
Par exemple, sur un corps, on peut considérer le programme :
512 =0 alors 0 sinon 1/2.
Etant donnée une équiv-esquisse [/S/, la notion de “programme” (sur [S/) peut étre
traduite par celle d’ezpression.
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De méme que nous avons généralisé la notion d’esquisse en équiv-esquisse, nous gé-
néralisons la notion de catégorie en équiv-catégorie : il y a entre les fleches d’une équiv-
catégorie une relation d’équivalence qui remplace ’habituelle égalité. Une équiv-catégorie
est dite distributive si la fleche “canonique” : (S x T1) + (S x T3) — S x (T1 +T3) admet
toujours un “équiv-1nverse”.

Définitions. La catégorie d’évaluation de S/, notée Eval(JS[), est ’équiv-catégorie
a produits et sommes, distributive, engendrée par JS/. Une ezpression de [S/ est une
fleche de source T dans Eval(fS]).

Remarcue. Pour une preuve de I'existence et de 'unicité de la catégorie d’évaluation
voir [Ehresmann, Coppey et Lair].

Théoréme. Les expressions définissent (en quotientant par la relation d’équivalence)
un modéle de /S/, qui n'est généralement pas un modéle de [S/.

Exemple. Les expressions de fK/ forment un anneau (on peut les ajouter ou les mul-
tiplier), mais pas un corps (on ne peut pas les diviser, car on ne peut pas savoir si une
expression est nulle ou non).

3 ‘“Waleurs” et catégorie de substitution

Qu’est-ce que la “valeur” d’un programme donné 7 Par exemple, nous avons considéré le
programme :
st 2 =0 alors 0 sinon 1/2.
Sur un corps de caractéristique 0, sa valeur est 1/2. Sur un corps de caractéristique 2,
c’est 0.
Etant donnée une équiv-esquisse /S, et une expression € de JS/, une “valeur” de ¢
est un terme de S/ qui est équivalent a €. '

Définitions. La catégorie de substitution de [JS/, notée Subst([S[), est Véquiv-caté-
gorie engendrée par /S/. Un terme de [/S/ est une fléche de source 1 dans Eval(/S/).

Remarques. Pour une preuve de I'existence et de 'unicité de la catégorie de substitu-
tion voir [Ehresmann, Coppey et Lair].

De plus, tout terme peut étre considéré comme une expression particuliére, ce qui
permet de parler d’équivalence entre un terme et une expression.

Théoréme. Les termes définissent (en quotientant par la relation d’équivalence) un
modéle de [S/, qui est initial, et qui n’est généralement pas un modéle de [/S/.

Exemple. Les termes de fK/ définissent 'anneau ZZ.
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4 “Evaluation” et équiv-esquisses quasi-projectives

Définition. Etant donnée une équiv-esquisse /S/ et une expression € de [S/, évaluer
€ c’est calculer un terme de S/ qui est équivalent a ¢.

Remarques. Une expression peut donc avoir plusieurs valeurs. En fait, dans 1’idée
“habituelle” d’évaluation figurent deux phases : élimination des structures de contrdle,
et simplification des termes. Notre définition s’attache & traduire la premiere phase, et
a montrer que ’on peut effectuer la seconde phase dans une équiv-esquisse projective,
c’est-a-dire dans un cadre purement “équationnel”.

Il n’est pas toujours possible d’évaluer une expression donnée : par exemple, le pro-
gramme :

512 =10 alors 0 sinon 1/2

n’a pas de valeur dans l'équiv-esquisse des corps (de caractéristique quelconque). Clest
pourquoi :
— D’une part nous définissons les équiv-esquisses quasi-projectives, sur lesquelles toute
expression a une valeur, et nous décrivons sur ces équiv-esquisses le processus d’évaluation
stalique.
— D’aufre part, nous définissons la valeur dynamique d’'une expression d’une équiv-
esquisse non quasi-projective. Toute expression a une valeur dynamique, et le processus
d’évaluation statique se généralise en un processus d’évaluation dynamique.

4.1 Evaluation statique

Définition. Une équiv-esquisse S/ est quasi-projective si ses termes en forment un
modele.
Cela revient a dire que le foncteur Hom (1, —) commute aux sommes.

Proposition. Toute équiv-esquisse projective est quasi-projective, et toute équiv-esquis-
se quasi-projective admet un modéle initial.

Les deux réciproques sont fausses :
— La premiére réciproque est “trés” fausse : Les corps de caractéristique fixée forment les
modeles d’'une équiv-esquisse quasi-projective, mais d’aucune équiv-esquisse projective.
— La seconde réciproque est “peu” fausse : Si une équiv-esquisse a un modele initial,
alors on peut enrichir pour obtenir une équiv-esquisse quasi-projective, sans modifier les
modeles. Ce résultat est, en fait, une conséquence de ’évaluation dynamique.

Le modele initial d’une équiv-esquisse quasi-projective est le modele des termes, qui
coincide alors avec le modele des expressions. Donc toute expression est équivalente & un
terme, autrement dit tout “programme” a une “valeur”.

L’évaluation statique décrit précisément comment, & partir d’une expression, cons-
truire un terme équivalent. Essentiellement, on montre comment enlever un a un les

“si...alors...sinon...”, et on prouve que cela suffit.
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4.2 Evaluation dynamique

Dans une équiv-esquisse non quasi-projective, une expression n’a généralement pas de
valeur. Mais elle a toujours une valeur dynamique, au sens suivant :

Définitions. Un scindage d’une équiv-esquisse fS/ est un ensemble {¥; : [S/ —
IS; [ }ser d’enrichissements de JS/ qui induit une partition des modéles de /S/ : tout
modele de /S/ est modéle d’une unique J/S;/, et tout modele d’une /S, / est modéle de
/S/. |
Une valeur dynamique d’une expression € de /S est un scindage de S/ accompagné
d’une valeur de ¢ dans //S;/ pour chaque j.

Le processus d’évaluation dynamique généralise le processus d’évaluation statique :
essentiellement, lorsqu’on ne peut pas enlever un “si... alors...sinon...”, parce qu’on ne
salt pas répondre a la question suivant le “si”, on effectue un scindage “élémentaire”
de Déquiv-esquisse : c’est un scindage & deux branches, on enrichit 'esquisse d’un coté
en ajoutant que la réponse a cette question est oui, et de Pautre c6té en ajoutant que la
réponse est non. La composition de ces scindages élémentaires fournit le scindage cherché.

Un point trés important est de reconnaitre, parmi les équiv-esquisses qui apparaissent
dans les scindages, celles qui sont incohérentes. On peut alors les oublier, évitant ainsi

une explosion de la taille du scindage.

Exemples. Sur Péquiv-esquisse JK/, le programme

st 2 =0 alors 0 sinon 1/2
a pour valeur dynamique :

0 sur les corps de caractéristique 2, 1/2 sur les autres
ce qui est juste mais sans grand intérét.

Cependant ’évaluation dynamique retourne souvent des résultats intéressants. Par
exemple, elle peut servir a résoudre des systémes polynomiaux (voir [Gomez Diaz]). Con-
sidérons une esquisse des corps de caractéristique 0, et ajoutons-lui quatre “constantes”
(ou “parametres”) a,b,c,d. Les enrichissements dans les scindages correspondent & des
“contraintes” sur les paramétres. Pour reconnaitre facilement les équiv-esquisses in-
cohérentes, on peut décider de mettre systématiquement ces contraintes sous forme “tri-
angulaire”. Considérons l’expression :

stat+tbtc+d=0cetab+bct+cd+da=10
et abe + bed + cda + dab = 0 et abed = 1 alors 1 sinon 0.
Par évaluation dynamique, on obtient un scindage dans lequel une seule équiv-esquisse
correspond a la valeur 1 : c’est ’enrichissement de 1’équiv-esquisse initiale par les con-
traintes a # 0, b* = 1/d*, ¢ = —a, d = —b.
Autrement dit, on a résolu le systeme :

a+b+et+d=ab+bc+cd+ (ld = abc + bed + cda + dab = abed -1 =0

sous la forme : )
a# 0,0 ==, ¢c=—a,d=-b.

?
a?
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Camzﬁusiﬁn

La théorie des esquisses fournit un cadre simple et rigoureux pour traiter de notions in-
formatiques “habituelles”. Nous venons de le voir pour les notions de type, programme,
valeur, évaluation. Cependant nous avons utilisé ces notions dans un sens relativement
restreint (types “élémentaires”, programmes “fonctionnels”, évaluation “par réécriture”).
Est-il possible d’élargir ce point de vue ? La réponse est positive pour les “types com-
posés”, voir [Duval et Sénéchaud, Sénéchaud]. Pour les programmes et ’évaluation, le
travail est en cours.
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Une application des esquisses : la paramétrisation

Pascale Sénéchaud

LACO
123 Avenue Albert Thomas
87060 Limoges cedex

Introduction

En Calcul Formel il est fréquent de manipuler des structures paramétrées. Le probléme gue Pon se pose
est d’englober dans un formalisme unique diverses formes de paramétrisation, en définissant et en étudiant
ce que peut étre une paramétrisation “générale”.

La présentation faite ici sera succinte, pour plus de détails voir [Duval & Sénéchaud 94] et [Sénéchaud 94).
Nous donnerons une définition de la notion de paramétrisation : ce sera un foncteur entre deux catégories
d’une méme forme partculiére. Puis, nous proposerons une méthode de construction d’un tel foncteur.
Cette définition et cette construction correspondent & ce que I’on entend par paramétrisation en Calcul
Formel : nous en verrons quelques exemples.

Un autre point de vue sur la question est développé dans [Gray87].

Nous ne rappellerons pas ici les notions utilisées autour des esquisses. Les principales définitions et
propriéiés se trouvent dans [Coppey & Lair 84], [Coppey & Lair 88] et [Duval & Reynaud 94-1]. On note
E£5Q la catégorie des (équiv-)esquisses petites.

Nous ne décrirons pas entiérement les esquisses intervenant dans les exemples : nous nous restrein-
drons 4 ce qui nous semble essentiel pour les comprendre.

Une premiére partie sera consacrée a la définition générale et au procédé de construction. Une
deuxiéme partie sera constituée d'exemples d’applications de cette construction.

1 Définition et construction

Soient G un graphe orienté et ¢ : G — £SQ un morphisme de graphe.
e Considérons ’ensemble des couples (¢, { ) ol ¢ : G — £8Q est un morphisme de graphe et ot £ :
¢ =% 1) est une transformation naturelle.
o Soient (¢1,71) et (12,2) deux éléments de cet ensemble. On considére qu’une transformation
naturelle, {12 : 1 => g, telle que ;5 01; = &5, est une fleche de (¥1,%,) vers (2, 13).
e On construit ainsi une catégorie que on note ¢/£SQ.

Soit alors la définition suivante :

Définition 1 Soient ¢ : G — £8Q et ¢' : G’ — £8SQ deuxr morphismes de graphe. Une paraméirisation
de base ¢ et de cobase ¢' est un foncteur P : ¢/£SQ — ¢'/ESQ qui commute auz colimites.

On introduit les notations suivantes :

e Soit G un graphe avec un unique sommet et sans aréte et soit ¢ : G — £5Q un morphisme de
graphe. Notons &£ l'esquisse image par ¢ du sommet de G. La catégorie (b/SS ©Q n’est alors rien
d’autre que la catégorie notée £/£SQ suivante :

— les objets sont les morphismes d’esquisses de source £.
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— les fléches sont les £-morphismes avec la définition suivante :
si g1 1 & — Fi et 59 1 £ — Fy sont deux morphismes d’esquisses, un E-morphisme de s; vers
s9 est un morphisme d’esquisses F' : Fy ~— Fy tel que : Fl.s; = s3.

o Soient ¢ : G — £8Q et ¢’ . G' — £8Q deux morphismes de graphes et notons, si j et ¢ sont des
sommets respectifs de G et G/, 4; = ¢(J), & = ¢'(4).

Donncns maintenant un processus de construction d’un tel foncteur.
s Premiére étape

Nous allons construire une famille de paramétrisations (foncteurs qui commutent aux colimites) P;
: p/E8Q — £, /ESQ pour chaque sommet i de G'.
Soit 4 la colimite du foncteur ¢ et coprojg; : A; — A, la coprojection associée. Considérons tout
d’abord le foncteur, qui commute aux cohmltes Colim : ¢/£8Q — A/ESQ, qui a l'objet (¥, t)
associe le morphisme ¢ : A — B, colimite des #; {(donnés par la transformation naturelle t, indexés
par les sommets de G). L'image d’une fleche de ¢/E£SQ est obtenue de méme.
Soit ¢; : A — & un morphisme d’esquisse. Construisons, par somme amalgamée, un foncteur
commutant aux colimites, @; : A/ESQ — &/ESQ de la maniére suivante :
A chaque morphisme s : A — B on associe #; : & — F; donné par la construction de la somme
amalgamée de B avec & au-dessus de A) et & chaque A-morphisme de s vers s’ on associe 'unique
morphisme obtenu grace A la propriété universelle de la somme amalgamée.
Posons P; = QjoColim. 1l sagit bien d'un foncteur ¢/E£SQ — &£/ESQ, qui commute aux colimites
par composition.

& Deuxiéme étape
Nous venons de construire une famille de foncteurs P; : ¢/£SQ — &/£SQ commutant aux colimites
pour chaque & = ¢'(7) (i sommet de G').
Remarquons que la catégorie ¢//£SQ est la catégorie lax-limite (indexée par le graphe G'°F dual
de (') des catégories &/ESQ ([Gray69],[Street 72]). Pour tout sommet i de G’ posons & = ¢/(i)
et notons proj; : ¢'/E£SQ — & [/ESQ la i-eme projection.
La famille des foncteurs P; : ¢/£SQ — &;/E£SQ définit un lax-cone projectif. On peut prendre
Vunique foncteur P : ¢/ESQ — ¢'/ESQ vérifiant proj; o P = P;.
Le foncteur P commute aux colimites par construction, il s’agit bien d’une paramétrisation de base
¢ et de cobase ¢'.

Nous allons voir dans ce qui suit comment on peut lier le formalisme que I'on vient de décrire avec
des exemples illustrant la notion de paramétrisation telle que I’on peut I'employer en Calcul Formel.

Avant d’étudier la paramétrisation proprement dite, nous allons introduire les esquisses dont nous
aurons besoin par la suite. Afin d’alléger les descriptions graphiques, nous remplacerons certaines parties
du graphe par des “boltes” correspondant & des esquisses déja décrites.

2 Quelques esquisses

e Une esquisse décrivant les monoides abéliens : Mon. On peut la décrire par le graphe
suivant :
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&——% h
P

ot 'on distingue les trois cones projectifs :

Mo M, . M,
N G
My My My M, My

(le premier étant le cone projectif de base vide et de sommet Mg) et auquel on ajoute les relations
de composition nécessaires a la description des propriétés de monoide.

» Une esquisse décrivant les groupes abéliens : Grp : une telle esquisse peut &tre obtenue a
Paide de Mon : il suffit d’ajouter une fléche m : M; — M, et certaines relations de composition de
sorte que si M est un modéle de Grp, M(m) soit P'opération qui & tout élément du groupe associe
son opposé.

¢ Une esquisse décrivant les anneaux unitaires : 4nn : on ajoute a Pesquisse Grp, décrivant les
groupes abéliens, les fléches u et prod et certaines relations de composition concernant ces nouvelles
fleches et permettant de décrire les propriétés de la multiplication dans les anneaux. On obtient

schématiquement le graphe :

U

AN

Kg...Ki...Ky gT‘P

|
\_/

prod

¢ Une esquisse décrivant les corps : Cps : on peut facilement construire les corps & partir des
anneaux : un corps est un anneau oll 1 # 0 et ol tout élément non nul est inversible. L’esquisse
Cps est essentiellement constituée de Ann & laquelle on ajoute le sommet K7, les fleches inv et ¢
de ce nouveau sommet vers K; et le cdne inductif distingué de fléches 7 et z de sommet Ky et de
base K} , Ko. '

@ Une esquisse décrivant les modules : Mod : construisons-la & partir des esquisses .Ann et
Grp décrivant respectivement les anneaux et les groupes. Le graphe sous-jacent & AMod peut se
schématiser par :
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| K. .. Ann

—

“Ki x Gi”

\

» Une esquisse décrivant les espaces vectoriels : Vect : pour obtenir la structure d’espace
vectoriel lorsque 'on a déji construit la structure de module, il suffit d’y remplacer la structure
d’anneau sous-jacent par celle de corps. C’est ce que ’on fait au niveau des esquisses : on reprend
le schéma précédent en remplagant Ann par Cps.

e Gy L Grp

e Une esquisse décrivant les espaces vectoriels “tensorisés” relativement & deux espaces
vectoriels : Tns.

On dira que E espace vectoriel sur un corps K est tensorisé relativement 3 deux espaces vectoriels
F et & sur le méme corps K si il existe une application & : G x F — E bilindaire.

Soit Tns I’esquisse schématisée par

.1{1... CpS

\

1(1 X Ei I{l X E]_ 1{1 X Ei’

L./
_/

G

LEL Grp Y Grp LEY L Grp

b .

/

(CE; X Elil”

Pour construire cette esquissse on a considéré trois exemplaires de Vect, décrivant trois espaces
vectoriels sur un méme corps et on les a recollés au-dessus de la sous-esquisse correspondant a
la description du corps de base. Puis on leur a ajouté le cone projectif distingué de base Ej et
E{ et une fleche b : “E{ x E{”— E;. Cette esquisse décrit le produit “tensorisé” relativement
& deux espaces vectoriels. Soit M un modéle de Tns, on a traduit le fait que M(E;) est muni
d’une structure d’espace vectoriel sur M(K,). Pour traduire le fait que M(E;) est “tensorisé”
relativement & M(E7) et M(EY) (i.e qu'il contient une image de M(E}) @ M(EY)), il suffit de
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traduire le fait que la fleche M(8) : M(E{) x M(E{} — M(E;) est bilinéaire. Ceci s’obtient en
introduisant des “produits” tels que K; x E{ x EY et des ficches dans ’esquisse 7 ns ainsi qu’un
certain nombre de relations de composition. Nous ne Pexpliciterons pas ici.

3 Quelques exemples : du plus simple au plus compliqué

Nous allons maintenant utiliser les esquisses du paragraphe précédent dans les différents cas suivants :

3.1 Cas ol les graphes G et G' ne contiennent respectivement qu’un sommet
et n’ont aucune aréte

Soit A4 et £ deux esquisses, une paramétrisation est dans ce cas un foncteur de A/E8Q vers £/ESQ qui
commute aux colimites (cf paragraphe 1).

Les catégories A/ESQ correspondent en fait & la notion de “paramétres” : 1’ esquisse .4 peut décrire
syntaxiquement une structure, les objets de la catégorie A/ESQ , c’est-a-dire les morphismes 5 : A — B
sont un moyen de considérer des “exemples de A”. En fait, d’aprés [Duval & Sénéchand 94]; il faut
interpréter un morphisme s : A — B comme un “modéle” de A : intuitivement c’est le plus petit modéle
de A vérifiant les contraintes décrites par B, lorsqu’il existe.

Les différentes étapes de la construction donnée dans le paragraphe précédent se simplifient. La
premiére étape fournit un foncteur commutant aux limites de A/E£8Q vers £/£8Q, la deuxiéme étape
est donc supprimée. Dans la premiére étape la phase de construction des colimites est supprimée, il ne
reste que la partie concernant la somme amalgamée qui donne directement le foncteur cherché.

e Un premier exemple : soit le morphisme p : Ann — Mod, inclusion canonique de Ann dans Mod.

On considére le morphisme d’inclusion 55 : Ann -» Cps. La somme amalgamée de Mod avec Cps
au-dessus de .Ann fournit une esquisse analogue & Mod mais qui contient “Cps” & la place de Ann :
il s’agit de P'esquisse Vect.

Les modules sont considérés comme paramétrés par les anneaux.

On peut remarquer que Yon traite icl un exemple ol des esquisses n’ont pas de modéle initial.

e Un deuxiéme exemple : on peut, par le formalisme précédent, décrire la paramétrisation d’une
esquisse par une fleche d’une autre esquisse. Pour cela on considére une esquisse & avec un objet S
et ayant au moins un cone distingué de base vide et de sommet Sp. On enrichit cette esquisse d’une
fleche f: Sp — Si1. Soit Sf esquisse obtenue. Pour décrire la paramétrisation d’une esquisse £ par
f et S on prendra un foncteur (commutant aux colimites) de Sf/£SQ vers £/£5Q. On peut, par
exemple, parler ainsi des polynémes de degré n et faire varier uniquement n. Pour des exemples
plus concrets voir [Sénéchaud 94]

3.2 Cas ou G est quelconque et ot ' a un seul sommet et aucune aréte

Les paramétrisations considérées correspondent au cas ol les paramétres sont dépendants, le graphe G
décrit ces dépendances. Soit 'exemple :

Considérons Pesquisse 7ns décrivant les espaces vectoriels tensorisés donnée précédemment. On prend
pour (7 le graphe 3 trois sommets 1, 2, 3 et & deux fleches ¢’ : 1 — 2 et a” : 1 — 3

et pour ¢ : G — £SQ 'homomorphisme défini par ¢(1) = Cps, #(2) = Vect’, ¢(3) = Vect”, on les
esquisses Vect’ et Vect” sont deux exemplaires de Pesquisse Vect et ol ¢(a’) et ¢(a”) sont les injections
canoniques.

On construit une paramétrisation P : ¢/£SQ — Tns/ESQ, en appliquant (seulement) la premiére
étape. La colimite de ¢ est P’esquisse Cplvect dont les modéles sont les couples d’espaces vectoriels sur
un méme corps. , :

On désigne par p : Cplvect — T ns Vinjection canonique de Cplvect vers T ns.

Considérons P'objet (1,1) de la catégorie ¢/£SQ donné par :
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1. Images par ¢ des sommeis de G :
¥(1) = Cpsg est P'esquisse décrivant les corps de caractéristique 3, (2) = Vect, ¥(3) = Vecty
sont deux exemplaires de ’esquisse obtenue & partir de Vect dans laquelle la sous-esquisse Cps est
remplacée par Cpss.

B

Images par 1 des fleches de G :
¥(a’) : Cpss — Vect§ et (a”) : Cpss — Vecty sont les injections canoniques.

3. La transformation naturelle ¢ est la transformation naturelle pour laquelle ¢] : Cps — Cpsa, 1y :
Vect! — Vecty et 3 : Vect” — Vect! sont les injections canoniques.

Déterminons P({3,1)). On construit la colimite de ¢ : c’est I'esquisse Cplvects qui décrit les couples
d’espaces vectoriels sur un méme corps de caractéristique 3. L’esquisse T ens3, somme amalgamée de T ens
avec Cplvects au-dessus de Cplvect, décrit les espaces vectoriels tensorisés relativement 3 deux espaces
vectoriels sur un corps de caractéristique 3, et P((¢,7)) : Tens — Tenss est V'inclusion canonique.

4 Conclusion

Nous sommes partis d’une définition générale de la notion de paramétrisation et nous avons vu comment
cette notion peut en fait traduire et englober plusieurs formes de paramétrisation utiles en Calcul Formel.
La théorie des esquisses offre un formalisme syntaxique qui devrait permettre de définir proprement
d’autres notions utiles aux concepteurs de langages de Calcul Formel.
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LE DIAGRAMME LOCALEMENT LIBRE
COMME UNE COMPLETION INDUCTIVE D’UN
SYSTEME DE CHOIX

Matthias Gerner* René Guitart!

Journées Catégories, Algebres, Esquisses, Néo-Esquisses - Caen (France)
27-30 Septembre 1994

Abstract

La notion de diagramme localement libre, introduite par Guitart et Lair, est une généralisation de celle
de structure libre. L’existence de ces diagrammes localement libres' pour les foncteurs esquissables a
été établie par Guitart et Lair ; la preuve est basée sur une construction transfinie par saturation.
11 y a donc un principe itératif, mais & chaque étape la construction n’est pas effective. Pour cette
raison la thése de Gerner contient une autre démonstration qui est effective mais valable seulement
pour les esquisses dont les cones projectifs sont & bases finies. L’article présent fournit une nouvelle
construction du diagramme localement libre qui sépare bien davantage la partie effective de la partie
non-effective du processus (de nouveau les cénes projectifs doivent étre 3 bases finies). Cette nouvelle
construction représente une amélioration notable a ’égard de ({2], [3]).

1 Introduction

Définition 1 : Soient 4 une catégorie, B une catégorie compléte et co-compléte et U : A — B un
foncteur. Le foncteur U admet des Diagrammes Localement Libres (D.L.L.) si et seulement si pour
tout B € B ily a une petite catégorie DiLy (B) € ObCat, un foncteur DE : DILy(B) — A et un
cone projectif dff = (B —+ DE(C))cepmy(p) tels que pour tout A € 4 :

Homp(B, UA) = CE%‘;‘] 5, Homs( DE(0), 4.

Comme mentionné ci-dessus, Guitart et Lair [4] ont établi ’existence des D.L.L. pour les foncteurs

esquissables U, en particulier pour U le foncteur-inclusion plein et fidéle de A = Mod[S] dans B = Set<,
avec S = ((, I, JP) une esquisse mixte dont les ensembles de cOnes inductifs et projectifs sont notés par

-1 )

I
o I'={I=(Uf RitR UT)yegr tel que JT est une petite catégorie }

P
o P={P=(VF Px, VE)kexr tel que KF est une petite catégorie }.

*Université Paris 7 Denis Diderot, e-mail address : gerner@mathp?7.jussien.fr
{Université Paris 7 Denis Diderot, Mathématiques 3° Cycle, Couloir 45-55 5° étage, 2 Place Jussieu, 75005 Paris
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Dans la section 2 nous donnons une nouvelle preuve d’existence des D.L.L. (de nouveau pour un foncteur
esquissable U et avec la restriction que les bases projectives doivent étre finies) qui seront encore plus
facilement rnanipulables que les précédents parce que, dans les D.L.L. construits en suivant cette preuve,
se trouve mieux séparé . ce qui est effectif de ce qui ne ’est pas. Puisque la nouvelle preuve coincide en
grande partie avec celle de Gerner, nous allons souvent nous reporter, dans la section 2, & ([2], [3n.

2 Une nouvelle preuve d’existence constructive des D.L.L.

2.1 Motivation

Si le foncteur (C Z, Set) € Set< n’est pas un modele (i.e. n’est pas dans M 0d[S]), nous pouvons
trouver trois raisons principales pour lesquelles T" ne ’est pas (les deux premiers concernent les limites
inductives, le troisiéme se référe aux limites projectives).

Erreur 1 Il est possible que pour un céne inductif de S 'image de son sommet par T' ne soit pas

I
complétement atteinte par la base, i.e. qu’il existe I = (U7 2, UI)JelI € I tel que 1—il}ilfl’(U Y #£

T(UT) parce que U T(WUHcTUY).
Jel’ #
Erreur 2 Il est possible pour un céne inductif de S que dans 'image de son sommet par 7' deux points
de la base sment identifiés sans qu’il y ait un zig-zag dans la base qui les joigne ; autrement ditily a
un I = (U} 5 U7 Jregr € I tel que 1——+ T(UF) # T(UT) parce qu'il existe J,J' € JT, z; € T(U?)
et 2y € T(UL) avec T(a})(zs) = T(aJ,)(zJ:), mais sans aucune possibilité de combiner (z;, J)

et (zy,J') par un zig-zag.

Frreur 3 Il existe P = (VP VK Jkekr € PP tel que &— lim TWVEY#T(VF)
KeK”

Nous essayons de réparer ces trois types d’erreurs par des ensembles de saturations. Mais comme nous
effectuons toutes ces saturations simultanément, il est possible que le nouveau foncteur contienne les trois
erreurs & nouveau. Pour cela nous devons recommencer la procédure. Si T, est le n'*™¢ foncteur de cette
procédure, nous notons || 7}, par Th et le quotientons par une relation d’équivalence convenable qui

ne -
fournira un modéle Tt /5. Un tel modéle Ty, /» sera ainsi donné par le choix d’une chaine de saturation
infinie convenable et d’une relation d’équivalence. Ces chalnes de saturation infinies terminées avec les
relations d’équivalence convenables fourniront la catégorie sous-jacente du D.L.L de 7.

2.2 La construction point par point du D.L.L.
2.2.1 Les chaines de saturation de base

Soit A : T' ~— M un morphisme de T vers un modéle M de S. Nous allons construire un ensemble
de saturations, et Gerner montre dans [2] qu’il existe des saturations dans cet ensemble qui corrigent
les erreurs 1,2 et 3 et qui suivies de relations d’équivalences convenables transforment 7" en modeles de

Pesquisse S :
Erreur 1 Pour tout cdne inductif I de Pesquisse S nous notons par 77 = T(UF) \ [ U T(aJ)(T(U Nl

I’ensernble des points du sornmet T(U7) qui ne sont pas atteints par des points de la base (TUNreq:-
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Nous pouvons définir la mesure de réparation de Perreur 1 par
AE, T = (M- 087 — P(TT)/A! est une application}.
Erreur 2 Ici nous devons corriger le probléme des “zig-zags manquants” dans la base (T'(U7)) ¢ g1 Sans
nuire & la généralité nous ne considérons que les zig-zags du type suivant :
Jl N J P JII

PR L ()

et seulement le deuxiéme type de zig-zag J' < J Lo présente un probléme de “zig-zags
manguants” comme nous le montrons en [2]. Définissons ensuite
GV’E(J) = {(:c,;:,:z:Ju) € T(U_{:) X T(U}//)/VCE} € T(Uf) : T(‘)’)(J}J) :,é Xy ou T((S)(J?]) # J}]ll}.
Avec ©1(J) := I_E@'M(J ) nous sommes maintenant capables de définir la mesure de réparation de
77

Perreur 2 par

O, T) = {97 : 0bJ} — P(©F)/ 91 est une application avec VJ € J7 : 91(J) € ©7(J)}
o ©f = 151(-)1 ().

Erreur 3 Afin de réparer Uerreur due au fait que T" ne transforme pas les cones projectifs de S en des
limites projectives de Set, nous allons définir pour tout cone projectif P € IP de S :
déf ey P
y(xP, ) o 1L 1(vE)).
&Y P 1)

La mesure globale de la correction des erreurs 1, 2 et 3 est I’ensemble
Ag=T= [1AUS,T e, T (KT, T).
0 II;IE (Z )xtgl Z )XPIG;IP & )
Pour tout élément (A, 9,4) € I nous avons maintenant le foncteur de saturation T = T1(A, 9, ¢) :

HICK'RIF (&) —  Set
0ve —  ObSet

11 I 1
w —  T(W) +II(__:I” JelIHomg(UJ,W) x A (J) (erreurl)

1T I I ,
+ Ilelx JeiIHomg_(UJ, W) x 9°(J) (erreur2)
(VP P
+ PlePlH omg(VE W) x ¢ (erreurd)

FI*C— s FlSet
WEW) (T 0, D)) D T, 8, $)(W)

Ti(e) est défini par morceaux :
T(w) 29 T(wy

Homg (UL, W) x M(J) — Homg(UL,W') x M(J)

Ui s w,az) — (UL LW S W o)
Homg (UL, W) x 91(J) — Homg (UL, W’) x 97(J)
w4 w2 — (UL WS W)
Homg(VE, W) x ¥ —  Homg(VP, W) x 4
(VP 2 w,z) — (VP LW S W o)
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Cependant, comme les différents cénes distingués de 1'esquisse peuvent étre entremélés, il est possible
qu’une saturation anéantisse les effets d’une autre. Pour cela nous allons répéter la procédure de saturation
pour 71. Ainsi nous obtenons ’ensemble

=09, 9) = ILAWLT) x Lo, T < I (kP 1),

et nous pouvons définir A; = * aﬂ) IﬂI‘l(/\,ﬁ,z/)). Maintenant nous pouvons prolonger cette procédure
13 Y¢ E
en une récurrence infinie. Ainsi nous obtenons des foncteurs 73,...,7T, et des ensembles I'y,. R A

Ay = A(T), ..., A = A(T).

2.2.2 La construction du D.L.L.

Nous pouvons poser

déf
A E'{ p:N———»nIe_IWAn(T) }

Pour p € A nous pouvons définir le foncteur de saturation suivant :
et
T(p) =T+ L Tipeya(p(n))-

ot I{p(n)) € IV est tel que p(n) € Ayy(n)).-
Par récurrence nous pouvons définir ensuite des chaines finies de saturation oti chaque membre est défini

sur son seul prédécesseur :
Pour n =1 une telle chaine consiste en un élément p € Ao (T). Supposons ensuite que nous ayons défini

une chaine du type (p1, ..., pn) et un foncteur T'(py, ..., pn) = T(p1)(p2)..-(pn). Pour p € Ao (T(p1, ey pr))

nous pouvons ainsi considérer la chaine (p1, ..., pn, p) et le foncteur T(py, ..., pu, p) = T(p1, ., pn)(p)-
Définissons ensuite

A%y = AL E (o1, oy pa)Vi € {1, 0} < i € Aco(T(p1, s pie1))}

Pour {(p1,...,pn) € AL, pour H € Mod[S], pour g : T(p1, ..., pn) — H et pour C € C nous avons une
relation d’équivalence Rg(c) donnée par :

Va,y € T(p1, ..., n)(C) 1 2 my(c) y & 9(C)(z) = g(C)(y)-

Ainsi nous pouvons définir pour (p1, ..., pa) € A, la classe suivante :

S = 1, pn) = Z(T (o1, s p0) E |

{9:T(p1, -, pn) — H/ H € ObMod[S], T(p1, ..., pn)/ng est un modeéle de S}.

La classe ¥ devient un ensemble si nous quotientons T par la relation d’équivalence suivante définie pour
tous T(p1, ..., pu) == H et T(p1, ..., pn) 2 g € X(T, (p, ...pn))‘par :
g~ g’ sietseulement si VO € C,Vz,y € T(pl, cor )(C) 2 g(CY(x) = 9(C)(y) © ¢'(C)(x) = ¢'(C)(y).
Pour cela nous définissons ‘

Q= Qp1, ., pn) = T, (lpl: s Pn)) & (T, (pry s pn)) ~

La catégorie d“indexation du D.L.L., notée F, peut étre définie maintenant sur les objets de la facon
suivante

déf
ObF & O o7 (o1, pn
l (p1,.,Pn)EAT, (T, (; P ))
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Une ﬂéche‘ o1y Pn)yg/n] — (0, ) Pln)s 9’ /] est donnée par une transformation naturelle
T(p1y .oy Pn) /g — TP, ., Pl)/negr- 1L est facile de voir que F est une catégorie petite. Ainsi nous
obtenons un foncteur :

D: F s Mod[S]
{(pl,---,Pn),g/:s] b T(Pl,-'-ypn)/zg
‘([(plr'"apn)yg/z] - [(p’l,...,pi,),g’/z]) pre=t (T(Pl;m,/?n)/zg ——*T(Pll,---,,ﬂ:,)/:sg')

Nous avons, en outre, un cone projectif d : (d{([(p1, ., pn), 9/x]) : T — T(p1, .., Pn)/mg) (o1, 0)r9/ ] €OBF -

2.3 La construction de 2.2.2 est un D.L.L.

Dans cette partie nous montrons le
Théoréme 2.3 : Le diagramme (F, D, d) est localement libre pour le foncteur 7' : C — Ens.
Afin de pouvoir prouver ce théoréme nous avons besoin d’énoncer le lemme suivant :

Lemme 2.4 : Si M € Mod[S] est un modéle de P’esquisse S, F' et G deux foncteurs et ¢ : F' — G une
transformation naturelle dans Set<, alors pour tout & € Ao (G) il existe une chaine p € A (F) et
une transformation naturelle ¢ : F(p) — G(x) dont la restriction & F est t. Sit est surjective,
alors t/ Pest aussi.

Preuve du Lemme : Construction par image inverse.

Preuve du Théoréme 2.3 : Conformément & la définition 1 nous devons vérifier pour tout modele
M € Mod[S] et tout morphisme h : T —s M dans Ens< les deux propriétés :

e I)’abord nous devons trouver un [{p1, ..., pn), §/~] € ObF et une factorisation de (T° LM )
par T — T(p1, ..., pn)/ng. Nous nous référons ici & (2], pp.32-41 ou & [3] ot Gerner construit

vn pi N — L;NA,, et un morphisme g : T(p) — M tels que T(p)/x, est un modele et tels
ne.
que T'(p)/ gy factorise (T LM ).

o En outre, si ([(p1,..-pn), 9/x], m) et ([(8}, ...00), ¢’ /], m’) factorisent le morphisme T' > M,
vous devons trouver un zig-zag entre ([(p1,...pn), /=], m) et ([(p,...p}), ¢'/~], m').
Ecrivons p = (p1, ...on) et 7' = (p}, ...ph). Supposons donc que [p, g/~] et [F', g’/ ~] satisfont la
premiere propiété. Sans nuire & la généralité nous pouvons supposer que n = m (si ce n’est pas
le cas, nous pouvons prolonger la suite la plus courte par des saturations vides). Considérons
d’abord la somme amalgamée Q := (T(p)/ +TT(b") /wg') qui est engendrée par les morphismes

T s T(PY/ g et T — T(P’)/ng'. La propriété universelle de la somme amalgamée fournit
un morphisme unique ¢ : @ — M tel que ¢ commute avec m et m/.
En appliquant [2], pp.32-41 ou [3] au foncteur @), nous pouvons trouver une application y :

N s HNA,,(Q) et un morphisme ¢ : Q(u) — M tels que Q(p)/ ¢ soit un modéle et tels
ne

que le morphisme ¢ factorise par Q(u)/~:. Jusqu’a la fin de cette preuve nous montrons
maintenant qu’il existe un (£, e/x) = [(€1, .., Ent1), €/x) € ObF tel que T(€)/~e. soit isomorphe
& Q(p)/~t, et tels qu’ il existe des fleches (7, 9/x) — (€,¢e/x) et (7', 9'/x) — (€,¢/x~) qui
fournit le zig-zag désiré.

Afin de prouver cela, nous devons énoncer le lemme suivant :
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Lemme 2.5 : Avec les notations ci-dessus il existe une chaine € = (¢1,...,&,) € AL (T) telle
que T(€) = T(p)+ T(F')+R(B,7) ot R(P,7’) est une somme de sous-foncteurs (R signifie
“reste”) d’un des Tfl"(z;’l, &) avec 1 € {1,...,n}. 1l existe, en outre, des transformations
naturelles T'(€1, ..., &) — Q (i € {1,...,n}) telles que le diagramme correspondant sur M
soit commutatif et telles que 7(é4, ..., £,) — @ soit surjective.

Preuve du Lemme 2.5 : La chaine ¢ est obtenue par formation successive de sommes amal-
gamées.

Nous pouvons appliquer le Lemme 2.4 & la chaine p € A (Q) et trouver une chaine £,41 €
Aco(T(€)) et une transfomation naturelle surjective T(€)(€s11). En combinant cette trans-
formation naturelle @(u) — @Q(p)/~: nous obtenons une transformation naturelle surjective
e TE)(Ens1) — Q(p)/~t- Pour cette raison nous avons un modéle T(€)(€nt1)/me qui est en-
gendré par un point du D.L.L. et qui est isomorphe & Q(#) /¢ Les fleches (7, 9/x) — (€,¢/~)
et (7,4'/~) — (€,e/x) fournissent le zig-zag désiré. o
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Une construction

d’un nerf des co-catégories
A.Burrqni & J.Penon

Université Paris 7 -Denis-Diderot
U.F.R. de mathématiques
2 Place Jussieu 75251 PARIS cedex 05

Introduction.

1. Nous

R.Street a donné dans [Str] une construction d’un nerf des oo-catégories
proposons dans ce travail une nouvelle construction d’un nerf qui utilise les techniques
classiques de P'algébre homologique. Bien que I'1dentité entre les deux constructions reste
& démontrer, on a vérifié qu’elles colncident jusqu’a la dimension 6; ce sont celles qui sont
calculées explicitement dans [Str].

Plus précisémment, Street construit un objet cosimplicial de la catégorie des (petites)
co-catégories, c’est-a-dire un foncteur @ : A — oo-Cat, d’oli I'on déduit aussitét un
foncteur nerf N : oo-Cat —— Simpl. Nous proposons donc ici une nouvelle construction
O : A — co-Cat d’un tel objet.

Le point de départ de notre construction utilise unt résultat de D.Bourn [Bou] qui établit
une équivalence fonctorielle entre la catégorie Compl des complexes de chaines de groupes
abéliens et la catégorie des objets co-catégories dans Ab 2. En fait nous n’utiliserons que
le foncteur B : Compl — oo-Cat déduit de ’dquivalence précédente en oubliant les
structures de groupes abéliens sur les co-catégories (cette construction sera rappelée dans la
section 1). _

Pour tout objet [n] de A (o n € N), Poo-catégorie A™ = O'([n]), qui se réduit & une
n-catégorie, est appelée comme dans [Str] le n**™¢oriental.

Voici, décrits de maniére trés informelle et abrégée en oubliant notamment les cellules
dégénérées, les orientaux de petites dimensions:

e Pour n =0: 0 (un seul objet)
(01) . ‘
e Pour n = 1: 0 1 (deux objets, une fléche)
02
0 (02) 2
e Pour n = 2: §(012)
o
1

(trois objets, trois fleches et une 2-cellule : (02) — (12) o (01))

1Eun réalité Street utilise la notion plus générale de w-catégorie (qui admet des cellules de dimension
infinie). Nous nous limitons ici aux co-catégories et nous adopterons une terminologie comme celle que P'on
trouve par exemple dans [Buj. ‘

ZAnalogue d'un résultat antérieur de Dold-Kan établissant une équivalence entre Compl et

Simpl(Ab).
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e Pour n = 3: c’est une fleche dans un tétraédre

(03) (03)
3 0
{ (023) (0123) {4 (013)
(1) | (02) (23) = (01) (13)  |(23)
4 (012) § (123)
1 2 1 2

(12) (12)

ot la figure a été dédoublée pour rendre lisible la 3-cellule (0123) (voir notations dans le
texte). ’

Llustrons, toujours de maniére informelle, par 1’exemple d’une composition de 2-cellules
dans A" (n > 4), une différence essentielle entre les techniques utilisées dans [Str] et celles
qui vont étre développées dans ce travail:

la composition:

est inserprétée dans [Str] de fagon ensembliste (ou si 'on veut, géométrique) par une réunion:
0 -2 2 e 4
4 4
\1/ U \g/
tandis que nous l'interpréterons ici de maniére algébrique par une somme dans un groupe

abélien: 0 5 5 4

1 Construction des orientaux A".

La. construction se fait en plusieurs étapes:
1%7¢ étape. On note A (resp. A’) la catégorie suivante:

- les objets de A (resp. A’) sont les ensembles ordonnés [n] = ({0,1,... n}, <),
pour tout n € N (< est P'ordre usuel sur les entiers).

- les morphismes de A (resp. A’) sont les applications croissantes (resp. stricte-
ment croissantes) s : [n] — [m] (n,m € N). Il sera souvent commode de noter
simplement (s, s1,. .., sn) une telle application olt s; = s(4) pour 0 < i < n. On
aalors; 0 <sp<s1<...<8, <m(resp. 0 <59 <81<...< 8, <)

On appelle ensemble simplicial (resp. ensemble présimplicial) un objet de la catégorie

Simpl = EnsA” (resp. Simpl’ = Ens I ), ¢’est-a-dire un foncteur de la forme
S : A — Ens (resp. S : A7 — Ens). En particulier, si Y : A’ — Simpl’ est le
plongement de Yoneda, on a pour tout n € N un ensemble présimplicial A™ =Y ([n]).
On note AJ* Pensemble A™([p]) = Homp, ([p],[n]) des s = (s0,51,..%,5,) tels que
O0<sg < <...<sp <.
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2¢me tape. On note Compl la catégorie des complexes de chaines de groupes abéliens. Un
objet de Compl est donc un diagramme A de la forme:

AO*“"‘Al“““AJ*'—‘"'An-]_(‘ELAnG——"

olt 8,8,4+1 = 0 pour tout n € N.
On a un foncteur Z : Simpl’ — Compl qui associe & tout ensemble présimplicial S
le complexe Z(S) suivant:

2,50 S 7S, C LSy — o BSn_y = TS, —

ott S,, = S([n]) pour tout n € N, ot ZS, est le groupe abélien libre engendré par Sy’
et oll 8, est ’application linéaire définie pour tout élément s de la base canonique de
7S, par:

On(s) = Z(—1)fd,~(s).

Dans cette formule d; : S, — S, est I'application d; = S(8;) o §; : [n — 1] — [n]
est définie par:
_ si0<j<i
5i(7) = { j+1 sii<j<n—-1
Nous aurons exclusivement & considérer le cas des complexes K™ = Z(A™). On notera
que K™ est de dimension 7, en ce sens que pour tout n <pona K =0et K2 #0.

3¢m¢ étape. Le point le plus important de notre construction est la description du foncteur
composé B suivant:

oo-Cat(Ab)

NN

Compl oo-Cat

ot (1) est la correspondance définie par Bourn [Bou] et (2) est le foncteur d’oubli,
induit par Ab — Ens.

Précisement, soit A un complexe de chaines
Ao Ale———Az#—- Anle——A e e

on lui associe 'oo-catégorie ( en réalité un co-groupoide ) B(A) suivante:

dom dom - dom L
B(A)o EZ B(A)1 T B(A)ze— -+ B(A)n EZ B(A)ppre— -+
cod cod cod ‘

(le diagramme ci-dessus n’est que ’co-graphe sous-jacent & Poo- catégorie B(A), voir
[Bu}) ou: .
B(A)p :Ag X Al X e XAp.

et ou
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1. les applications domaines et codomaines sont définies pour tout 0 < ¢ < p par:

domf(ag,a1,...,a,) = (ap,a1,...,a,)
COdlq’(aO’al’ o "ap) = (a0)a17 ceey g + 5q+1(aq+1))

2. les compositions par:

! I / J—
(ag,ai,...,ap) of (ag,a1,...,a5) =
! !
(ao,al,...,aq,aqﬂ+aq+1,...,ap+ap)
81

prt ry P

domq(ag,al,‘..,ap)._c'odq(ao,al,...,ap)
3. les identités par:

idf(ag,a1,...,a4) = (ag,a1,...,44,0,...,0)

En particulier on obtient ainsi les oo-catégories B(K™). Ce sont en fait des n-
catégories, c’est-a-dire que pour p > n une p-cellule est toujours une identité.

4°m¢étape. Le dernier ingrédient nécessaire a la construction des orientaux est la ”polari-
sation” des éléments d’un groupe abélien libre Z.X.
Siz =3, niz; (ob & € X pour tout ¢) est un élément de ZX, on note ¢~ ’élément
Y:(n7)z;, ot la notation n~ pour un entier n est définie par:

- _J -n sin<0
Tl sin>0

On peut maintenant définir, pour tout p > 0 Papplication
cell? : A} — B(K™),

en posant, pour chaque simplexe s celly(s) = (co,c1,...,¢p) oll ¢, = s and ¢ =
(0(ci+1))~,(0 < i < p). Finalement on obtient, pour tout n € N, Pco-catégorie A", dé-
finie comme sous-co-catégorie de B(K™) engendrée par les cellules de la forme cell; (s),
pour tout s € A’Z, 0 <p<n. A" est évidemment une n-catégorie.

2 Propriété des orientaux.

Dans une oco-catégorie C une n-cellule z est dite fermée si domy,_,(z) = cod,_,(z) et est
dite dégénérée §’il existe une (n — 1)-cellule y telle que = id]_,(y). Une co-catégorie est
dite sans boucle ("loop-free”) si toute cellule fermée est dégénérée. On dit que C' est n-non
dégénérée s’1l existe une n-cellule non dégénérée.

proposition 1 La n-catégorie A™ est n-non dégénérée el sans boucle.

preuve: Il est clair que la n-cellule cell;(I,.), ou I, = (0,1,...,n) est 'unique n-simplexe
de A", est non dégénérée et donc que A™ est non dégénérée. .
Montrons maintenant que A™ est sans boucle. Considérons d’abord ’application linéaire

mp : K} — Z définie sur les générateurs s = (sg,51,...,8p) € A’; du groupe K = ZA'}
par mp(8) = so + 81 + - - + s (somme dans Z) puis définissons P’application 7 : [X;,‘ — 7
en posant 7p(c) = mp{cp) pour toute p-cellule ¢ = (co,¢1,...,¢p) de A; La pioposition sera

alors conséquence de la propriété suivante:
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sice [X;,‘ (0 < p < n) est non dégénérée on a
fip—1(dom}_;(e)) < Tp_1(cod]_;(c)).

Il en résultera en effet que € n’est pas une boucle et donc que A™ est sans boucle. On peut
se ramener par induction au cas ou ¢ = ce]l;(s) est une p-cellule génératrice, grace & la
formule:

p—1(cod)_;(e'ohe)) — fip_1(domy_, (e'ofc)) =
[ Fp—1(cod} 4 (")) = p1(domy_,(c")) ]

+[ #p—1(codj_,(¢)) = Fp—1(domy_,(c)) ]
pour tous ¢, ¢’ € AI’,} tel que domf(¢') = cod}j(c) (0 < ¢ < p). Soit donc s € A’g, on a:
p—1(codh_; (cellp(s))) — Tp—1(domy_ (cell; (s))) = mp—1(0s)
Pour montrer que wp-1(0s) > 0, on distingue deux cas:
- p=2k : wy_1(08) = YTy (saiq1 — 52i) + (mp(s) — 53n) > 0
- p=2k+ 1 m,y(38) = il (saig1 — s2) > 0,

ce qui termine la preuve. O

Une n-catégorie C est dite finie si pour tout 0 < p < n Pensemble C), est fini. Dire que C
est finiment engendrée signifie qu’il existe une suite de parties finies £, C Cp pour 0 <p < n
pour laquelle la seule sous-n-catégorie C’ de C' vérifiant E, C C,, pour tout 0 < p < n est
C elle-méme.

proposition 2 . Une n-catégorie sans boucle et finiment engendrée est finte. En particulier
les n-catégories A" soni finies.

preuve: par induction on peut se ramener au cas suivant: B, = C, pour 0 < p < n—1,
et donc au cas ot la sous-(n-1)-catégorie C("~1) sous-jacente & C (c’est-a-dire obtenue en
oubliant les n-cellules non dégénérées de C) est finie. Pour le prouver il sera commode d’in-
troduire quelques définitions.On posera E = E,, et on appellera E-factorisation élémentaire
d’une n-cellule £ un systéme de la forme:

(a,(ul,vl)j.‘.,(un_l,vnwl)) €k x (C1 X Ci) X e X (Cn-l X Cn~1)

tel que:
€T = @n--l Opn—92 ( .. (1—)2 o ((61 Op 4 Og 'ﬂl) 01 1]2) .. ) Op-2 ﬂn~1

ot 'on suppose que les compositions sont possibles et ol 'on note de fagon abrégée o, an
lieu de o} et w au lieu de id;‘(w)'pour tout w € Gy avec 0 < p < n. On dit qu’une n-cellule =
est F-élémentaire si elle admet une telle factorisation. On démontre facilement la propriété
de stabilité suivante:

si 2 est une n-cellule élémentaire, si w € Cp pour un 0 < p < n et si le composé W oy x
(resp. & o, W) existe pour un 0 < ¢ < p, alors ce composé est une n-cellule E-élémentaire.

1} résulte des hypothéses que les E-factorisations élémentaires sont en nombre fini et donc
que le nombre de n-cellules E-élémentaires est égalernent fini. Comme par hypothése les n-
cellules dans £ engendrent C, il en est évidemment de méme des n-cellules E-élémentaires,
et il reste donc & démontrer pour conclure que ces derniéres engendrent par composition un

nombre fini de n-cellules. .
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D’abord remarguons qu’on peut toujours se ramener par de multiples inductions &
des (n — 1)-compositions; en effet la régle de Godement permet par exemple pour une ¢-
composition avec ¢ < n — 1 d’écrire:

2’ oy z = (codg41(2’) og ) 0441 (2" 0 domyys(2)).

Considérens les n-chemins E-irréductibles, ¢’est-a-dire les suites finies (1,x,,...,z;) de n-
cellules élémentaires telles que le composé £ = Ty 0,1 Ta0pn_1 - - 0n_1 T soit défini et telles
que pour tout 1 <4 < j < k la cellule composée z;; = 2; oy Zi41 051 -+ - Op—y &; s0it non
dégénérée. Le nombre de ces n-chemins F-irréductibles est nécessairement fini car le nombre
de n-cellules F-élémentaires est fini et Uentier k -+ 1 est majoré par le nombre d’éléments de
Cn-1. En effet, si (z1,22,...,2;) est un tel n-chemin E-irréductible, les (n — 1)-cellules

Yo = codn—1(21), ¥ = domy_1(z;) (1<i<k)

doivent étre, d’aprés les hypotheses, distinctes. Il résulte alors de la proposition 1 que A™
est firae, O

3 Counstruction de P'objet cosimplicial O'.

On va commencer par construire un foncteur O’ 1 A’ — co-Cat qui sera prolongé plus
loin & A.
On définit O’ de la maniére suivante:

~ sur les objets: @([n]) = A™,pour tout n € N.

- sur les morphismes: pour toute application strictement croissante f : [n] — [m] on
définit le foncteur O'(f) : A™ — A™ par la factorisation:

B(K™) B(K™)

B(Z(Y(£)))

ou Y : A’ — Simpl’ est le plongement de Yoneda et ol les fléches verticales sont
des inclusions. La factorisation signifie que B(Z(Y(f))), que Pon notera simplement
f par la suite, transforme toute cellule génératrice de A™ en une cellule de A™. Plus
précisément on établit la formule f(cell(s)) = cell}(f,(s)) pour tout s € A’} Pour
cela, il suffit de vérifier que f(c™) = f(c)™ pour tout ¢ € K et d’utiliser le fait que
Z(Y{(f)) est un morphisme de complexes de chaines.

Nous allons montrer maintenant que le foncteur ¢ : A’ — oo-Cat se prolonge 4 A tout
entier. La construction de ce prolongement est moins évidente et nécessite une procédure

par étapes.
Tout d’abord nous allons caractériser dans la proposition 3 ci-dessous Iexpression des
différents termes des cellules génératrices de A™. On utilisera les notations suivantes:

- I, = (0,1,...,n) est Punique n-simplexe de A’";
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- < ig,dn,.. 0 >pour 0 <4< iy < L. < g 5 n, note le (n — k)-simplexe de A"
obtenu & partir de In en supprimant il, 19,0, ) o '

- (&7 (¢)) = (8(c))~ pour tout c € K},
~ 3.5 est une abréviation pour Dses S-

proposition 3 Pour tout 1 < k <n, on a:
(07)(Un) = D> A<t i, ..,z >| 0 =L =2,.. i =k (mod 2)}.

preuve: elle se fait par induction sur k.
D’sbord pour k£ = 1 elle se réduit & la définition -

(L) =) {<i>li=1},

ol 'on note simplement = la congruence modulo 2. Ensuite supposons la formule vraie pour
k et démontrons-la pour k -+ 1. On s’appuiera sur la formule:

(9(< 11,99, ..., >)::
gy 1 ‘
Z(—I)J <j7i1)"‘,|ik>
Jj=0
k—1tr41—1
+ Z Z (.—1)1—1 <i1)"')i1;j>il+1)"';ék >
l=1j=4~1
n

Fo (FWY TR <, g >

F=i+1

pour tout < 23,79, ...,% > telque iy = 1, ip = 2., ., i = k.

Cette formule nous permet d’obtenir le calcul des coefficients des différents termes en
< J1,92,--+,Je4+1 > qui apparaissent dans le calcul de 8((87)*I,) puis celui de (07 )iar
Pour un simplexe < 'j1, jo, ..., jr41 > on peut ainsi évaluer la contribution de chacun des
<i,19,...,0k >, 0 = 1,ia = 2. .. i =k, en faisant un raisonnement par cas.

e 5ij1 =0,< j1,72,. .., Jk+1 > ne peutb apparaitre dans une dérivation que sous la forme
< Jyt,...,tp > avec 4 = 1,4y = 2,...,4; = k. Cela est conséquence de ’hypothése
d mductlon sur la contrainte modulo 2 gon coefficient est égal & (—~1)/ = 1 et donec
< j1,J2, -+, Jk > ne figure pas dans (§7)*+17,.

e 5ij; = 1,72 = 2., jpqy = k+1, la seule apparition de < ji,ja,...,jkp1 > est

sous la forme < 4y,...,4x,7 > avec ¢4 = 1,43 = 2...4; = k. Son coefficient est égal
(1Y = (—1)*+1+E = 1 Donc ce terme apparaxt une fois et une seule dans
(671 T,.

e Siji=1L4y=2...57=1et jiy; =1 pour un certain I, 1 <1< k, <j1,j2)...,jk+1 >
1ppara1t exactement deux fois correspondant aux dérivations en < iy,45,...,7; > et
< zl,zz, . zk >. Précisément:

<j17j2)"'1jk+1> = <il)"-)i’—l)i17j:il+1>"'aik >1
. . y P, y
<J1,J2y - Tkl > = <11)"'!zl~1)21;]1ZI+1:"‘:?'}¢ >,
: . , . o, e
donc avec =40 = 2/1) ey Ji-l F U E Yoy, Ey o= jla Jigr = J = Z;) Jign =
U1 = Gy g, -0, Jk =4 = 1}, Les coefficients sont respectivement égaux i (1)~ =
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(-1)% = 1et (-1)jl‘(1‘1) = —1 et donc se neutralisent. Donc < j1,J2, .., ks >
n’apparait pas dans 8((8~)*(1,)) et donc non plus dans (87)¥+1(1,,). Il est clair que,
en examinant ces différents cas, on établit la formule demandée. O

Revenons & la construction d’un prolongement de ' & A. A toute application croissante
(non nécessairement stricte) f : [n] — [m] et & tout entier p € N on associe une application
linéaire fp : K — K en posant pour tout s = (50,51,...,5p) € A','::

fP(S) = [f(so)vf(sl)) .- :f(sp)]
oit le crochet du second membre est défini pour tout 0 <o <t < ... <tp < m par:

» (to,tl,...,tp) si o <ty <...<t1p
[to’tl"”’tp]h{ 0 sinon.

On constate sans difficulté que ceci définit d’abord un homomorphisme de complexes K/ :
K™ —— K™ et ensuite un foncteur en posant: K([n]) = K", K(f) = K/. Nous obtenons

ainsi un foncteur composé:
A L Compl —]i oo-Cat

dont nous allons extraire ' comme sous-foncteur.

Pour cela nous allons montrer que pour tout f : [n] — [m] dans A, le foncteur B(K7) :
B(K™) — B(K™) transforme les cellules génératrices de A" en cellules génératrices de A™.
Cette propriété a déja été démontrée dans le cas ou f est strictement croissante, montrons
la maintenant pour les surjections qui sont de la forme f : [n -+ 1] — [n] et définies par:

ORI
et ot Pentier j tel que 0 < j < n+ 1 est fixé.
proposition 4 f étant la surjection définie ci-dessus (et donc pour j fizé), on a:
fleell(Tngy)) = id2 T (cell(1,))
ot on a noté simplement f au lieu de B(K') au premier membre.

preuve: il suffit de vérifier que: fo11(Lng1) = 0 et far1-5((87)*(Lny1)) = (87)*~1(I,) pour
tout I <k < n+ 1. En tenant compte de la caractérisation de (87)*(I,+;) donnée dans la
proposition 3, il reste & montrer que frii1_j : K:fill__k ~ Kl gy vérifie fop1 x (30 J) =
> J oti: :
J = {< 21,89, .., 0 > ‘ hw=1l,.. ., =k (mod 2)
et 0<d; <ip< ... < <n+l}
= {<ii iy, > =1 i =k=1 (mod2)
et 0<17) <iy<...<ip_; <n}

Précisément on va montrer que f transforme tout < 43,49,...,% > en 0 ou en un
< 4,14, ...,1,_y; > et inversement que tout < },44,...,i;_; > est obtenu d’une fagon
et d’une seule de cette maniére. Considérons donc un < 4y,1s,...,4 > selon la position de
j et 4+ 1 par rapport aux ¢1,is,...,1. On a différents cas:

o Sij,j+1¢{i1,12,...,5}, ona
f(<i17i27"'>ik>):0 car f(]):f(.7+1)
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o Sij=dret j+1¢{i,i,...,%} ousi
JH+1=1dret j& {d1,02,...,1x}, on a:

f(< il,'ifg,...,ik >) =< il,...,ig._l,iz_H-—1,...,2'15 - 1>

et si on pose < 5,0, iy >=<d1,...,%-1, 041 — 1,...,ig—1 > on a bien i}, = h
pour tout 1 < h <k — 1 puisque ipp1 — 1 =14, = A,

e Sij=1detj+1=2¢4q,o0na

f(< il;iza"‘)ik >):< il)"')ilaiH’Z—17"'sik'—1>

et sl on pose < 14,45,...,4_; >=<11,..., 0,542 —1,..., 5k —1 > on a bien i} = A
comume ci-dessus.
Considérons maintenant un < 4,145, ...,4,_; > selon la parité de la position de j par rapport
aux p,15,...,7%_,. On ales différents cas:

e Sijd{d,d, ..., _,}:
Fl<dn,dg, .o ik >) =<d], 85, 05y >
a pour solution selon les cas:
~Sig<i<i et j=41,
iy, >=< Ay, i i F L 1>
-Sig <<, eti=],
<y, de, i >=<A, L F Ly L i 1>
(Raisonnernent analogue dans les cas limites j < 7} et ¢f,_, < j)

@ S17 :iilli
. . "y ”
F(<dy,dg, . o i >=<il, 15,00, >)

a pour solution:

<ir, iz, 0 >=< A, o, i F L L i 1>

Bt ces solutions sont évidemment uniques. Ce qui termine la preuve. O
Le résultat précédent se généralise ainsi:
proposition 5 f vérifiant les méme hypothéses que dans la proposition 4, on a, pour toul
s € 4y, selon les cas:
1ost f(s()) < F(s(i+ 1)) pourtout 0 <1< p—1,
fleell(s)) = cell( fo(s)).
2. st f{s(in)) < f(s(io)+ 1) peurun 0 <dg <p-—1,
f(cell(s)) = id(cell(s"))
ow s’ [p— 1] — [n] est définie par:
Sl(i) — f(s(z)) st 1 < )
T f(s(i)—-1 sidg+1<d

(ou encore 5" = ( f(s(0)),..., f(;(?n)), L fs) ).
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preuve: s étani strictement croissante, notons d’abord que:
Fo(s) = fo(sp(Lp)) = (Fos)p(Ip),
cell(s) = cell(s, (1)) = s(cell(L,)).
1. Sous la premiére hypothése Papplication s’ = f o s est strictement croissante, donc:
fleell(s)) = f(s(cell(1))) = s'(cell(Ip)) = cell(s'(Ip)) = cell(f,(s))
2. Sous la seconde hypothése notons f' : [p] — [p — 1] 'application définie par:
sit <

o [
f(l)‘{ i—1 sii> i

(Remarquons que Uentier ig 5"l existe est unique.) Alor le carré suivant commute:

8

[p]

f’l f

[p- 1]—“5‘;“‘” [n]

{n+1]

ou s, s’ sont strictement croissantes et f, f' surjectives. Alors:
Feell(s)) = (f 0 $)(cell(Ty)) = (5" o £/)(eell(fp)) = &' (F/(cell(Z,))).
D’aprés la proposition 4 on a f/(cell(f,)) = id(cell(Z,~1)) donc:
§ (P (eell(1,))) = ' (d(cell(Tp-1)) =
id(s'(cell(I,~1))) = id(cell(s,_,(Ip-1))) = id{cell(s’)). O
Nous avons ainsi démontré que pour toute application f : [n + 1] — [n] croissante et
surjective, Poo-foncteur f : B(Ky"“) — B(K™) transforme les cellules génératrices de
A en cellules génératrices de A™. Dot la factorisation.
Finalement, étant donné que toute application f : [n] — [mn] est un composé d’injections

et de surjections croissantes du type de celles décrites ci-dessus on en déduit que Poco-foncteur

f: B{K"™) — B(K™) sc factorise en un sous-foncteur noté O'(f) : A" — A™. De plus la
fonctonalité du composé:

A l&—; Compl ——Ié» oo-Cat

entraine celle de ' : A — oo-Cat. Ce foncteur est évidemment un prolongement de celui
déja définmi O : &' —— co-Cat.

Conclusion.

A partir de cet objet cosimplicial @' : A — oo-Cat le foncteur nerf N : co-Cat —
Simpl est obtenu simplement en posant:

N(C)([n]) = Hom,_cat(0'([)), ©)

pour toute co-catégorie C, pour tout objet [n] de A et en étendant de maniére évidente cette
formule aux morphismes. On peut ainsi calculer la cohomologie, ou plutdt une cohomologie,
d’une oo-catégorie C en la ramenant & celle de I'objet simplicial N(C).
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La question du nerf des n-catégories a été abordée par différents auteurs : R. Street [4],
M. Johnson [3], F.A. Agl et R. Steiner [1] par exemple, et plus récemment par A. Burroni et
J. Penon (ce volume), mais toujours sous un angle géométrico-combinatoire, extrémement
complexe. Outre sa difficulté propre, ce traitement n'est valable que dans le cadre ensembliste et
ne permet pas d'aborder le cas des n-catégories intemnes.

Dans un récent travail [2], j'ai montré que les n-groupoides internes étaient monadiques
sur les (n-1)-groupoides internes normalisés, c'est-a-dire les (n-1)-groupoides munis du choix d'un
objet dans chaque composante connexe, d'une fléche entre cet objet et tout autre objet de la
composante, d'une 2-cellule dans tout triangle dont deux des cotés sont formés des fléches
précédentes, et ainsi de suite, sans autre cohérence que ce choix soit nécessairement une cellule
identité si les deux bords de niveau inférieur sont égaux par composition. :

Ce théoreme de monadicité donne dans sa démonstration méme une présentation
polyhédrale naturelle des n-groupoides qui induit une description récurrente, totalement
algébrique et interne, du nerf d'un n-groupoide, c'est-a-dire de son n-objet simplicial associé.

Rappel sur les n-groupoides - Le cas n=1 et n=2

Si E est une catégorie exacte & gauche, on note PtE la catégorie dont les objets sont les
épimorphismes scindés avec scindage donné et les morphismes les carrés commutatifs entre ces
données. On note p: PtE — E le foncteur qui associe & tout épimorphisme scindé son but. C'est
une fibration dont les fibres sont pointées (i.e. admettent un objet final qui est aussi initial) ce qui
signifie, entre autres, que p admet un adjoint & droite et inverse a droite r. Si f: E— B est une
fibration exacte a gauche, on note Ptf E la sous catégorie pleine de PtE dont les objets sont les
épimorphismes scindés dont I'image par f est inversible et par pf la restriction fibrée de p.

Il y a une monade (T,A,u) sur PtE définie par l'endofoncteur T: PtE — PtE qui
associe & tout épimorphisme scindé (g,;s), g : X—Y, I'épimorphisme scindé (I, o),
I : XxyX — X ou I, est la premiére projection du produit fibré de g par lui-méme et o, la
diagonale. La monade (T, A,11) est stable sur les sous-catégories du type Ptf E . Cette monade est

notre outil principal.
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Théoréme 1 - La catégorie Grd E des groupoides internes & E est la catégorie des algébres
de la monade (T,A, 1) sur PtE.

On note Uy : Grd E — E, le foncteur d'oubli, Fy son adjoint & gauche ainsi que ()g : GrdE — E
le fibration p.Up.
La catégorie des groupoides normalisés est défini par le produit fibré suivant :

Pt,(Grd E) «— N-Grd E

Po ‘P k,

ou Pty (Grd E) désigne Pt,, (Grd E) et p, désigne Py, - L'adjoint a droite inverse & droite rj de pg
détermine un adjoint & droite inverse & droite p, de ko.

Un groupoide normalisé est juste un groupoide X1 dont le graphe sous-jacent :

¢ do
Xy —5— mX|
(] .

-Ed
1

est scindé par une fléche s3: Xop — mX] telle que di.s1 =1, do.s;.dg = dg.sy.dj et
sp.do.s1 = s1.dp.s1.

Un théoréme trés général permet d'affirmer que dés qu'on a une fibration exacte & gauche pg et un
foncteur quelconque exact & gauche Fy qui admet un adjoint & droite (noté ici Up), le produit fibré
precedent vérifie une propriété universelle [2] qui permet de relever F'adjonction (F1,Ug) au niveau
de F au moyen d' un foncteur U ainsi que d'étendre la monade (T, A, 1) qui existe sur Pty(GrdE) en
une monade (T,4,1T) sur N-GrdE de telle sorte que U,.T=T. U, , U,.4=1. 0, O,.u=[. 0,
Ces conditions déterminent une loi distributive entre la monade (T, l,u) et la monade engendrée
par 'adjonction (UO,F) d'ott une monade (T;,A,,4,) sur N-Grd E avec T, =T. U F U .T. F

De plus, ko et p, déterminent des lax morphismes de monades.

L'endofoncteur T1 de la monade sur N-Grd E associe & tout groupoide normalisé (X1,s1)
le groupoide normalisé des triangles non commutatifs de X1 dont les objets sont les
morphismes de X et les morphismes de 81 VErs g2 sont les triangles non commutatifs de la forme

suivante :

—-——-——) Y,

gl\ %
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Théoréme 2 - La catégorie 2-Grd E des 2-groupoides intemes a E est la catégorie des
algebres de la monade (T},4,,4,) sur N-Grd E
Notons Uy : 2-Grd E — N-Grd E le foncteur d'oubli. Ce foncteur associe a tout 2-groupoide Xj
le groupoide normalisé UpXy des triangles orientés de Xo, dont les objets sont I-morphismes et
les morphismes de gy vers gj les triangles orientés de la forme suivante :

-~——-> Y>
g;\y
La composition étant donné par le "pasting” usuel.

Cette description du foncteur Uj précise en quoi ce théoréme de monadicité est
polyhédral. De plus, la fibration réflexive (kg, p,) s'étend en tant que paire de morphismes de

monades en une fibration réflexive (()1,12), ()1:2-GrdE — Grd E

Lecas ‘géné@

Supposons maintenant définis par récurrence jusqu'a l'ordre n, les foncteurs
Uk.1: k-Grd E — N-(k-1)-Grd E, de la catégorie des k-groupoides internes vers la catégorie des
(k-1)-groupoides normalisés, avec leur adjoint a gauche Fy, de telle sorte que soient déterminées

les commutations suivantes :

k-GrdE ~—223 N-(k-1)-Grd E
Ok ki

(k-1)-GrdE —pg—> N-(k-2)-Grd E
On définit alors la catégorie N-n-Grd E des n-groupoides normalisés par le produit fibré suivant :

Pty.g (1-GrdE) - Nen-GrdE

p n-1 ‘ kn_l

n-GrdE ¢— N-(n-1)-Grd E
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ou Pty.; (n-Grd E) désigne Pt, , (n-Grd E) et pp. désigne p,  De nouveau la monade
canonique (T,4,1t) sur Pty.; (n-Grd E) s'étend en une monade (T,A,I) sur N-n-Grd E et le
théoréme général produit une loi distributive entre (T,A,[I) et la monade engendrée par
I'extension (10,,,F,) de I'adjonction (U, ,,F,) . D'od, de nouveau, une monade (T}, 4,,4,) sur
N-n-Grd E dont I'endofoncteur est T, =T.0,,.F, =0, . T.E, .

Théoréme 3 - La catégorie (n+1)-Grd E des (n+1)-groupoides internes est la catégorie
des algebres de la monade (T,,A,,u,) sur N-n-Grd E.

Le nerf des n-groupoides

Notons Simpl E et S-Simpl E respectivement la catégorie des objets simpliciaux dans E et
celle des objets simpliciaux scindés. Il y a un foncteur U : Simpl E —S-Simpl E (oubli de la
derniére face) qui admet un adjoint F (oubli des scindages). Le foncteur U est monadique et le
foncteur F comonadique. |

Notons Simply E et S-Simpl , E respectivement la catégorie des objets simpliciaux tronqués a
l'ordre n et celle des objets simpliciaux scindés tronqués 3 I'ordre n. Le foncteur F "se restreint"
clairement en un foncteur Fy : S-Simply E — Simply, E. En revanche, la "restriction" du
foncteur U demande l'intervention des noyaux simpliciaux pour compléter la dimension
manquante, Uy : Simply B — S-Simpl, E.

De nouveau, F,, est un adjoint & gauche de Uy, mais si Fy reste comonadique, en revanche Uy
n'est plus monadique. On notera (9,,1,,m,) la monade engendrée par 'adjonction (Up ,Fp) sur
S-Simply E.

D'ou I'introduction de la notion suivante :

Définition 1 - Une opération de Kan sur un n-objet simplicial X; (n>1) est la donnée d'une
opération (n+1)-aire [ ] : X, [d,,...,d,,] = X, od X,[d,....,d, ] désigne le noyau simplicial de
la famille d;, 0<i<n-1, dj: Xp — Xp.1 et représente les (nt+1)-simplexes ouverts dont la
derniére face manque. Cette opération satisfait les axiomes suivants :

1)incidences:  di[ ]=dnpi pour 0<i<n, [ ]si=sidy pour 0<i<n-1

2) unitarité : [ ].s5=1xn

3) associativité : [ ].Xa ([ Jdo)=[ ]. pa+1 o Xn ([ }/dn) désigne la factorisation entre les
noyaux simpliciaux, déterminée par la fléche [ ]. -

Autrement dit, une opération de Kan ferme, de fagon cohérente, par'un couvercle, les
(n+1)-simplexes ouverts dont la derniére face manque.
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Les morphismes entre opérations de Kan sont les morphismes simpliciaux qui respectent
I'opération. On note Kany, E la catégorie ainsi déterminée et wy : Kany E — Simply E le facteur -
qui oublie 'opération. '

~ Exemple 1 - La catégorie Kanj E est la catégorie Grd E

Théoréme 4 - La catégorie Kanp E est la catégorie des algébres de la monade
(0,1,.,m,,;)sur S-Simplp E.
On note (®,,,'¥,) I'adjonction associée.

D'oti un foncteur de comparaison ty : Simply.) E — Kang E

Exemple 2 : soit Xy un 2-groupoide. Notons NoXj le 2-objet simplicial dont les O-simplexes sont
les objets de Xy, les 1-simplexes les fléches de X5, les 2-simplexes les triangles orientés
précedemment définis. Ce 2-objet simplicial est canoniquement muni d'une opération de Kan. En
effet, dans tout 2-groupo'1’de, tout triangle non commutatif de triangles orientés produit
canoniquement un couvercle : * . \\ /« .

{_—:é.z
N

qui est trés précisément déterminé par l'algébre : T1(U1X2) — UiXs .

l.a construction récurrente suivante va montrer comment associer a tout n-groupoide une
opération de Kan sur un n-objet simplicial (son nerf). Il est pour cela nécessaire d'introduire la
définition suivante :

Définition 2 - Une opération de Kan sur un n-objet simplicial est dite scindée lorsque le n-objet
simplicial sous-jacent est scindé. Les morphismes respectent les scindages et 'opération de Kan.
On note SK;, E la catégorie associée et Swy : SKy E — S-Simply E le foncteur d'oubli de
l'opération
Théoréme 5 - La catégorie SKn E est le sommet du produit fibré suivant :
Pty.1 Kan, E) «2— SK, E
Pn-1

Kang E ¢—5— S-Simply. E

Ol pp.) désigne p, avechy.:KanpE — S-Simplg.; E est le tronqué a l'ordre n-1 du wy
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Supposons donc défini jusqu'a I'ordre n-1 un foncteur exact & gauche Nk : k-Grd E — Kany E tel
que: ’

1) les-dfié.grammes ascendants et descendants commutent

k-GrdE oAb

> Kan E ~
, M \
k-1 b I o hyg \ tk

§ .
i . ;

/ /

/ o
(k-1)~-GI'd E "—ﬁ:‘——) KmklET—a Simplk_lE

ot les pointillés représentent les adjoints & droite inverses a droite.

2) le foncteur Nk est un morphisme strict entre les comonades déterminées par les
adjonctions (Uk.1,Fy) et (D, ,,'F,).

La condition 1) étend commutativement Np-1en:
Ptn1 (Nn-1): Ptn-1 ((n-1)-Grd E ) — Pty (Kanp.; E)

La condition 2) détermine un N, : N-(n-2)-Grd E —» S-Simply.2 E. D'ot par passage au
produit fibré N, : N-(n-1)-GrdE — SKy.1 E.

On montre alors que Sw,,.N_, : N-(n-1)-GrdE — S- Simpl,, E est un morphisme strict de
monade, d'ol par passage aux catégories d'algébres un foncteur Ny : n-Grd E — Kanp E.
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GABRIEL-ULMER DUALITY FOR CATEGORIES
ENRICHED IN BICATEGORIES

R. GORDON AND A.J. POWER *
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§1. INTRODUCTION

In [1] we defined what it means for a biclosed bicategory W to be locally finitely
presentable, and we gave a version of Gabriel-Ulmer duality for W-categories. The
definiticns and constructions were not made directly in terms of W -categories.
Rather, with each finitely tensored W-category was associated a pseudofunctor
from Wy to Cat, where Wy is the locally full subbicategory of W determined by
the finitely presentable ob jects of each W(u,v). Then the definitions of W-category
with finite colimits and locally finitely presentable W-category were made in terms
of the corresponding pseudo-functors, and the constructions of the theorem were
made in terms of the pseudo-functors too.

Here, we make definitions and constructions, and prove a Gabriel-Ulmer duality
result, more directly in terms of W-categories. In order to do s0, we need to define
cocompleteness, finite cocompleteness and filtered colimits. So we give a general
account of limits and colimits in a W-category. Specifically, we define a notion
of an enriched limit in a W-category, giving a simple direct generalization of the
definition for one object symmetric W in Kelly’s monograph [2]. We then prove
that a W-category has enriched limits if and only if it has cotensors and conical
limits, both defined as natural generalizations of the definitions for symmetric one
object W in [2]. It is clear from Street’s paper [4] that his notion of completeness
for a W-category agrees with ours. A treatment of limits and colimits appears
in Section 3, with the previous sections providing the supporting definitions and
results. N o v

We proceed in Section 4 to discuss finitely presentable ob jects in-a W-category,
strong generators, and density. That allows us to state and prove our main theorem,
characterizing a locally finitely presentable W-category as the category of models of
a finite limit theory. Finally, we deduce the full statement of Gabriel-Ulmer duality
as a biequivalence of 2-categories. S ‘

*Supported by ESPRIT Basic Research Action 6453: Types for Proofs and Programs
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R. GORDON AND A.J. POWER

We adopt the notation of [1], which in turn largely follows that of Street’s 4]
with the exception that our W-Cat is his W°P-Cat. An expanded version of this
article has been submitted to JPAA.

§2. W-CATEGORIES AND LOCALLY FINITELY PRESENTABLE BICATEGORIES

We assume throughout that W is a bicategory with the horizontal composite of
Z:u—vandy:v— wdenoted by y ® z. We say W is closed if for allz :u— v
and y : u — w, there is a universal diagram :

u
SN
v\\jw/w,
ylz

We call W coclosed if WoP is closed, with coclosed structure, given z : v —
and y : w — u, written as in

and we call W biclosed when W is both closed and coclosed.

Definition 2.1. A biclosed bicategory W is locally finitely presentable if for each
u,v € Ob W the category W(u,v) is locally finitely presentable, each identity arrow
I, is finitely presentable, and y ® z is finitely presentable whenever z and y are
finitely presentable.

‘We denote the locally full subbicategory of W determined by the finitely pre-
sentable arrows by Wy, and we use the abbreviation lfp for the term locally finitely
presentable. It is routine to verify that if W is lfp, then for all finitely presentable
z, zth — and z!— preserve filtered colimits.

A W-category A consists of a set Ob A, a function e : ObA — ObW, for
each a,b € A an arrow A(a, b) : ea — eb, and 2-cells j, : I, — A(a,a) and
tabe : A(bc) ® A(a,b) = Ala, c) subject to the evident three coherence axioms.
W -functors and W -natural transformations are defined in the evident way, giving
a 2-category W-Cat.

For an object u of W, we denote by 4, the category determined by those a such.
that ea = u, and we say that a lies over u. If W is closed, we denote by W* the

-category for which an object over v is an arrow from u to v, and with W*(z,y)
determined by closedness of W. Then W* is Street’s Piu. When W is coclosed,
“W denotes the W°P-category (Wer)". For any closed W-category A'and a € 4,,
there is an evident W-functor Aa,—) : A — W*. A W- functor is representable if
it is W-naturally isomorphic to such Ala, ).

Definition 2.2. A W-category A has tensors if for any arrow z :  — v in W and
for any a € A,, the W-functor W¢ (x, A(a, m)) : A — W* is representable. If W is
lip, we say A has finite tensors if it has tensors for all arrows z : u — v in Wy.
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§3. THE CONSTRUCTIONS P A AND Pt 4,
COMPLETENESS, AND COCOMPLETENESS

At present there seems to be no reasonable definition of a functor W-category
for arbitrary W-categories 4 and B. However, there is a W-category P A that
plays the role of [A°P, Set] for ordinary categories. There are a Yoneda embedding
y:A— PA and a Yoneda lemma in Street’s [4]. These form a Yoneda structure
in the sense of Street and Walters [5]. Here, we give mildly different but equivalent
formulations of Street’s P A and Pt A, and we obtain a different but equivalent
formulation of his definition of cocompleteness of a W-category. These equivalences
are modulo changes in direction induced: by the difference in our definition of W-
category.

Let W be biclosed such that for all u,v in Ob W, W(u,v) has all small limits.
We say a W-category A is small if, up to equivalence of W-categories, Ob 4 is a
small set. Given a small W-category A, define a W-category Pw A as follows: an
object of Pw A over u is a WP-functor from A°? to *W. Given h : 4°P — YW and
k: A% — "W, define (Pw A)(h, k) tobe the limit in W(u,v) as a and o' range
over all objects of 4 of the diagram

ha’!ka’

o | I
halka ——— (A(a,a")!ha)!(A(a,a')!kq) — ha’!(A(a,a')!ka),

where the left arrow is defined by the property of ! and the other two are defined
by functoriality of k and k. Composition in Pw 4 is evident.

It is routine to verify that Pwwvis W, v :

Given biclosed locally complete W, W°? is also biclosed and locally complete.
So we can define Pwop, taking a small WeP-category A to a WP-category Pywos A.
Now, given a small W-category A, we define the WeP-category Pt 4 to be Pyos (A°F),

Henceforth, we will drop the subscript when we speak of P 4, as we will only
study a single W and will simply consider the W-category P A and the Wor.
category Pt 4.

Dually to the above, Pt v is *W; and in general, P' 4 and (P A)°? are different
as they have different objects. : :

Calla W-functor f : D — W* a werghtif D is small. Given a weight f: D — W4
and a W-functor g : D — A, we say A has an f-weighted limit of ¢ if the Wer-
functor (PTD) (fLA(—,9)) : A°? - *W is representable; i.e., if there exists an
object lim(f, g) of A over u and a W-natural ) : [ — A(lim(f, g), g) which induces
an isomorphism (necessarily W°P-natural in a)

A(a,lim(f,g)) = (P' D) (f, A(a, 9)) .

A W-category is complete if it has all f-weighted limits of ¢ for all W-functors
g and all weights f. o

Dually, a W-category A4 is cocomplete if the WOP-category A°? is complete. One
must exercise a little care, as to give a weight f : D — W™ is not the same as to
give a weight f : D°7 — “W for a weighted colimit, as “*W is not (W*)°? in general.
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It is shown in Street [4] that P A and (Pt 4)” are cocomplete W -categories.
Moreover, a reflective sub-W-category of a complete W-category is complete, and
of a cocomplete W-category is cocomplete.

We now define a conical limit for a W -category. For this, let Dy be an ordinary
small category and let u be an ob ject of W. Assume W(u,u) has copowers. Then
one has a W-category D whose objects are the ob jects of Dg, and all lie over u.
D(d,d') = Dy(d,d') e I, the copower of Dy(d,d') copies of I,. So, D is the free
W (u,u)-category on Dg, and .

[Do, W(u,u)] & W-Cat(D, WH).

A conical weight is a weight determined by such a Dy together with the constant
functor at I,,. ,

Observe that if W is one-object symmetric, this agrees with the definition in [2].
Observe also that if A has conical limits, then each ordinary category A, does too,
and cotensoring preserves them, i.e., z th — preserves conical limits.

Theorem 3.1. If W is biclosed and locally complete, a W-category is complete
precisely when it has conical limits and cotensors. A W-functor between complete
W -categories preserves limits precisely when it preserves conical limits and coten-
3078, '

Define a W-category A to have filtered colimits if it admits conical colimits for
all filtered Dy. It is routine to check that if A has filtered colimits then each A4, has
filtered colimits, and if 4 admits a tensor z ® —, then z® — : A, — A, preserves
them. The converse is also true: filtered colimits in each Ay specify filtered colimits
in A, and the tensor condition together with Yoneda imply the enriched universal
property.

Definition 3.2. Call a weight f : D — W* finite if
(1) Ob D is finite;

(2) D(d,d') is finitely presentable for all d and d';
(8) fd is finitely presentable for all d.

This definition in the symmetric one ob Ject case agrees with that of [3]. More-
over, this definition makes colimits given by finite weights with D = u exactly finite
tensors as in Definition 2.1.

We say that a W-category A is finitely complete if A has all limits with finite
weights. It is routinely verified that the proof of Theorem 3.1 may be adapted to
incorporate finiteness giving ‘

Theorem 3.3. If W islfp, o W -category has finite limits of and only if it has finate
cotensors and finite conical limits. A W -functor between W -categories with finite
limits preserves finite limits if and only if it preserves finite cotensors and finite
conical limits.

Theorem 3.4. 4 W-category A with finite cotensors has (finite) conical limits
ezactly when each Ay has, and each zth— : A, — A, preserves, (finite) conical
limits.
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Corollary 3.5. 4 W -category is cocomplete if and only if it has finite tensors and
all conical colimits.

For pointwise small 4 (meaning each A, is small), the limit in the definition of
P A need not be defined. However, supposing A has finite tensors, we can define a
W-category FC (P A) whose objects over u are the finite cotensor preserving WeP-
functors from A°? to *W, and which for many purposes can play the role of P A.
Given finite cotensor preserving k : A°? — W and k : A% — *W, we define
FC(P A) (h, k) by the limit in W(u,v) over all a and @’ in Ay of (1). If A is small,
FC(P A) is a full sub-W-category of P A.

§4. LOCALLY FINITELY PRESENTABLE W-CATEGORIES

Our goal in this section is to give an intrinsic definition of a locally finitely
presentable W-category and to show that the Gabriel-Ulmer biequivalence of (1,
Theorem 4.3] may be re-expressed directly in terms of W -categories in the usual
formof 4 v Ay, the full sub-W-category of finitely presentable objects, with inverse
T + Lex (P T), the full sub-W-category of PT consisting of those W°P-functors
that preserve finite limits. All of our results extend from “finite” to “a -ary”, but
we restrict to the finite case for convenience.

Definition 4.1. An object a of A is finitely presentable if Ala,—) : A — W™
preserves filtered colimits.

Observe that a is finitely presentable precisely when Ala, =) : Ay — W(u,u)
preserves filtered colimits.

We denote the full sub-W-category of 4 determined by the finitely presentable
objects of A by Af. Observe that A 7 1s closed in A under finite tensors:

Definition 4.2. A pointwise small full sub-W-category G of a W-category A with
inclusion j : G — A is called strongly generating if G is closed under finite tensors
in A and for any f:a — bin Ay, if A(g, f) : A(g,a) = A(g,b) is an isomorphism
for every g in Gy, then f is an isomorphism. '

Observe that this does not exactly generalize the usual definition for syminetric
one object W. The reason is size: if Ob W is large, then closing a pointwise small
- W-category under finite tensors may give a W-category that is not pointwise small;
but we will need that fact, so we assert closure under finite tensors.

Definition 4.3. We shall call a W-category A locally finitely presentable (or lip)
when it is cocomplete and has a strong generator G C A f

Corollary 4.4. If B is a full reflective sub-W -category of Ifp A with finitary inclu-
sion, then B 1s lfp.

Definition 4.5. A pointWise small full sub-W-category G of A, with inclusion
7 : G — A, that is closed under finite tensors in A is called dense if ; : A — FC (PG)
is fully faithful. o

Observe that if 4 is Ifp and finitely complete, then a pointwise filtered colimit
of finite limit preserving functors into A preserves finite limits.
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Proposition 4.6. For any cocomplete A, Ay is closed under finite colimits.

Proposition 4.7. The closure under finite colimits of ¢ pointwise small fidl sub-
W-category G that is already closed under finite tensors in a finitely cocomplete
W -category A is pointwise small.

Theorem 4.8. Let A be lfp, G C As a strong generator of A, with z tAp = A
the inclusion. Then , , ' .
(1) Ay is the closure of G in A under finite colimits, and Ay is pointwise small
and finitely cocomplete;
(2) for allain A, the maps §: g — a with g in Ay express a as a filtered colimit
wm A of

z2yd : zyfa— Ay (ea = u),

where d : zy/a — Ag, 1s the projection from the comma category;

(8) the colimits in (2) are preserved by 7 and present Ay as a dense sub-W-
category of A;

(4) #: A — FC(P Ay) is finitary with left adjoint colim(—, z);

(5) A 1s complete;

(6) the replete image of % is Lex(P Ay), so Z induces an equivalence A o
Lex (P Aj).

Corollary 4.9. The following are equivalent properiies of a cocomplete W -category
A:
(2) Ay dense;
(3) Ay stongly generating;
(4) A a full reflective sub-W -category of some FC (PT) with T pointwise small
with finite tensors and with the inclusion A — FC (PT) finitary. (Here,
cocompleteness of A 1s automatic.)

Proposition 4.10. If A is Ufp so s Ay; and Aug = Ay,. Conversely, a cocomplete
A is Up if Ay is Up for all w and zh — ezists and preserves filtered colimits for all
finitely presentable z.

It follows from Proposition 4.10 that our definition of locally finitely presentable
W-category agrees with [1, Definition 4.2(2)], and our construction A — A 7 agrees
with that of {1, Theorem 4.3]. So, together with the construction T +— Lex (PT)
we have the biequivalence W-Rex ~ W-Lip of [1, Theorem 4.3], between pointwise
small finitely complete W-categories and locally finitely presentable categories.
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I Introduction

On sait depuis Lawvere que certains concepts propres aux structures algébriques ont leurs analogues
en termes de « théories de Lawvere » : citons par exemple les travaux de Linton sur les théories de
Lawvere commutatives, de Freyd sur le produit tensoriel de deux théories de Lawvere ou encore de
Lawvere sur les théories de Lawvere affines.

Je reprends ici I'essentiel de ma thése publiée dans Diagrammes, volume 26, qui s'inspirait de la thése
de Lawvere publiée dans les Lecture notes in Math. n° 61.

Pour aider & comprendre ce qui suit, je me propose d’en indiquer la traduction dans un cas particulier
familier.

Soient K et K deux corps commutatifs tels que K’ est une extension de K de degré r.

Notons K-Vect (resp. K'-Vect) la catégorie des K - espaces vectoriels (resp. des K- espaces vectoriels)
et Ty (resp. Tx) la théorie de Lawvere des K - espaces vectoriels (resp. des K'- espaces vectoriels).
Sih:K -» K est 'homomorphisme de corps présentant K’ comme une extension de K, nous notons :
® H: Tx — Tx son prolongement aux théories de Lawvere,

® Mod(H): K'-Vect — K-Vect le foncteur « oubli »,

® Ly Vadjoint 2 gauche de Mod(H).

On sait alors que pour tout K - espace vectoriel E, on peut présenter Mod(H)(Lu(E)) soit comme un
produit de r copies de E, soit comme une somme de r copies de E, et ceci naturellement en E ; ce que
nous noterons Mod(H) ¢ Ly = (-)ret Mod(H) e Lu = r ().

On sait également que Mod(H) a un adjoint a droite.

On sait enfin qu'il y a deux fagons d’exprimer que K’ est une extension de degré rde K :

1. on considere K’ comme I'ensemble des r-uplets de K sur lequel on définit une loi de composition
qui lui confére une structure de corps.

2. il existe a n'appartenant pas & K et vérifiant une équation polynomiale P a coefficients dans K, de
degrér, tel que K’ = K(ot) = le corps de rupture de P.

Appliqués & ce cas particulier, les résultats qui suivent démontrent que le premier point de vue est

une conséquence de I'équivalence Mod(H) e Ly = (-);, alors que le second est une conséquence de
I'équivalence Mod(H) s Lu =r (-). '
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II But du travail

Dans toute la suite, r est un entier naturel non nul fixé, T et T’ sont deux théories de Lawvere et
H:T T est un homomorphisme de théories ; enfin Mod(T) et Mod(T") sont les catégories de
modgles (ou algébres) de T et de T'. Nous noterons Tn (resp. T™™) les objets de T (resp. de T) et (na
(@) : To> Thcign (resp. (Tn(i) : T = T')1<1¢n ) les projections canoniques dans T (resp. dans T).

Diagrammatiquement, en notant Y (resp. Y’} le plongement de Yoneda de T°¢ dans Mod(T) (resp. de
T’ep dans Mod(T")) et Ly I'adjoint a gauche de Mod(H), nous sommes donc dans la situation suivante :

, Mod(T’)
T Trop Y >
N A
| |
H Her, Lu | Mod(H)
| |
i i
Top
> Mod(T)
N

Nous voulons caractériser syntaxiquement les deux propriétés sémantiques : Mod(H) e Ly = (-)7 et
Mod(H) e Luzr (-).

III Caractérisation de la propriété Mod(H) e Ly = (-)

1. Caractérisation sémantique.
Nous établissons le résultat suivant :

Proposition 1.

Les deux assertions sutvantes sont équivalentes :

1. Mod(H) » Ly = (), '

2. Lu g un adjoint d gauche U telquel’ o Ly =r ().

Sans entrer dans les détails de la démonstration, il est facile de voir que r Y(T™) est un objet librement
engendré par Y/(I'™) relativement & Ly. Comme Yo est dense dans Mod(T) et Mod(T) est co-
complete, on en déduit que tout modele de T” engendre un modele libre de T relativement a Ly : d’oti
Yexistence d’un adjoint a gauche L’ de Ly qui, par construction, se restreint aux théories le long des
plongements de Yoneda.

2. Caractérisation syntaxique.

D'aprés ce qui précede, si Mod(H) o Ly = (-)r, I'adjoint & gauche de Ly se restreint aux théories. Cette
restriction est un adjoint & gauche de Her et, par dualité, on obtient un adjoint a droite de H.
Précisément : :

Proposition 2.

Les deux assertions sutvantes sont équivalentes :

L Mod(H) e Ly = (-), .

2. H aun adjoint & droite D qui commute donc aux produits et quivérifteD e H= (), .
(D n'est donc pas un homomorphiisme de théories de Lawvere si x> 1)
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Diagrammatiquement, nous avons donc :

T Trop X > Mod(T’)
P A DA
o Lo
a1l |p Derl + Hor L v;LH Mod(H)
= 3
Vi Yo
T Top M
> Mod(T)
Y

3. Description de la catégorie de Kleisli associée a 'adjonction (H,D).

L’adjonction (H,D) entre les catégories T et T* définit une monade M = (M,0,v) sur T dont
I'endofoncteur est M = D o H = (-)r. Soit KL(M) la catégorie de Kleisli de cette monade.

Nous noterons (Hm : T — KL(M) , Dy : KL(M) — T) Fadjonction canonique, —»ky. les fleches de la
catégorie de Kleisli et ex;. sa loi de composition. Nous démontrons alors les résultats suivants :

Proposition 3.

La catégorie de Kleisi KL(M) est canoniquement munie d une structure de théorie de Lawvere, le foncteur
Dy commute évidemment aux produits et on a D o Hm = (). De plus, le foncteur de comparaison
K: KL(M) — T’ est un isomorpfhisme de théories de Lawvere (tel que D ¢ K = Dy et K¢ Hy = H).

Considérons T: le graphe des r-uplets de T de fleches ayant méme domaine et méme codomaine. On
remarque qu'une fleche f: T —iq. T de KL(M) est une fleche f: T» — Tor de T, i.e. sidentifie & un -
uplet (f; : Tn > T™), _, ... On établit alors que:

Proposition 4.

A toute monade M surT d’endofoncteur (-)r sont associés :

- une structure de théorie de Lawvere sur T,

- un fomomorphisme de théories Hy: T — T,

- un isomorpfitsme A : KL(M) — T, tefqueA e Hy = H,.

Réciproquement, si le graphie T, des r-uplets de T est convenablement muni d’une structure de théorie de
Lawvere, alors on peut lui associer une monade M surT telle que KL(M) est somorplie & Ty -

Nous avons donc établi que, si H: T — T’ est un homomorphisme de théories de Lawvere admettant
pour adjoint & droite un foncteur D qui commute aux produits et qui vérifie D e H = (-)*, Ia théorie T’
est isomorphe & une théorie de r-uplets de T : c’est le premier point de vue rappelé¢ dans la section.I
Nous disons, dans ce cas, que le couple (H,T"), ou simplement T, est une extension gauche de T.

Par exemple, on montre que les extensions gauches de degré r de la théorie de Lawvere Tens de Ens
sont exactement les théories de Lawvere des systémes associatifs de r-1 semi-groupes étudiés par L.
Coppey dans [1]. :

IV Caractérisation de la propriété Mod{H) e Lu=r (-}

1. Caractérisation sémantique. .
Nous établissons le résultat suivant :
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Proposition 5.

Les deux assertions sutvantes sont équivalentes :

1. Mod(H) e Ly =1 (),

2. Mod(H) a un adjoint a droite R tel que H o R = (-,

Ici, existence d’un adjoint & droite de Mod(H) est une conséquence d'un résultat plus général da a
Diers {voir [2] (1976)) et Lair (voir [3] (1979))

2. Caractérisation syntaxique.

Il est facile de voir que, dans ce cas, c’est le foncteur Mod(H) qui se restreint aux théories le long des
plongements de Yoneda. Cette restriction est un adjoint a droite de Hop qui, par dualité, fournit un
adjoint & gauche de H. Précisément :

Proposition 6.

Les deux assertions sufvantes sont équivalentes :

1. Mod(H) e Lu=r(-),

2. H a un adjoint & gauche G qui commute aux produits et qui vérifieG e H= (),
(G n’est donc pas un fiomomorphisme de théories de Lawvere si v > 1)

Diagrammatiquement, nous avons donc :

T Trop Y > Mod(T")
y A
Gl g He! | Ger Lu! ;Mod(H) R
o 2
W ‘N
T Top A
> Mod(T)
Y

3. Description de la catégorie de Kleisli associée a "adjonction {(G,H).
L’adjonction (G,H) entre les catégories T et T’ définit cette fois une co-monade M’ = (M’,0",v") sur T
dont I'endofoncteur est M" = G » Hz (-)%. Seit KL(M") la catégorie de Kleisli de cette co-monade. Nous

utiliserons des notations analogues a celles de la section I1I.

Proposition 7.

La catégorie de Kfeishi KL(M’) est canoniquement munie d’une structure de théorie de Lawvere, le foncteur
Gy commute aux produits et on a Gw ¢ Hw = (-). De pliss, le foncteur de comparaison K : KL(M) — T
est un isomorpfiisme de théories de Lawvere (tef que D o K = Dy et K o Hy = H).

On observe ici que les projections canoniques (w:(i) : Tr — T),,., constituent une famille de fleches
«unaires » (a;:T =y T)g, dans KL(M). On note [a]=[a;];, =Id(T™):T" = TT
et on démontre '
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Proposition 8.
La théorie de Lawvere KL(M') est [a plus petite théorie de Lawrvere engendrée par T et o famille o de
Sleches unaires vérifiant les équations susvantes :

(e;) Hy(Vr)ey [al= () o [al,
(e;) Hy (@' Yoy [a]=Hyg(Id).

Nous avons donc établi que, si H: T — T’ est un homomorphisme de théories de Lawvere admettant
pour adjoint & gauche un foncteur G qui commute aux produits et qui vérifie G e H = (-)7, la théorie
T’ est isomorphe 2 une théorie que 'on peut considérer comme étant une théorie de rupture des
équations (e1) et (e2) : C'est le second point de vue rappelé dans la section I. Nous disons, dans ce cas,
que le couple (H,T"), ou simplement T, est une extension droite de T.

Par exemple, on montre que les seules extensions droites de degré 2 de Tgqs sont les théories des M-

ensembles olt M, i =1, 2, est le monoide & deux éléments a; et o, tels que:
o0y =aay =0y, pourtout1<j<2,
)0ty =0y , sii=1,

Oy =0, , 8Ii=2,

V Monadicité des extensions de théories de Lawvere

Signalons tout d’abord une propriété des monades et co-monades que nous considérons.

Proposition 9.
S0it T une théorie de Lawvere. Une monade M = (M=(-y,0,v) (resp. une co-monade M’ = (M=(- Lo, V') ) est
completement déterminée par les seules données de o et de vy, (resp.de o'y et de v )

Ainsi on peut dire que ces monades (resp. co-monades) sont « esquissables » : soit E (resp.E") leur
« esquisse » {ce n’est donc rien d’autre que le premier cran de la monade (resp. de la co-monade)).
Considérons alors ThéoL la catégorie de toutes les théories de Lawvere, ThéoExt la catégorie dont les
objets sont les couples (T, T”) oit T est une théorie de Lawvere et T’ en est une extension gauche {par
exemple).et appelons Ule foncteur oubli de ThéoExt dans ThéoL : Ua un adjoint a gauche.

En effet, si Te ThéoL on peut faire le produit tensoriel d’esquisses de T avec E. On obtient une
esquisse TOE qui engendre une théorie de Lawvere : soit Tg cette théorie. Par construction, Tg est
munie d"une monade d’endofoncteur (-)r, ¢est donc un élément de ThéoExt et il est facile de voir que

c’est la théorie librement engendrée par T relativement 2 U, d’oit 'existence d’un adjéint a gauche de
U. Cette adjonction définit une monade sur ThéoL que nous noterons M.

Proposition 10
Le foncteur U est monadique, i.e. la catégoric ThéoExt des couples de théories de Lawvere (T, T7) o T" est
une extension gauche de T est équivalente & [a catégorie des algébres de M.

On montre de la méme fagon que la catégorie dont les objets sont les couples (T, T’) ot T est une

théorie de Lawvere et T” en est une extension droite est équivalente a la catégorie des alg2bres d'une
certaine monade de ThéolL.
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Finitary Sketches and o-Coherent Theories

P.T. Johnstone
Department of Pure Mathematics, University of Cambridge

In his lecture at the European Colloquium of Category Theory in July 1994
(cf. [7]), JiFi Rosicky investigated the question of which categories can occur as the
category of (set-valued) models of a finitary sketch (that is, a sketch in which all
distinguished cones and cocones are finite). He observed that this class is strictly
larger than the class of model categories of (finitary) coherent theories, although
it is contained in the class of model categories of all geometric theories (the latter
_correspond exactly to ‘geometric sketches’, that is sketches in which all distinguished
cones are finite, though the cocones may be arbitrary).

There is a known characterization of a class of ‘coherent’ sketches having exactly
the same expressive power as the class of coherent theories: they are the sketches
in which all cones are finite, and all cocones are either finite and discrete or ‘regular
epi specifications’ (see [5], page 42). However, finding a class of theories which
have the same expressive power as finitary sketches has appeared to be a harder
problem. In [7], Rosicky and Addmek provide one possible answer, which they
call the class of basic transitive-hull theories; however, the description of this class
is somewhat cumbersome. The main purpose of this note is to show that there
is a ruch simpler answer; moreover, it is not at all hard to prove, and it has in
principle been known for over twenty years (specifically, since the publication of
[2]). Before this, however, we shall give a rather simpler example than Rosicky’s
of a finitarily sketchable category which cannot be the category of models of any
(finitary) first-order theory.

It is well known that the class of models of any finitary theory is closed under
ultraproducts (Loé’s Theorem, see [1], Proposition 5.18); but this does not yield
an abstract categorical property of the category of models of such a theory, since
ultraproducts cannot be characterized by a universal property. (Thus the knowledge
that a category of structures for a particular first-order language is not closed under
ultraproducts shows that it cannot be axiomatized by finitary formulae in that
language, but leaves open the possibility that it might be so axiomatizable in a
different language.) However, the following simple observation enables us to obtain
an abstract categorical criterion.

Lemma 1 Let (4; | i € I) be a family of first-order structures of a given type, and
U an ulirafilter on the set I. Then the ultraproduct []; Aut(4;) of the automorphism
groups of the A; embeds as a subgroup of the automorphism group of the ultraproduct

Tas As.

Proof Clearly, a family (o | i € I) of automorphisms of the A; induces an au-
tomorphisin of the product [];<; Ai; and any such automorphism will respect the
equivalence relation by which this product has to be factored to obtain the ultra-
product [];, A;, and so induce an automorphism of this ultraproduct. Moreover,
two families (g | ¢ € I) and (f; | ¢ € I) will induce the same automorphism of the
ultraproduct iff the set {i € I | a; = f;} belongs to the ultrafilter U. O
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Thus, given a category C, if we can find a property P of groups which is satisfied
by the automorphism groups of all objects of C and inherited by subgroups, together
with a family (4; | i € I) of objects of C and an ultrafilter & on I such that
[1; Aut(A;) does not have property P, then C cannot be the category of models of
any first-order theory. For example, we have

Corollary 2 Let C be the category of connected Z-sels: that is, pairs (A,s) where
A is a set and s is a permulation of A such that the coequalizer of s and the ideniily
s a singleton. Then C is finitarily skeichable, but is not the category of models of
any finilary first-order theory.

Proof It is trivial to construct a finitary (indeed, finite) sketch for C. However, the
objects of C are (up to isomorphism) just the integers Z (with s(n) = n+1) and the
finite cyclic Z-sets Z/nZ; so it is easy to see that every automorphism group in C is
either finite or torsion-free. However, if we take any nontrivial ultraproduct of (the
automorphism groups of) the finite cyclic Z-sets of even length, we shall obtain an
infinite group containing an element of order 2. 0

The method of Lemma 1 can also be applied to endomorphism monoids, instead
of automorphism groups; one reason for preferring groups is that it bypasses any
argument about whether the morphisms in a category of models should be taken
to be homomorphisms or elementary embeddings. However, it does not work in all
cases where one might wish to use it. For example, the category of connected graphs
seems unlikely to be axiomatizable by any finitary theory; but the full permutation
group on any set can occur as the automorphism group of a connected graph (for
example, a complete graph), so any group can occur as a subgroup of such a group.

Another interesting example of a category where the method does work is the
category of finite sets and surjections. It has been known since 1976 that this is
the category of models of a geometric theory ([3]; see also [4], Theorem 4.11). In
fact it can be axiomatized as follows: take a signature with one sort and one n-ary
relation symbol R, for each n > 0, together with the following axioms: '

. (R,,(ml, ceey :En) l‘zl,...,w“,y V(y = :!:,'))

i=1
for all n > 0 (including the sequent (Rg by L), which says that if Ry holds then the
" underlying set of the structure must be empty),
| (Ra(@1,-- 1 2n) Far, o on Ren(@715 2 7m)
whenever f: {1,2,...,m} -—»_{1,»2,...,71} is a surjection,
(Rag1(®1,- s 2oy n) Fay, o Bol®1, .-, 20))

for each n > 1, and finally

(TH V(3xl,---,xn)Rn(:vl,...,w,,)) i

n20

In this case we may simply take the group-theoretic property P to be that of
finiteness. The theory presented above is not a basic transitive-hull theory in the
sense of [7], and it is not at all clear at first sight whether it is sketchable by a
finitary sketch. Nevertheless, it will follow from our main result, on whose proof we
now embark, that it is so sketchable.

We shall call a geometric theory o-coherent if (like the theory presented above)
its axioms involve only (finite or) countable disjunctions. We shall also use the
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term o-pretopos for a pretopos with countable coproducts which are disjoint and
pullback-stable; clearly, o-pretoposes are the appropriate class of categories in which
to study models of o-coherent theories. The basic transitive-hull theories introduced
in [7] are o-coherent; so from that paper one may extract a proof of

Proposition 3 For any finitary skeich 8, there ezisls a o-coherent theory T such
that, for eany o-pretopos C, we have an equivalence between the categories of S-models
and of T-models in C. (]

Our aim is to show that the converse of Proposition 3 is true; but we shall have
to restrict our attention to models not in arbitrary o-pretoposes but in those toposes
which have countable coproducts (and are therefore o-pretoposes). However, since
this class of categories includes all Grothendieck toposes, it seems large enough for
practical purposes.

‘ Given a o-coherent theory T, we first construct its syntactic category Cy, and
then enlarge this to a o-pretopos Py by freely adjoining first countable disjoint
unions and then quotients by equivalence relations. This is the case & = w; of the
construction described in section 8.4 of [6], from which we deduce

Proposition 4 For any o-coherent theory T and any o-pretopos C, there is an
equivalence of calegories

T-Mod(C) ~ o-PreTop (Py,C)

where the right-hand side denotes the calegory of o-pretopos morphisms Py — C
(that is, funciors preserving finite limils, images and couniable disjoint unions) and
natural transformations between them. &

S0 we are reduced to proving

Proposition 5 For"any small o-pretopos P, there is a fintlary skelch whose models
in countably cocompleie toposes correspond to o-prefopos morphisms defined on P.

Proof Consider the countable copower N = [] 1 of the terminal object of P.
As in any category with countable coproducts, N comes equipped with morphisms
0:1— N and s: N — N making it into a natural number object in the sense of
Lawvere; hence it is also a natural number object in the sense of Freyd [2], i.e. the
diagram

1 N N
is a coproduct and
s
N - SN 1
1

is a coequalizer. Thus if T: P — £ is a functor from P to a topos which preserves
the terminal object and these two colimit diagraimns, then T(N) is a natural number
object in the sense of Freyd, and hence also in the sense of Lawvere, in £. Even in
a topos, a natural number object need not be a countable copower of 1; but if the
latter exists, then it must coincide with the natural number object. Hence any such
functor to a countably cocomplete topos must preserve the countable copower of 1.

Now let {4, | n € N) be an arbitrary countable family of objects of P. Then
the coproduct A = [],cn An is characterized up to isomorphism by the existence
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of morphisms v, : A, — A and p: A — N making

Vn
Ay ———3 A

|

a pullback square for each n; so if our functor T also preserves pullbacks, it will
preserve all the above squares, and hence preserve arbitrary countable coproducts.
Thus we obtain our desired finitary sketch § by taking its underlying category to
be P itself, with all finite limit diagrams as distinguished cones, and the distin-
guished cocones consisting of all coequalizers of equivalence relations in P (these,
in conjunction with the finite limits, will ensure that models of § preserve images),
plus the two particular colimit diagrams displayed above. (Alternatively, we could
simply take the distinguished cocones to be all finite colimit diagrams in P; it is not
hard to verify that a o-pretopos morphism preserves the construction of transitive
hulls of relations, and hence preserves all finite colimits.) ]

p
Vn
> N

We conclude by remarking that if § is any sketch involving finite distinguished
cones and countable cocones, then the standard construction of a geometric theory
having ‘the same models’ as § yields one which is o-coherent; so Proposition 5
implies that such sketches have no more expressive power, at least where models in
countably cocomplete toposes are concerned, than finitary sketches.
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Les esquisses en topologie algébrique?

Tim Porter
School of Mathematics,
University of Wales Bangor,
Dean Street, Bangor, Gwynedd, LL57 1UT
Pays de Galles.

Enumérons quelques problémes de base en topologie algébrique :

PROBLEME 1 : Construire des “modeles algébriques” des espaces topologiques ( ou
habituellement des CW-complexes) qui codent une partie de la structure ‘géométrique & une
homotopie prés’ de ces espaces de maniére plus ou moins exacte.

[ On peut dire : construire une catégorie de ‘modeles algébriques’ ModAlg et un foncteur

F: Espaces — ModAlg
tels que si f ~ g, F(f) = F(g).]

PROBLEME 2 : Etudier ces moddles algébriques et le foncteur F' :
a)Le foncteur F a-t-il un adjoint & droite - un foncteur “espace classifiant”, B?
b) Existe-t-il un produit tensoriel ® dans ModAlg tel que

F(X xY) F(X)® F(Y)?

¢) Comment peut-on faire des “calculs” dans ModAlg?
Par exemple: peut-on décrire F(S1), ol S! est le cercle, ou F(X), X étant construit par
recollment de parties plus simples?

PROBLEME 3 : Si un tel foncteur B existe, il y a:

a) le probleme d’identification des espaces X tels qu’il existe C' € ModAlg et X ~ BC.

b) I’étude de la “géométrie” des espaces BC. Souvent 'espace classifiant BC classifie quelque
chose ! ,

¢) le probléme de I'interprétation des morphismes

f:X — BC.

Souvent une structure sur BC induit une structure sur X, et donc les morphismes de X en
BC classifient les “C-structures” sur X. ‘
On espére toujours que si on comprend :
. ] P
(1) la structure algébrique des “algébres” C;
(ii) la structure “géométrique” des espaces BC;
(iii) les unités et co-unités

X —- BFX I'BC — C,
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on va “deviner” la structure géométrique de X.)
Etude d’un exemple “béte et simple”.

Si X est un espace pointé (par 2o € X), on pose : F(X) = m1(X) = groupe fondamental de
X.

On a donc ici : ModAlg = Groupes

Il y a trois aspects “géométriques” :

(i) la correspondance de Galois - Poincaré entre les sous-groupes de 7;(X) et les revétements
de X;

(if) BG existe et classifie les G-torseurs:

(iii) m1(X) est ’ensemble des composantes connexes de ’espace QX de lacets de X. (Un lacet

est une application continue
w:{0,1]— X

telle que w(0) = w(1) = =o.)

Nous allons voir que cet espace {1.X n’est pas un groupe, mais un ‘groupe & une homotopie
prés’.

Si G est un groupe, la multiplication

Gx G -G

est associative. En particulier, soit

A G = G

Papplication
)\n(glv fee 7gn) =g1...Gn-

Il y a un diagramme commutatif indexé par les entiers n > 0 et tel que G™ correspond & n, et
sim =1y 4 .1y, il y a une application

Ary X oo X Ay t G — G™.
L’espace de lacets 2X est muni d’une multiplication naturelle
A2 X x QX — QX

définie par

' / _j wi(2t) siogts%
/\2\w1,w2)(t) - { (;)Q(Qt _ 1) si _é_ <t<1.
Soit
An (X)) — QX
' . ) . 1—1 1 .
Anlwiy . wp)(@) =wi(nt —i+ 1), sit € [-l—?l—,%] clo,1},i=1,:..,n
Sim=ry+...+ 1, application |

Ary X o X Apy £ (X)™ — (QX)

est continue, mais le diagramme qui en résulte est homotopiquement cohérent, et non pas
commutatif.
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En général, les modales algébriques ne sont pas strictement “algébriques”. Leurs théories sont
a plusieurs sortes, d’otlt I'intérét possible d'utiliser les esquisses.

PROBLEME 4 : Etudier les structures “algébriques & une homotopie cohérente pres”, par
exemple, cette structure sur Q.X.

(Probleme trés difficile: voir des articles de

MAY, [9], STASHEFF [12], SEGAL [11] pour les structures de groupe et de monoide,
BOARDMAN et VOGT [2] pour les structures & plusieurs sortes.)

n-types

71(X) code le I-type de X. (Si X est un CW-complexe et X2 est son 2-squelette,
m(X?) = my(X).

ainsi 71(x) ne dépend pas des dimensions supérieures.)

PROBLEME 5 : (J.H.C.Whitehead, 1950, [13])

a) Trouver des “algébres” qui codent les n-types, n > 2, de maniére exacte:
F,:CW — ModAlg

f~g= Ff)= F(9),
Fn(A}(n+1) = -F"Il(.'Xv.);

et de plus
(X)) F(Y) = Xt oyt

b) Analyser comment on peut lier F, et Fyyy.
Les modules croisés

Dans le cas n = 2, MacLane et Whitehead (1950) , [8], ont trouvé un modele exact, les
modules croisés, cf. Brown and Spencer, [3] ).
Un module croisé (& gauche) est un triplet (C, P,u), ot C et P sont des groupes avec une
action (3 gauche) de P sur C, notée (p,c) — Pc, et j est un homomorphisme de groupes, tels
que .
MC1) p(Pe) = pufc)p™? ceC,pe P;
MC2) #ee! = ecle™! c,c’ € C.
Exemples : ' :
1. Si N4 G, i: N — G est un module croisé.
2. §i M est un G-module (4 gauche) et 0 : M — G envoie chaque élément sur eg, (M, G,0)
est un module croisé. A
3. Si G est un groupe et Aut(G) son groupe d’automorphismes, il y a une action évidente de
Aut(G) sur G. Soit

i:G — Aut(G)

I’homomorphisme de conjugaison intérieure, qui envoie g vers i, oil

ig(g1) = gmg ™"
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Alors (G, Aut(G), 1) est un module croisé.
4. Soit p: E — B un espace fibré pointé et ¢ : ' — E Dinclusion de la fibre F' = p~*(bo).

(i) 1 (F) — m(FE)
est un module croisé.

I y a deux autres structures équivalentes & celle de module croisé.
Soit (G, s,b) un systéme oll G est un groupe et s,b: G — G sont des homomorphismes, tels
que
2 _ . _ 2 __
sf=s sb=15b bs=1b b*=b

et [ers, Kerb] = 1; on dit que (G, s,b) est un cat!-groupe, cf. Loday, [7].
Un tel systéme équivaut a une catégorie interne a Groupes. Soit O = I'ms = I'mb,

G 50

incl

est le graphe sous-jacent a une catégorie interne, [3].

Les 2-types sont classifiés par les modules croisés, mais ...

PROBLEME 6 : (i) Comment classifier les modules croisés?

(ii) Développer la théorie des modules croisés ( peut-étre en paralléle A la théorie des groupes
e automorphismes;
¢ permutations;
e représentations.)

Pour classifier les modules croisés, il faut les “calculer”, mais comment faire? A Bangor
on espére utiliser les systeémes comme AXIOM, GAP. MAGMA, mais il faut comprendre les
types de données correspondant & ces structures “algébriques”. Ici encore, faut-il utiliser les
esquisses pour la spécification de ces objets?

PROBLEME 7 : On a vu que QX est un modele h.c. de I'esquisse des groupes. Est-ce que
QF — QF

est un modeéle h.c. de I’esquisse des modules croisés? [Un résultat de Friedlander, [6], in-
dique peut-étre 'analogue h.c. de MC1)] Mais bien siir, il faut donner un sens plus précis a
I’expression “modéle homotopiquement cohérent”. Pour les esquisses projectives, I'idée serait:

e le graphe de S est envoyé sur un diagramme homotopiquement cohérent {cf. Cordier,
[4]);

e les cémes sont envoyés sur les cones h.c. des limites homotopiques (cf. Bourn-Cordier,
[11).
Pour modeler les n-types pour n > 2, on a besoin de structures plus compliquées. Les

structures suivantes sont équivalentes:
e cat™ l-groupes (Loday, [7));
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o (n - 1)-uple catégories internes a Groupes;
o (n - 1)-cubes croisés (Ellis - Steiner, [5]).

Soit < n >={1,...,n}.
Un n-cube croisé en groupes est la donnée:

e pour chaque A C< n > d’un groupe My;

e pour chaque A C< n > et i €< n >, d'un morphisme
pis Mg — My_gy;
et
e pour chaque A, B C< n >, d’une application
h:Myx Mg — Maug,
(si AC B, on écrit ®b = h(a,b)b,a € Ma, b€ Mp)

qui satisfont aux axiomes suivants : ( olt a,¢’ € M4, b.V' € Mp, c € M¢)

1. ma=a siig A;

2. pipga = g

3. pih(a,b) = hp;a, p:b);

4. h(a,b) = h(p;a,b) = ha, ;) siie An B;

5. ha,d) = [a,a);

6. h(a,b)= h(b,a)7Y;

7. h{e,b)y=1sia=1oub=1;

8.  h{ad,b) = °h(d’,b)h(c,b);

9. R(a,bd"y = h(a,b) bh(a,b');
10.  eh(h(a=,b),¢) h(h(c™Y,a),b) *A(A(b71,¢),a) = 1;

11. *h(b,c) = h{ b, *¢) siACBNC.
Ces axiomes sont une version abstraite des régles de calcul des commutateurs dans les groupes
[a,b] = aba™ 071,
(cf. Porter, [10]).

Comment faire des calculs avec de tels objets? Quels types d’algorithmes peut-on utiliser?
Est-ce qu’il y a des versions “globales” de Todd-Coxeter ou est-ce qu'il faut toujours utiliser
des calculs dans les différents groupes M 4, utilisant la structure globale pour “'intégration” de
cette information “locale”? Peut-étre faut-il utiliser les esquisses pour “controler” le passage
de Paspect “local” & I'aspect “global”? '
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Representation and computation for crossed modules

Ronald Brown
School of Mathematics

University of Wales, Bangor
Gwynedd LL57 1UT, U.K.

Introduction

A crossed module consists of a morphism of groups p : M — P together with an action of the
group P on the group M, written (m,p) — mP, satisfying the two axioms

¢ CM1) p(mP) = p~(um)p,
o CM2) m™Inm = n#™,

for all m,n € M, p € P. Such a crossed module is thought of as a “2-dimensional group”, in
which P is the 1-dimensional part, and M is the 2-dimensional part. Thus the use of crossed
modules is the first stage in a programme of

Higher dimensional group theory.

This idea of generalising methods of group theory to higher dimensions can be seen as one
of the intuitions behind a considerable part of J.H.C. Whitehead’s work on homotopy theory
[19, 20, 21], in which the notion of crossed module was first defined [20]. Any problem of
representation, presentation and computation for groups applies with even more force for
crossed modules.

1 Representation for crossed modules

This has two parts:
¢ objects,
e constructions.

One aspect of the problem is that whereas there is essentially one category of groups, there
are at least five categories of equationally defined algebraic structures which are equivalent
to crossed modules, namely: ‘ o

1. catl-groups [16],
2. group-groupoids [9],

3. reduced double groupoids with connection [10],
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4. simplicial groups with Moore complex of length 1 [16],
5. reduced simplicial T-complexes of rank 2 [13, 1, 17].

These categories have various geometric models. Thus crossed modules intuively corre-
spond to the cell structure of a disc e®Ue! Ue?, reflecting the way they arose as second relative
homotopy groups [20]; cat!-groups and group-groupoids corrspond to the cell structure of a
disc €} U el, U e?, with two cells in dimensions 0 and 1, and one cell in dimension 2; dou-
ble groupoids correspond to squares, and simplicial groups of the kind stated to 2-simplices.
There is also a polyhedral version, which allows rather general kinds of geometric objects [15].

The question at issue is which category to use to represent a given object, and to compute
constructions.

2 Computation

Computation is often concerned with changing representations, and in this respect there have
been enormous advances over the years. Thus the various elementary change of representa-
tions of numbers in for example 6 = 2 x 3,5 = 2 + 3, develop over the years into substantial
numerical computation.

Other important elements in the development of computing were the necessity of dealing
with data, and the use of graphical representation of geometric objects and structures.

The next stage deals with changes of representation of the kind of 22 — y% = (2 — y)(z + v)-
This leads to the development of symbolic computation.

The problem now is how to make computers deal adequately with the change of repre-
sentation of the type indicated by the six or seven equivalent categories hinted at above. Of
course, the corresponding categories and the various equivalences of categories become much
more complicated in dimensions higher than 2. This itself is one reason for hoping for some
help from computational methods.

Another reasons for hoping for computational help is that some constructions are much
more easily handled in one category rather than in another. For example the notion of tensor
product is easily defined for double groupoids as follows. If 4, B, C are double groupoids, then
one defines a bimorphism f : A, B — C to be a function on pairs of elements (i.e. of squares)
such that equations of the following form hold:

flaoid,b) = f(a,b)o; f(d',b),
fla,b0; 8y = f(a,b)o; f(a,b').

The tensor product of double groupoids A, B is then given in the usual way by the universal
bimorphism

AB— A®B.

This is the method adopted in [5].

The problem is then how to handle this tensor product in the other categories which are
equivalent to double groupoids with connection. Since the equivalences are defined canonically
and explicitly, it would be nice if the translation could be handled by computer.

The problem of translation of tensor products is solved (without computers!) in [5] for the
equivalence between w-groupoids (a generalisation to all dimensions of double groupoids with
connection) and crossed complexes (a generalisation to all dimensions of crossed modules).
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From this equivalence, the tensor product v : T' — G of crossed modules p : M — P and
v:N — @ has G = P * (@, the free product (coproduct) of the groups P and ¢, while T is
generated as a crossed module by the elements m, n,p®q with rm = pm, 70 = vn, 7(pRq) =
q~1p~lgp, and the relations

(m9)Im

n"inP

1l

Mm@ q
p®®rn =

foralm € M,n € N,p¢e P,q € @, and where m?,n? denote new elements determined by
the operation of G = P+« @ on T.

This is written down simply to show the complications of the result. It can be proved
only by a detailed analysis of the equivalence of categories, and by translating one definition
into another in this context. It so happens that the corresponding translation has not been
done for the other equivalent categories, except for group-groupoids in [12].

It would be really helpful if the theory of sketches and other apparatus of category theory in
computer science could show methods of computation in these and other analogous situations.

Conversely, this field does offer a test bed for methods of computer algebra and symbolic
computation. I would like to suggest a new term,

structural computation,

parallelling the development of mathematics tvﬁrough numbers, symbols, structures.

3 Computing colimits of crossed modules

The specific reason for interest in computing colimits of crossed modules is the Generalised
Van Kampen Theorem due to Brown and Higgins [2]. The theorem is proved using double
groupoids with connection, since these yield an appropriate algebraic context in which to
handle both “algebraic inverses to subdivision”, and the “homotopy addition lemma”, which
gives a formula for the boundary of a 3-cube. For the applications, the theorem states that
Whitehead’s fundamental crossed module functor '

I, : (pairs of pointed spaces) — (crossed modules)

preserves certain colimits. So for the calculation of certain homotopy invariants, we need to
know how to calculate colimits of crossed modules. This starts by using some elementary
category theory.

The forgetful functor (crossed modules) — (groups), (M — P) — P, has a right adjoint
P+ {1:P — P), and so preserves colimits. This shows how to compute part of the colimit
of a crossed module, in terms of colimits of groups.

The aim now is to transfer the problem to computing colimits of crossed modules over a
fixed group P. To do this, suppose given a morphism of groups ¢ : P — Q. Then there is
a pullback functor ¢* : (crossed modules over ) — (crossed modules over P). This functor
has a left adjoint ¢,, which gives the so called induced crossed module. To compute a colimit
colim;(M; - P;), one forms the group P = colim;P;, and uses the canonical morphisms
¢: : P, — P to form the family of induced crossed P-modules ((¢:)«M; — P): The colimit of
these in the category of crossed P-modules is isomorphic to the original colimit. Now if M’
is the colimit in the category of groups of the (¢;).M;, then there is a canonical morphism
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M’ — P and an action of P on M’'. However, this makes M’ — P not a crossed module but
a precrossed module, i.e. the first axiom for a crossed module is satisfied, but not necessarily
the second. A canonical quotienting of M’ by its so called “Peiffer subgroup”, [7, 14], ensures
the second axiom is satisfied.

Presentations for induced crossed modules were given in [2]. Recently, families of explicit
examples are computed in joint work with C.D.Wensley at Bangor, [11], partly by hand and
partly using the computer algebra system GAP [18]. That is, computation of induced crossed
modules is here reduced to problems of computation in combinatorial group theory. A key
fact which makes one expect many computations is that induced crossed modules of a finite
crossed modules by morphisms of finite index are still finite. However, it is still possible
that some of these computations are more easily carried out in one of the other equivalent
categories, such as that of cat!-groups, as we now explain.

A cat'-group (G;s,t) consists of a group G with two endomorphisms s, : G — G of G
such that T

o CAT1) st =t,ts = s,
o CAT?) [Ker s,Ker t] = 1.

Such a cat'-group determines a crossed module v : N — @ where
Q =1Im s, N = Ker s,v = t|N.

Conversely, a crossed module g : M — P determines a cat!-group (H;s,t) where H is the
semidirect product group P x M and s : (p,m) — (p,1),t: (p,m) = (p(upm),1). The fact
that ¢ is a morphism is equivalent to axiom CM1) for a crossed module, while axiom CAT?2)
for this (H;s,1) is equivalent to axiom CM2). Note also that H admits a groupoid structure
with s, t as source and target, and (p, m)o(p(pm),n) = (p, mn), making H a group-groupoid,
i.e. a group internal to the category of groupoids. This notion has a long history; the result
that crossed modules are equivalent to group-groupoids goes back to Verdier, and seems first
to have been published in [9]. It is used in [8]. Note that the holomorph of a group M is
simply the catl-group associated to the crossed module yar : M — Aut(M), which sends an
element to its corresponding inner automorphism.

Now a colimit colim;(G;; s;,t;) of catl-groups is easy to describe. One takes the colimit G’
of the underlying groups G, and find that the endomorphisms s;, t; induce endomorphisms
s',t' 1 G' — G’ satisfying axiom CAT1). An associated catl-group (G;s,t) can be formed
where G = G'/[Ker s', Ker t'], and s,t are induced by s',t'. This cat-group, with the induced
morphisms to it, is the required colimit.

Work is in progress on further examples to see if the use of cat!-groups can be shown
to be more efficient for the computation of some colimits of crossed modules, for example of
induced crossed modules, than the direct method. Such examples are to be expected from
counts of the numbers of generators which arise at various stages of the two constructions.

4 Conclusion

It thus seems that the area of ‘higher dimensional group theory’ presents some interesting
theoretical problems which perhaps could exemplify the theory of sketches, and one would
hope that the theoretical understanding so obtained would also illuminate and make easier
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computations with these objects. This is a desirable aim because of the topological applica-
tions (6], some of which cannot be obtained by other methods, and the many way they arise
algebraically (see for example [4]). Further, these objects and equivalences present interesting
tests of the capabilities of any theory of algebraic systems and, for computational purposes,
of any computer algebra system. Finally, because of the algebraic relations with higher di-
mensional category theory, this study suggests ways in which that algebraic theory might or
should develop. For example, the notion of ‘connection’ in cubical theory arose directly from
this study, as did the notion of tensor product for w-groupoids, and indeed the first published
definition of co-category seems to be in [3].
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A Sketch for Polynomial Functors

Winfried A. Dreckmann
School of Mathematics
University College of North Wales
Bangor, Gwynedd LL57 1UT, U.K.

Introduction: Polynomial functors play an important role in various parts of mathematics.
Well-known examples are the tensor power, the exterior power and the symmetric power

®", A", SP": Vect] — Vecty

on the category of finite dimensional vector spaces over a field k, say, into the category of all
vector spaces. These functors are particularly well understood if k£ has characteristic 0. In
fact, the theory of these functors amounts to nothing else than the representation theory of the
finite symrmetric groups Sy, n > 0, [7], where the functor corresponding to an indecomposable
representation M of Sy, is the functor

™) ®s, M: Vect{: — Vecty,

given by the tensor product of the right module V®™ (S, acting canonically on the tensors)
and the left module M over S,. The theory is more complicated in characteristic p # 0. A lot
is however known due to recent work of Lannes, Schwartz, Kuhn and others on the intriguing
relationship between the representation theory of the symmetric and general linear groups
and the theory of modules over the Steenrod algebra [5, 6]. :

Motivated by various examples in homotopy theory [1, 2] the author is very much mter-
ested in the integral case, namely functors »

M; — Ab

from the category of finitely generated free abelian groups (here replaced by its skeleton, the
category My of matrices over the integers Z) into the category Ab of abelian groups. A new
approach to the study of these functors will be described here. Polynomial functors (up to a
given degree) can be described in terms of a certain finite diagram and some relations, that is:
polynomial functors up to degree n are the models of a sketch. The category of these functors
is in fact & module category and the sketch can be considered as the finite presentation of a
ring or ringoid (cf. [8]), such that the category of functors of degree < n is equivalent to the
category of modules over that ring. The author likes however to see the diagram as a sketch,
because it encodes the minimal information needed for a polynomial functor.

Definition: A functor T': Vect{ — Vecty is said to be polynomial, if the map

T: Hom(V,W) — Hom(TV,TW), f + T(f) is a polynomial map on each Hom-set, that is,
if T(Mif1+ ...+ Afr) is always a polynomial function of A, ..., Ar € k with coefficients in
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Hom(TV,TW) depending on fi,..., fr € Hom(V,W). The functor is of degree < n, if all
polynomials involved are of degree < n.

A similar definition works for functors 7:My — Ab and, more generally, for functors
T:A — B between any additive categories, provided the notion of a polynomial map is
generalized in the right way (for details see [4]). There is also the equivalent definition in
terms of cross-effects due to Eilenberg and MacLane [4]. The cross-effects of T: A — B are
the functors 7, in the canonical natural decomposition

T(Al@EBAm) = @ Tr(Ah""IAir)

1<i <o <ip <

of T applied to a direct sum of objects in A. T is said to be polynomlal of degree < n, if all
cross-effects 7). with r > n are trivial.

Now let P(R) be the category of finitely generated projective (left) modules over any ring. R
and Pol,(P(R), Ab) the full subcategory of the category of all functors P(R) — Ab whose
objects are the functors of degree < n. Pirashvili has described a set of projective generators
of the abelian category Pol,(P(R), Ab) which give rise to a ring 6,(R) and an equivalence

of categories
Pol,(P(R), Ab) =~ 6,( )°p—Mod

between Pol,(P(R), Ab) and the category of (right) modules over 6,(R), cf. [9]. A careful
analysis of the case R = Z leads to the following result:

Theorem: 6,,(Z) has the following presentation as a ringoid (i. e. a “ring with several objects”
in the sense of [8]):

i
_h L.
h h Ry
0 1 2 3 ... n-1 " n
pi ri | P!
-
P ool

with
e objects 0,1,...,n,

o generators hf:k — k+1land pfk+1—kforl<k<nand1<i<k, andt¥k—k
fori<k<nand1<i<k,

e and relations

(1)  hihy =hjphy for i<y, Pipi = pipjy for i<,

(2)  hipj =pjprhi for <], hipj = pjhiyy for 1>,
(3)  tihi = hy, pit; = pi,

(4)  hiti = tigatihiyg, hiyat; = titiv1 s,

(5)  tipi = piyititisy, | - tipir = pitiaty,
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and
(6) tF = hipi — 1g — pihiy1 — Pirrhi — pitiprhs — Pigitihigr — Pibipotivihivahs,

where upper indices are omitted and a symbol for a generator is understood to be 0 if
it is not in the given range (i. e. if the upper index is larger than n).

Note that the generators tﬁ“ are not included in the picture. It is actually possible to
present 6,,(Z) in terms of the generators h¥ and pf only, since the last relation can be “solved”
to get an infinite expression for t¥ in which all but a finite number of terms is 0. One gets
more complicated relations, however. The author has written a computer program to handle
these relations.

There are various other descriptions of 6,(Z) to be described in subsequent papers. It
should however be mentioned here that each morphism set 8,(Z)(k, ) of 0.(Z) (considered as
a ringoid) is a free abelian group of rank

s () 197),

r=1 j=0i=0

and that the multiplicative structure of 6.(Z) can be expressed in terms of a set of additive
generators. The above number is the same as the number of double cosets of the symmetric
groups 51, 52, . .., Sp, with respect to all pairs of Young subgroups of the form S,; x ... x Sy,
and Sp; X... xSy, respectively. There is of course a deep relationship between the representa-
tion theory of 8,(Z) and of S1,Ss,..., S, which reduces to the above mentioned equivalence
in the characteristic 0 case. Some of the combinatorics involved in the representation theory
of the symmetric groups have nice interpretations within the structure of the rings 6,(Z).

Models of the sketch: Considered as a sketch, a model
M = {My, My,..., My, B, pF1 <k <n,1<i<k}

of 6,(Z) in Ab just consists of n-+1 abelian groups Mo, My, ..., M, together with homomor.
phisms Af: My, — My, and p¥: My — M, corresponding to the generators h¥ and p¥, such
that the relations (1)—(5) in the above theorem are satisfied (with (6) serving as a recursive
definition of t¥). These are the ‘data needed to describe a polynomial functor 7: My — Ab of
degree < n up to isomorphism of functors, while on the other hand, given such a functor 7',
the corresponding model M7 is obtained as follows:

My =Ti(2|...|2),
where T}, is the k-fold cross-effect of T and h¥ and p¥ are the restrictions of

T(A:) = T (i) — T(irr): T(ZF) > T@FY) and T(Vi): T(2*) — T(zF).

Here A;: ZF — z¥+1 is the diagonal Ay(z, ..., zx) = (21, .. VTiy Ti, - -, Tk), Vit ZFHL 5 ZF i
the codiagonal Vi(zy, ..., 2k) = (21, .-, i + Tit1, -, Tk) and jinzkF — Zk“ is the inclusion
Jt(mly o) (Ek) (3')1, . :m‘b—-l;O Liy . )wk) '

The result readily reduces to the descmptmn of quadratic functors in terms of two abelian
groups M; and M and two homomorphisms & = hl: M; — M, and p = pli My — M,
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satisfying hph = 2h and php = 2p, which was given in [1]. Many examples are included in [1].
As a non-quadratic example consider the model

o)
O oy
0 Z 7} Tz
(11) 4_@__
@

of the symmetric powet functor SP3: My — Ab. The model is easily obtained by considering.

the elements of SP3(z), SP3(z?) and SP3(Z%) as homogeneous polynomlals of degree 3

in Z[x ] [w,y] and Zlz, y, z] respectively, and choosing {3}, {2 Y,y 2} and {zyz} as a basis
3 3

for MPP", MSF * and M5F respectively.

Applications: The homotopy groups of one-point unions of spheres as well as (cojhomology
groups of Eilenberg-MacLane spaces form an important tool in homotopy theory. It would be
important to describe and classify the functors which occur in this way. Moreover, sketching
polynomial functors as above, yields a small data structure. As a consequence, it will be
possible to have computer programs which handle problems on the level of functors.

Pirashvili [10, 11] has shown that various important invariants including the topologi-
cal Hochschild homology of certain rings can be approximated by Ext- and Tor-groups in
categories of polynomial functors. It would be interesting to see, if an algebraic proof of
Bokstedt’s results on THH(Z) [3] can be given using the explicit description provided by the
above theorem.
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Une nouvelle condition de finitude pour les monoides
présentés par des systémes de rééeriture complets o
- (d’apres Craig C. Squier)

 Yves Lafont

CNRS, Laboratoire de Mathématiques Discrétes
163 avenue de Luminy, case 930
13288 Marseille Cedex 9, France
lafont@lmd.univ-mrs.fr

Nous résumons ici les principaux points développés dans [La].

Une présentation d’un monoide M est la donnée d’un alphabet X et d’une relation binaire R sur le
monoide libre £*, de telle sorte que M soit isomorphe & £* quotienté par la congruence engendrée par R.
A partir d’une telle présentation, on peut définir des conditions de finitude:

— Si X est fini, on dit que M est finiment engendré. Clest une condition de finitude en dimension 1. Elle
implique que le groupe d’homologie H1(M) est de type fini.

— Side plus, R est fini, on dit que M est finiment présenté. C’est une condition de finitude en dimension 2.
Elle implique que le groupe d’homologie Hy(M) est de type fini.

Notons que cette deuxiéme condition ne dépend pas du choix des générateurs, pourvu qu’ils soient en nombre

fini:

Proposition 1 Soient M un monoide, T, ¥/ des alphabets finis et ¢ : T* — M, o : &7 — M des
morphismes surjectifs. Alors la congruence induite par ¢ sur T* est engendrée par une relation finie si et
seulement si la congruence induite par ¢ sur &' Uest.

Nous invitons le lecteur & faire lui-méme cette démonstration facile. Nous utiliserons un résultat analogue
par la suite.

Craig C. Squier a introduit une condition de finitude en dimension 8 dont la définition est moins évidente.
Cette condition ne dépend pas de la présentation, pourvu qu’elle soit finie. De plus, si- un monoide est
présentable au moyen d’un systéme de réécriture complet fini (c’est-a-dire noethérien et confluent), il vérifie
cette condition. Cet invariant permet ainsi de montrer que certains monoides n’admettent pas de présentation
au moyen d’un systéme de réécriture complet fini.

Par ailleurs, notons que les théorémes de cohérence pour les catégories monoidales (voir [Ma]) peuvent
étre considérés comme des conditions de finitude en dimension 4, & condition d’adopter le point de vue
d’Albert Burroni (voir [Bu]).
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1 La condition de finitude

Soit C' une catégorie monoidale stricte. On notera z,y + zy le bifoncteur multiplication et 1 Pobjet

unité. Si z est un objet et y 1, y' une fleche, on écrira zf pour id, f et fx pour fid,. Si toutes les fleches
de C sont inversibles, on dira que C est un groupoide monoidal strict. Désormais, le qualificatif strict sera
toujours sous-entendu.

Une 2-congruence sur une cé,tégorie monoidale C est une relation d’équivalence f ~ g sur les couples de
fleches paralléles = f:'a? z' dans C, qui est compatible avec la composition et la multiplication. Par exemple,

la 2-congruence pleine est définie par f ~ ¢ pour tout z —f-——%’ z’. 8i P est un ensemble de couples de fléches
paralléles dans C, la plus petite 2-congruence =p contenant P est appelée la 2-congruence engendrée par P.
Dans le cas ot P est fini, on dit que la 2-congruence =p est finiment engendrée.

Soient maintenant X, R une présentation du monoide M. Dans un premier temps, on construit la catégorie
des dérivations pour cette présentation :

— un objet est un mot z € T*;
- une dérivation atomique r 2, 5 est donnée par un couple (r,s) € R;

— une dérivation élémentaire # ~— y est donnée par deux mots u,v € L* et une dérivation atomique

A . . . e .
r— s tels que £ = urv et y = usv. Si u = v = 1, on identifie E avec la dérivation atomique A;
. F . . Ey B2 E, s s .
— une dérivation £ —— y est donnée par une sulte € = 2o —> £y —» -+ =%z, = y de dérivations
élémentaires. Si n = 0, on obtient la dérivation identité id;. Sin =1, on identifie F' avec la dérivation
élémentaire E;.

Pour obtenir une catégorie monoidale, il faut considérer ’ensemble des dérivations modulo la congruence
, . s . .. . A
engendrée par la permutation des dérivations disjointes. Cela signifie que, si u, v, w sont des mots et r - 5
4

et r’ ~— s’ sont des dérivations atomiques, on identifie les dérivations usyA'w oudvr'w et udvs' wourvA'w :

urvr’'w :

uAvr’zy \117*1}/1’10

usvr’w urvs'w

usv A’ u\)\« »/uAvs’w

usvs'w

On obtient ainsila catégorie monoidale libre M(Z, R) engendrée par la présentation B, R. Elle est caractérisée
par une propriété universelle dont la formulation précise est laissée au lecteur.

Le groupoide monoidal libre G(Z,R) est construit de la méme facon, en introduisant une dérivation
atomique positive A : v — s et une dérivation atomigue négative A~ : s — r pour chaque (r,5) € R. Bien
sir, il faut considérer I’ensemble des dérivations modulo la congruence engendrée par la permutation des
dérivations disjointes et la simplification : :

urv Uusv
uAV uA"IV
Usv iduru ury idusu
WA=\ wAv
ury uUsv
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Il est commode de travailler avec des dérivations plutdt qu’avec des classes d’équivalence de dérivations.
Ainsi, une 2-congruence sur M(Z, R) peut étre considérée comme une relation d’équivalence ~ sur les
dérivations, vérifiant les propriétés suivantes:

- KoFoHNKOGoHpourtoutx—H—yy:@gy’—fgztelqueF'vG;
- :z:FyN:cGy pour tout z, y et 258 o tels que F' ~ G;

' fa . . A A’
~ sudoAur’ ~ Aus’orud’ pour tout u et pour tout couple de dérivations atomiques r -2 5 et p -2, 4

Dans le cas de G(Z,R), il y a une condition supplémentaire :
- Al oA~id. et Ao A"t ~ id, pour toute dérivation atomique positive r s s.

Théoréme 1 [Sq2] Si %, R et T, R’ sont des présentations finies d’un méme monoide, alors la 2-congruence
pleine sur G(Z,R) est finiment engendrée si et seulement si la 2-congruence pleine sur &' R' Pest.

La démonstration est analogue 3 celle de la proposition 1. Elle utilise les inverses de G(X,R). On dira
que le monoide M a un type de dérivation fini $’il y a une présentation finie &, R telle que la 2-congruence
pleine sur G(Z,R) est finiment engendrée. Le théoréme assure que cela ne dépend pas du choix de &, R.

2 Dérivations dans une présentation compléte

Soit %, R une présentation d’un monoide M. Su posons que cette présentation soit noetherienne, c’est-a-
‘ p

. . . . . E E. E Epgy fo e g .
dire qu’il 0’y a pas de suite infinie zg —2s 2 —2» ... L2, 2o —5 ... de dérivations élémentaires. Pour tout

z € &*, on a donc une dérivation z —— y avec y réduil, c’est-a-dire qu’il n’y a aucune dérivation élémentaire
partant de y. Cet y est appelé une forme normale de z.

Un pic est une paire de dérivations élémentaires & -2 yetz E, ¥ partant du méme mot z. Un tel pic

est dit confluent §’il existe un mot z et deux dérivations y Eoret v £, .

x
E E
/ \\
y v
AN S
z
Fixons une 2-congruence ~ sur M(X,R). Ce pic est dit ~-confluent sil est confluent et F, F’ peuvent étre
choisis de sorte que F o £~ F’ o E'. Enfin, il est dit critigue si E # E' et s'il est de la forme
4 rv=u'r g M urv = r’*AI
N ou ey
st u's’ usv s’

ou, dans le premier cas, u est un préfixe strict de r. Si R est fini, il n’y a qu’un nombre fini de pics critiques.

Lemme 1 Si tous les pics critiques sont ~-confluents, alors tous les pics sont ~-confluents.
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1)
Lemme 2 i {ous les pics sont ~-confluents et si z —— yelz N Yy sont des dérivations telles que y et
sont réduits, alorsy =y et F ~ F'.

Il s’agit de résultats classiques de réécriture enrichis avec de Ia 2-congruence. Une présentation noethe-
rienne est dite compléte (ou canonigue) si tous les pics critiques sont confluents. Cela implique la confluence
de tous les pics et 'unicité des formes normales. En particulier, si cette présentation est finie, le probléme
des mots est décidable. Pour plus de détails sur ces questions de réécriture, nous renvoyons & [LaPr].

Théoréme 2 [Sq2] Si M a une présentation compléte finie, alors M a un type de dérivation fini.

Preuve : Soit ~ la 2-congruence sur G(Z, R) engendrée par les diagrammes de confluence des pics critiques.
Comme il n’y a qu’un nombre fini de tels pics , ~ est finiment engendrée. De plus, la restriction de ~ &
M(Z, R) est aussi une 2-congruence, et on peut appliquer le lemme précédent.

Pour chaque mot «, on choisit une dérivation ¢ —~2 7 dans M(Z,R) o 7 est la forme normale unique
de z. Par le lemme 2, on a K, o F' ~ K, pour toute dérivation & —— y dans M(Z, R).

F

z y
KN /K,
x

Par récurrence, cette propriété s’étend 3 toutes les dérivations dans G(Z,R), et si z —_F—’_G> y est un couple de
dérivations paralléles dans G(Z,R),ona F ~ K;'o Ky ~ G. Autrement dit, ~ est la 2-congruence pleine
sur G(X,R). C.q.f.d.

Ce théoréme peut étre utilisé pour montrer qu’un monoide n’a pas de présentation compléte finie, parce
qu’il n’a pas un type de dérivation fini. Considérons par exemple le monoide M présenté a Vaide de & =
{a,b,¢,d,d'} et Ro = {(ab,a), (da, ac), (d'a, ac)}. I y a aussi une présentation compléte infinie de M 3 Paide
de X et R = {(ac™b,ac);n € N} U {(da, ac), (d'a, ac)}. En particulier, le probléme des mots pour M est
clairement décidable. De plus, en utilisant cette présentation, on peut montrer que M n’a pas un type de
dérivation fini. Pour cela, on se rameéne & vérifier qu’un certain ZM-module n’est pas de type fini. Toutefois,
on peut également montrer que ce monoide n’a pas de présentation compléte finie en utilisant le critére
homologique de [Sq1] (voir [LaPr]).

Squier considére une exemple un peu plus compliqué. Il s’agit du monoide M présenté a P’aide de & =
{a,b,c,d,e} et Ro = {(ab, 1), (da, acd), (db, bd), (dc, cd), (de, 1)}. Ici encore, on peut montrer que M n’a pas
un type de dérivation fini, alors que tous les groupes d’homologie de M sont de type fini. D’oti Pintérét de
la nouvelle condition.

3 Condition de finitude et homologie

Théoréme 3 Si un monoide finiment présentable M a un type de dérivation fini, alors il y a une résolution

partielle Cy -2 ¢, 22, C1 24 0y 59 7 — 0 ot les Ci sont des ZM-modules libres de dimensions finies.
En particulier, le groupe d’homologie H3(M) est de type fini.

Ce résultat avait été conjecturé par Squier. On peut le démontrer en utilisant la méthode de Phomotopie
contractante. L’idée est la suivante: A partir d’une présentation finie de M , on définit un complexe cellulaire
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de dimension 3 avec une seule O-cellule, une 1-cellule pour chaque générateur, une 2-cellule pour chaque
relation et une 3-cellule pour chaque couple de dérivations paralléles appartenant a un ensemble fini qui
engendre la congruence pleine sur G(3, R). En faisant agir librement M. sur toutes ces cellules, on construit
le 3-squelette d’un espace contractile dont le complexe de chaines est une résolution libre de Z. En particulier,
on obtient une preuve alternative du résultat suivant:

Théoréme 4 [Sql] Si M a une présentation compléte finie, alors Ha(M) est de type fini.

Le deuxiéme exemple ci-dessus montre qu’un monoide finiment présentable M tel que H3(M) est de type
fini n’a pas nécessairement un type de dérivation fini. En particulier, la réciproque du théoréme 4 est fausse,
méme si M est un monoide finiment présentable avec un probléme de mots décidable.
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€3]

I) DE LA LOGIQUE AUX NOEUDS

a) Mentionnons quelques éléments de logique mathématique, plus précisément de théorie
de le démonstration, en commencant par le calcul des séquents de Gentzen pour la logique
classique. Rappelons que le développement de la logique tntuitionniste de Heyting s'est
accompagné d'un passage de la prouvabilité aux preuves. On a les correspondances suivantes :

logique JA-calcul [informa tique |catégories
formules | types specif i cations [objets
preuves |termes [programmes morphismes

La }())gique intuitionniste correspond aux catégories cartésiennes fermées (voir par exemple
LS]).

a logique linéaire de J.Y. Girard peut étre définie comme un compromis entre 'algébre
linéaire et la logique classique :

connecteur {connecteur dual
logique linéaire |® (tenseur) |®* = @ (par) g
‘ ®

algébre linéaire |® o — multiplicatif
logique classique | A (et) vV (ou)

Pour la logique classique, rappelons le théoréme de Joyal : pas de sémantique
catégorique non dégénérée. »
Caote algebre linéaire, la catégorie Vect, des espaces vectoriels de dimension finie est le

prototype d'une "compact closed category" au sens de Kelly, c.a.d. d'une catégorie monoidale
symétrique ferméeavec une dualité * telle que le connecteur ® soit autodual.

Enfin la logique linéaire correspond en gros aux catégories *~autonomes de Barr ou aux
catégories faiblement distributives de Seely, Blute, ... ' :

Théorie de la démonstration Catégories
¢galité des morphismes

€élimination des coupures, normalisation
Théoréme de normalisation forte

+ Chur ch-Rosser (confluence)

= forme normal e unique

Lambek, Lafont, Blute, ..

Théoréme de cohérence
catégories libres

b) Rajoutons un élément au dossier avec un vieux théme de Kreisel : on recherche la
preuve idéale ou l'essence d'une preuve, au—dela de ses présentations formelles particuliéres et
plus ou moins équivalentes, et I'on recherche le bon concept, mathématique correspondant.
Cela s'inscrit aussi dans un cadre de "géométrisation des démonstrations".

Les réseaur de preuves ("proofuets”) introduits par Girard, avec le passage d'arbres 3
des graphes quelconques, répondent 3 cette recherche. Et 1'on rejoint ici tout un courant

hysicomathématique dont on citera deux piéces, les diagrammes de Penrose et le standard
E]Sl} de Joyal-Street.
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¢) Qu'en est-il de la commutativité ou non—commutativité des connecteurs ?
Rappelons qu'un séquent bilatére T+ A est constitué de deux suites finies de formules T’ et
A. En logique classique ﬁresp. en logique linéaire), le séquent est valide quand AAT (resp.
el') implique (resp. implique linéairement) W A (resp. A). La dualité (lois de De
Morgang), que ce soit en logique classique ou en logique linéaire, permet de mettre tout 3
droite : - I',A. On peut donc ne travailler qu'avec des squents droits (de la forme ).
La régle déchange prend alors la forme T ol s est une permutation quelconque. Une

= s(I)

autre facon de mettre la commutativité est de considérer que I' est un multi—ensemble ou
une famille de formules indexée par un ensemble fini.

d) Du c6té de la logique linéaire non~commutative, mentionnons d'abord la " Pomset

Logic" de Christian Retoré [Re] : les séquents ont la forme ’_I I, ol 1 désigne un ordre
(partiel) sur le multi~ensemble T ; les connecteurs commutatifs ®,%9 coexistent avec un
connecteur < ("précéde") non—commutatif et autodual.

Mais on insistera ici sur I'approche d'Arnaud Fleury : le groupe symétrique qui gérait la
régle d'échange est maintenant remplacé par le groupe des tresses ; les réseaux de preuves, qui

étaient des graphes abstraits, sont maintenant plongés dans R ; en ce sens, la logique lindaire
tressée de Fleury est un raffinement de la logique circulaire de Girard—Yetter ([Gi2], [Yel]) ou
de la logique avec deux dualités d'Abrusci [Ab], qui considéraient des réseaux plongés dans

2
R“. v
Signalons que le concept de réseau de preuve se topologise ainsi de plus en plus et que
I'on évolue vers des catégories de cobordisme ("la variété M prouve son bord 3IM") et la
TQFT (voir [At]).

e) Le courant non—commutatif a engendré les catégories monoidales tressées ou
"balanced" (ce dernier terme correspondant & des iresses en rubans, et A des possibilités de
torsion du ruban sur lui-méme). Si l'on rajoute la dualité, on a les tortiles, étudiés dans [Sh].
L'on rejoint ici un courant quantique avec fe tableau :

mécanique . .

t héorie des champs cla ssique [quantique
algébre commutative |non—commutative
logique commutative |non-commutative
catégorie |symétrique |tressée

f) Les logiciens distinguent naturellement, parmi les "structures de preuves" (auxquelles
on ne demande que des conditions locales), les réseaux de preuves, qui satisfont des conditions
lobales de correction et qui seuls correspondent & de vraies preuves (ne prouvant que des
ormules vraies). Par exemple, modulo positions d’interrupteurs ("switchings”), le critére de
correction prend 'une des formes suivantes :
— long voyage (Girard)

(avec des conditions temporelles en plus : Eric Duquesne [Du])
— connezité sans cycle (Danos, Fleury, Regnier, Retoré)

(pour des critéres homologiques, voir [Me])

— connexité sans cycle et sans noeud (Fleury : cas tressé en rubans).

Avec ce dernier critére, une structure de preuve comme
[+ RV :
Kﬁ /Q)

- 104 -




qui est acceptée dans [Sh], est refusée.

(Signalons tout de méme que 1'on trouve chez les catégoriciens des prémisses de cette
notion avec les graphes de Kelly-Maclane [KM].) -

Il s’agit ici de la piéce essentielle d'un projet "logique linéaire quantique” (Fleury, Van
de wiele, Blute) ; on ne peut donner dans cet article que quelques motivations pour l'étude des
travaux trés riches de Fleury [Fl].

Joyal et Street dans [JS2] et & propos de [Ca), parlent d'une "nouvelle symbiose entre
I'algébre, la géométrie et la physique". Dans leur esprit, je pense qu'ils comptent faire jouer un
rdle important 2 la théorie des catégories. Et 1'on rajoute A la liste la logique mathématique.
(11 faut mentionner ici les travaux de Dehornoy sur les tresses, qui lui, est venu & ce sujet par
la branche "théorie des ensembles" de la logique.) :

1) DES NOEUDS A LA LOGIQUEDE LIE

Paradoxalement, vouloir éviter les noeuds demande plus de connaissances sur les
noeuds, que de les admettre sans restriction. Il était alors naturel de s'intéresser aux
invariants de noeuds, sujet en pleine expansion depuis la découverte du polyndme de Jones, et
de suivre le groupe de travail "Groupes Quantiques, Théories des Noeuds et invariants en
topologie de petite dimension" (Brugiéres, Maltsiniotis, Vogel, & Paris 7). Les travaux de
Bar-Natan [Ba] sur les invariants de Vassilievy ont été diffusés, exposés et développés,
notamment par Pierre Vogel [Vo]. Nous renvoyons & ces-deux références pour comprendre
comment, au moyen des noeuds singuliers, on introduit une filtration sur les noeuds, ensuite
comment, pour étudier le gradué associé & cette filtration, on introduit les diagrammes de
cordes, puis les diagrammes de Feynman, et finalement comment on en arrive 3 la définition
suivante : ' :

Définition. Un caractére chinois conneze (ou CCC ou diagramme trivalent libre conneze) est
un graphe fini connexe dont tous les sommets sont trivalents ou monovalents, muni en chaque
sommet d'un ordre cyclique sur les arétes qui en sont issues. On impose de plus qu'il existe au
moins un sommet monovalent.

Définition. Un X”CCC est un CCC dont les sommets monovalents sont étiquetés
bijectivement par I'ensemble fini X'U {w}.

Exemple.

Remarque. Quand on dessine un CCC dans le plan, on convient, sauf mention contraire, de
prendre l'ordre cyclique conformément & l'orientation positive du plan (sens contraire des
aiguilles d'une montre).

Définition. Deux X®CCC sont dits égauz si il existe un isomorphisme de graphes de 1'un sur
'autre, préservant l'ordre cyclique sur chaque sommet trivalent, et préservant 1'ensemble
XU {oo} point par point.

Proposition. Il y a une fagon canonique d'orienter les arétes d'un X*CCC.

Pour cela, faisons un voyage & la Duquesne (voir [Du]) :
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début

fin

R 5

cas ® - Ccas ¥

/

Remarque. Les sommets trivalents se répartissent en sommets ® et sommets g, selon la
facon dont on y arrive pour la deuxiéme fois.

Une aréte sera orientée dans le sens du deuxiéme passage :

4 2

Pour 'exemple ci-dessus, cela donne :

x

Remarque. On notera le role particulier que 1'on fait jouer au sommet monovalent «, et 1'on
parleici de CCC pointé (sur «). Ce passage d'un graphe non orienté 3 un graphe orienté
avec un nombre fini d'entrées et une sortie s'inscrit dans un cadre général de transformations
de preuves classiques en preuves intuitionnistes (voir [BV]). Il n'est donc plus étonnant que les
CCC pointés puissent étre dénotés par un systéme de A—calcul : .

Définition (A—calcul linéaire).

i) une variable x est un terme

et on pose FV(x) = {x}
ii? application : si t et u sont deux termes avec FV(t) nFV(u) =9
alors [t,u] est un terme

et on pose FV([t,u]) = FV(t) UFV(u)
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iii) abstraction : si t est un terme avec FV(t) = XU{z}, z n'appartenant pas 3 X,
alors Azt est un terme Npen
et on pose FV(JAzt) = X.

Le X*CCC traité en exemple ci—dessus est alors dénoté par [Xy[x;y],,\zz].

Remarques.
1) Deux X®CCC sont égaux si et seulement si les termes associés sont égaux (4

a-conversion pres).
2) Sil'on gradue les CCC par l'entier n égal & la moitié du nombre des sommets,

alors n=b +f
ol b désigne le nombre de cycles indépendants dans le graphe, ou encore le nombre de
sommets ‘g, c'est A dire le nombre de "A" ou de variables liées ("bounded variables") dans le

terme associé,
et oi f = card(X) est le nombre de variables libres ("free variables").
(Dans 'exemple, n =3, b=2, {=1.

3) On introduit des opérations sur les X*CCC :
Tyt POUT X, x' € X, transpose x et x' dans l'étiquetage,

Tox Pour x € X transpose x et w; l'échange de la sortie T x » Qui est trivial sur les

X®CCC, ne l'est flus sur les termes associés ( vérifier pour 1'exemple que
wa([)\y(x,y],)\zz] = Ay[[Azz,x],y] ).

En fait, la structure qui nous intéresse, en liaison avec les invariants de Vassiliev (voir
Ba] ou [Vo]), est le T~module libre engendré par les CCC, quotienté par les relations AS
antisymétrie) et ITHX :

Tk THX

Un logicien, convaincu par l'approche "réseaux de preuves" de la logique, verra derriére cette
structure, directement une "logique de Lie".

Point de vue A-calcul, cela revient & quotienter les combinaisons linéaires de termes par
les relations :
[ut] =—1t,u]

AS
AX T‘th; = - Axt

[[t,u],v] + [[u,v],t] + [[v,t]u]=0 Jacobi
IHX ¢ [Axt,u] = Ax[t,u] - Ax[r_ t,u]

AxAx' (u - 7 sl ,—Txx'u) =0
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Nous renvoyons & [FV] pour plus de détails et de résultats.

Disons en conclusion que le sujet abordé dans cette deuxiéme partie, ol I'on applique
avec succés des techniques de logique linéaire, est assez différent du sujet principal discuté
dans la premiére partie (logique linéaire quantique), mais lui est néanmoins relié (par
l'intégrale de Kontsevich par exemple).

s,
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1 Introduction

D’une mariére intuitive appelons type de collection un type de donnée dont chaque valeur est formée d'une
collection de valeurs d’autres types. Par exemple, dans les langages de programmation classiques (fonctionnels
ou impératifs) les constructeurs ’liste’ et ’ensemble’ procurent des collections. Les langages de programmation
pour bases de données possédent en plus d’autres genres de constructeurs de type de collection tels que: ’rela-
tion n-aire’ (plate ou imbriquée), multi-ensemble, *classe’, "fonctions’ (définies par extension), etc. D’ol I'idée
de donner une théorie des types qui fournissent de manidre uniforme ce genre de constructions. Ce travail a
pour objectif d’y parvenir en utilisant la théorie des monades.

Bien que la théorie des monades soit largement développée en mathématiques (voir par exemple [Man 76]),
son utilisation en informatique est récente. A notre connaissance Moggi a été le premier & utiliser les monades
pour exprimer les propriétés opérationnelles du calcul dans les langages de programmation classiques ([Mog 88],
[Mog 91]). Wadler décrit les monades par une syntaxe appelée compréhension. Il montre aussi comment on
peut utiliser les monades pour structurer les programmes fonctionnels [Wad 92a], [Wad 92b]. Mulry exprime
la. sémantique des types partiels de donnée par des monades [Mul 92]. Dans une série d’articles, Buneman,
Breazu-Tannen, Naqvi et autres définissent des langages dans lesquels la notion de récursion structurelle est
vue comme un constructeur puissant du langage. Plus précisément ce constructeur exprime que pour tout type
T et tout monoide commutatif et idempotent S, toute application de T' vers § peut étre prolongé & mT ou'm
est le constructeur ensemble. Ils montrent que de tels langages ont la puissance d’expression, des langages de
requéte pour bases de données [BBN 91}, [BS 91], [BBW 92].

Dans ce travail nous donnons une caractérisation catégorielle des monades définissant des collections. Dans
de telles monades une notion de récursion structurelle peut étre définie naturellement comme une propriété
universelle d’initialité (voir [Lel 94]). Notre démarche consiste & assimiler un type & un objet d’une catégorie,
et un constructeur de type de collection & une monade m. Les opérations du type mT' construit par le
constructeur m & partir du type T, s’obtiennent alors par Vinstanciation des fonctions polymorphes sur le type
T. De plus ces fonctions polymorphes sont souvent des transformations naturelles satisfaisant des équations.
Ceci nous conduit & définir un constructeur de collection comme une monade enrichie par des transformations

naturelles et des équations.

2 Préliminaires sur les Monades

Quand il n’y aura pas risque de confusion, nous noterons Fz Pimage d’un élément {resp. un objet ou une
fische) = par une fonction (resp. un foncteur) F. Une transformation naturelle = d’un foncteur F vers un
foncteur G sera notée 711 F = G.

2.1 Définitions et Exemples

Soit C une catégorie. La donnée d'une monade dans C consiste en la donnée d’un endofoncteur m : C — C,
d’une unité n :: ide = m, et d'une multiplication p :: m? == m satisfaisant les équations py.mu = p.pum
et p.mn = p.nqm = id,. Nous notons une telle monade par (m,n, ) ou simplement par m, quand il n'y a
pas risque de confusion. Les exemples simples ci-dessous, fréquemment rencontrés en informatique, seront nos
exemples de référence tout au long de cet article. Dans toute la suite Set désignera la catégorie des ensembles
et des applications. A

Monade des Parties: Notons S l'endofoncteur de Set qui & tout ensemble X associe I’ensemble SX des
parties finies de X et qui & toute application f : X — ¥ associe Papplication Sf : SX — SY, (8FHA) = F(A).
L’endofoncteur S devient une monade si on définit Punité et la multiplication par:

nx(a) = {a}, pour tout ensemble X et tout ¢ dans X
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#x(B) ={J{K | K € B}, pour tout ensemble X et tout B dans SX.

Monade des multi-ensembles: Pour tout ensemble X notons BX I’ensemble des multi-ensembles finis !
sur X. Clairement B devient un endofoncteur de Set si on associe & toute application f: X — Y Dapplication
Bf : BX — BY, (Bf)(b) = b’ ol b/(y) = (si y € im(f) alors 0 sinon erf_x(y) b(z))
L’endofoncteur B devient une monade si on définit 'unité et la multiplication par;

Nx(2) = by oli by : X — IN | by(y) = by 0lt 6 est le symbole de Kronecker,

MX(B) == bB ol bB X - N s bB(m) = ZB(bi);&O b.(m)B(b,)

Monade des Listes: Notons £ 'endofoncteur de Set qui & tout ensemble X associe 'ensemble £.X des listes
2 sur X et & toute application f : X — Y associe Papplication Lf : LX — LY, (Lf)([z1,22,...,2,]) =
[f(z1), f(z2),..., f(zn)). L'endofoncteur £ devient une monade si on définit I"unité et la multiplication par:
nx (a) == [a} pour tout ensemble X et tout a dans X
px(L) = [11,.. ., ®1nyse oo, Tml, - - - Tmn,n ], POUr tout ensemble X et toute liste L de LX,
ot L= {[z11,...,Z1n,}s -, [Tmiy - s T ]

2.2 Catégorie de Kleisli d’une Monade

Soit (m,n, 1) une monade dans une catégorie C. Nous notons &C la catégorie de Kleisli de C. Les objets de
cette catégorie sont ceux de C et toute flache u: X — mY de C est vue comme une flache o : X — Y de kC.
La composition dans «<C est définie par:

V" o = (uz(mw)u)?, pour tout u¥ : X —. ¥ et tout ¥ : X —, Z
L'identité de X dans xC est (nx)b. Notons que cette définition entraine en particulier que pour deux fléches
z’ et b de kC, ot = 1’ si et seulement si x = y. Si, pour tout u : X — mY de C, on note la flecche py (mu)
par iter(u), alors iter(u) : mX — mY; la composition de xC peut s’exprimer par: v’ o’ = (iter(v)u)’.

Lemme 1 (Manes 1976) Si (m,n, ) est une monade dans la catégorie C, alors iter satisfait les équations:
1) iter(nx) = idmx, pour tout objet X, 2) (iter(u))nx = u, pour toute fleche u : X — mY, et

3) iter(v)iter(u) = iter(iter(v)u), pour toutes flecches u: X — mY¥, et v:Y — mZ.

Réciproquement supposons que dans une catégorie C on puisse associer (a) & tout objet 4 un objet mA4, et
une fleche 4 : A — mA, et (b) & toute fidche u : A — mB une flache iter(u) : mA — mB, de sorte que 1,2
et 3 ci-dessus sont satisfaites. Alors (m,n, 1) est une monade, olt ux = iter(idpx ). o

La réciproque signifie que, sous ces conditions, on peut prouver que m est un foncteur, n et p sont des
transformations naturelles et que les équations de monade sont satisfaites. Une monade définie de cette
maniére s’appellers un triple de Kleisli, noté (m, n, iter).
Etant donnée une monade dans C, on peut définir deux foncteurs: inc: C — kC et ezt : kC — C par:

incX = X, pour tout objet X, et inc(u) = (yyu)’, pour toute féche u: X — Y.

extX = mX, pour tout objet X, et extv® = pymu, pour toute fleche v : X —» mY.
De plus, inc est un adjoint & gauche de ezt (ce que nous noterons inc - ezt).

3 Monades Enrichies

Par monade enrichie, nous entendons une monade munie de transformations naturelle et d’équations supplémentaires.
Par la suite, pour une catégorie C, les foncteurs projections de € x C vers C seront notés fstez et sndes. Quand

on choisit dans une catégorie un produit X x-Y des objets X et Y, on notera fst x,v et sndx y les projections

de X x Y vers X et Y respectivement. De méme, I'unique flache associée aux flaches f:ToXetg:T—-Y

sera notée < f, g >. ’

3.1 Monades 3 Zéro

Définition 1 On dira que (m, 7, i, €) est une monade & zéro si (m,7, 1) est une monade et & :: Fster ==
msndez est une transformation naturelle vérifiant les équations ci-dessous:

i) m(sndc2).e(ide X m) = ¢, ity - m(sndez).me = g(m X ide).

La transformation ¢ est appelée le zéro de la monade. o

Donc m est & zéro si pour tout couple d’objets X,Y de C on a une fleche ¢ xy X —Y sa.tisfaisant:
1. ex,yu = ez y, pour tous objets X, Y, Z et pour toute fleche u: Z — X;
2. (muv)exy = ex,7, pour tous objets X, Y, T et toute fidche v: ¥ — TX;
3. pyex my = éex,y, pour tous objets X, Y:
4

. py (mexy) = €mx,y pour tous objets X et ¥ (i.e. iter(ex,y) = emx,y)-

'un multi-ensemble b sur X est une application presque partout nulle, de X vers I'ensemble N des entiers naturels. Une telle

application peut &tre vue comme une 'partie’ de X dans laquelle z apparait n fois quand b{z) = n.
2une liste L sur X est une suite Z1,%2,...,%n Notée [T1,22,...,2,]. La liste vide est notée {I et s’appelle nil
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Par exemple les monades S, B, £ sont des monades & zéro. Dans S la fldche & xy est la fonction constante
égale & 0, dans £ la fldche ¢ x,v est la fonction constante égale & nil et dans B la fleche ¢ x,v est la fonction

constante égale au multi-ensemble correspondant & la fonction nulle.

Définition 2 Une catégorie C est dite une catégorie d zéro si elle est munie d*une transformation naturelle
0 :: fste2 == sndp: °

Théoréme 1 (Caractérisation des monades & zéro) Une monade est & zéro si et seulement si sa catégorie
de Kleisli est une catégorie & zéro et le foncteur ext : KC — C préserve le zéro (i.e. (extOx,y)’ = 0xy). o

Dans le cas olt la catégorie sous-jacente de la monade a un objet terminal, € peut s’exprimer plus simplement:

Proposition 1 Soit C une catégorie ayant un objet terminal 1. Une monade (m,n, 1) dans C est une monade
3 zéro si et seulement s’il existe une transformation naturelle ¢ :: one == m satisfaisant { = u.{m, oll one est
Pendofoncteur constant sur 1 (nous disons que p préserve ¢ ) °

En effet, { peut &tre défini & partir de € par ¢ = & < one,id >. Inversement, en notant ! la transformation
naturelle qui & X associe 'unique fléche de X vers 1, on peut définir ¢ en fonction de ¢ pare = ¢ (snde2).M(Fstez).

3.2 Momnade 4 Abstraction

Maintenant nous supposons que la catégorie C est une catégorie & produits finis. On considére P'endofoncteur
sqr et les transformations naturelles Id, twist et diag comme suit®: )

- sqr: C = C, sqr(z) = © x &, pour tout abjet ou toute fleche x de C,

- Id:ide == ide, Idx = idx, pour tout objet X,

- twist 11 sqr == sqr, twisty =< sndxs, fsty2 >, pour tout objet X, et
- diag i ide == sqr, diagx =< Idx,Idx >, pour tout objet X.

Définition 8 On dira que (m,n, y, @) est une monade 4 abstraction si (m, 7, ) est une monade et & est une
transformation naturelle de sqr vers m. La transformation « est dite ’abstraction de la monade. o

Définition 4 Une abstraction « est dite associative si p.am.(nx @) = p.am.(axn), commutative si a.twist =
a et idempotente si a.diag = 1. °

Par exemple, les monades 8, £ sont des monades & abstraction. Dans S I'abstraction est définie par {—, ~}x(z,y) =
{=,y}. Cette abstraction est associative, commutative et idempotente. Dans £ I'abstraction est définie par

[~ ~]x(®,%) = [z,y]. Cette abstraction est associative, non commutative et non idempotente. De méme

on peut montrer que la monade B est une monade & abstraction, ol son abstraction o est définie par
ax(z,y) = bsy olt byy(z) = 8, + 6y,, (6 btant le symbole de Kronecker). Cette abstraction est associa-
tive, commutative et non idempotente.

Dans une monade & abstraction, définissons v = p.am et « = v.(nx Idm), appelées respectivement combinaison
et gjout. Par conséquent, v :: sqrm ==> m et ¢ = id X m ==> m. Autrement dit pour tout objet X, on dispose
devx :mX xmX — mX et 1x : X xmX — mX. Par exemple, pour S, Popération vy est Popération
union binaire et 1x est l'insertion d’un élément de X dans un sous-ensemble de X ; pour £, Popération vy est
Popération append et ¢x est opération cons des listes, et pour B, 'opération vx est I'opération concaténation
et tx est Vinsertion. Réciproquement, si on enrichit la monade (m,n, 1) par une transformation naturelle
v i sgrm ==» m on peut définir o par o = v.sqry. De méme, si on enrichit la monade par une transformation
naturelle ¢ :: id X m ==> m, alors on peut définir o par a = t.{Id x 7). Ceci signifie que:

Fait 1 Se denner une monade & abstraction {m,n, i1, @) est équivalent & sé donner une monade enrichie par
une transformation naturelle v :: sgrm == m ou bien se donner une monade enrichie par une transformation
naturelle ¢ i1 id x m == m.

Proposition 2 i) L’abstraction « est associative (resp. commutative, resp. idempotente) si et seulement si
pour tout objet X I'opération vx est associative (resp. commutative, resp. idempotente) au sens usuel.
it} 8i « est associative et idempotente alors pour tout ob jet X,

Ly <pritx >=1tx : (*)
et si o est associative et commutative alors pour tout objet X,
bx < Pri,txpras >=ix < Pra,ixpriz > . : : ()

ol pry = folx xxmxX, Pr2 = fstx,mxsndx xxmx, Prs = sndx,mxsndx,xxmx €b prij =< pri,prj > pour
1<i<j<3.

Dans nos exemples ¢) se traduit par les faits évidents qu’union binaire pour les ensembles, concaténation pour
les multi-ensembles et append pour les listes sont des opérations associatives. De méme i4) et 4i1) expriment
qu'aucune des équations (x) et () ne sont satisfaites pour les listes, car append n’est ni commutative ni
idempotente. I’équation (**) est satisfaite pour les ensembles et les multi-ensembles et s’exprime par:
insertx (8, insertx (s, A)) = insertx (s, insertx(t, A)), pour tout £ , s dans X et A dans SX (resp. BX).
Tandis que I'équation (x) n’est satisfaite que pour les ensembles et se traduit par:
insertx (t,insertx (t, A)) = insertx(t, A), pour tout ¢t dans X et tout A dans SX.

3Ne pas confondre 1d et id.
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3.3 Annoides

Définition 5 On dira que M = (m,n, 4, &, ) est un annoide * dans C si {(m,n, pu,€) est une monade & zéro,
et o est une abstraction sur (m,n, 1) . L’annocide M est dit unitaire si on a:

wom. < Chm, Idm >= Idm et pom. < Idm, (.\m >= Idm.
De méme, on dira que M est associatif ( resp. commutatif, resp. idempotent) si « est associatif { resp.
commutatif, resp. idempotent). o

D’aprés cette définition la donnée d’un annoide consiste 3 la donnée d'une catégorie C, d’un endofoncteur m,
et de quatre transformations naturelles 7 :: id == m, i :: m? == m, ¢ :: one == m, a :: 3gr =3 m satisfaisant
les équations de la monade et 'équation p.¢m = (. Les équations de la définition expriment que ¢ est un
zéro (3 droite et & & gauche) de v = p.am.

Par exemple, £ est un annoide unitaire associatif, B est unitaire, associatif et commutatif et S est unitaire,
associatif, commutatif et idempotent.

Soient m et m’ deux endofoncteurs de C et soit v :: m == m’ une transformation naturelle. Notons ¥ la
transformation naturelle sy ol « est la composition horizontale des transformations naturelles.

Définition 6 Soient M = (m,n,1,{,a) et M’ = (m', 7/, i, ¢',a') deux annoides. On dira que v :: m = m/
est un convertissseur de M & M/ si vy satisfait v =1n',7.( = (', y.a = o, y.p = p' 2. °

Par exemnple, les opérations usuelles qui convertissent les valeurs de types 'ensemble’, 'liste’ ou 'multi-ensemble’
entre elles sont des convertisseurs, entre S, B, et £ dans le sens ci-dessus. :

Il est clair que les annoides dans C sont les objets d'une catégorie Ringad(C) dont les morphismes sont les
convertisseurs. On notera par Ringad,(C) la sous-catégorie pleine de Ringad(C) qui a pour objets les annoides
ayant la propriété p ot p est une des propriétés u (pour unitaire), a ( pour associatf), ¢ (pour commutatif), 4
(pour idempotent) ou une conjonction de ces propriétés.

Soit C une catégorie & produits finis. Notons Mag(C) (resp. Dgr(C), resp. Mon(C)) la catégorie des mag-
mas pointés (resp. demi-groupes, resp. monoides) internes de C. La sous-catégorie pleine de Mag(C) (resp.
Dgr(C), resp. Mon(C)) ayant pour objets les magmas satisfaisant la propriété p sera notée Mag,(C), ot
p€{a,cdi,ahc,ani,cAi,aAcAd} (tesp. p € {c,4, cAi}). Nous noterons V(C) et V,(C) une de ces catégories
et sous-catégories (mutatis mutandis), et nous omettrons C quand il s'agit de la catégorie des ensembles®.

L’association de X &-(X, e, u) définit un foncteur d’oubli UC : V(C) — C. Se donner un annoide dans C permet
- de définir un foncteur de C vers V(C). Plus précisément:

Théoréme 2 Si M = (m,n,,(,a) est un annoide (resp. annoide unitaire, resp. annoide unitaire et as-
sociatif) dans une catégorie C, alors pour tout objet X le triplet (mX,(x,vx) est un magma pointé (resp.
demi-groupe, resp. monoide) interne de C. De plus si « a la propriété p, alors (mX,{x,vx) a aussi la propriété
P. ©

La naturalité de ¢ et de v entrainent que l'association du monoide interne (mX,C(x,vx) & objet X de C
définit un foncteur FY, . , : C — V(C) satisfaisant m = U CFE 1o
Soit V une catégorie et U : V = Set un foncteur d’oubli. Nous dirons que C est une catégorie faiblemnt
V-enrichie s’il existe un foncteur H : C x C — V vérifiant UH = Hom(—, —).

Théoréme 8 (Caractérisation des annoides) Pour qu'une monade (m,7,u) dans Set munie de deux
transformations naturelles ¢ :: one ==+ m et o i sqr == m soit un annoide (resp. annoide unitaire, resp.
annoide associatif) il faut et il suffit que la catégorie de Kleisli de la monade (m, 7, i) soit une catégorie faible-
ment V-enrichie olt V est la catégorie Mag (resp. Dgr, resp. Mon). De plus a a la propriété p si et seulement:
si la catégorie de Kleisli de (m, 7, 1) est une catégorie faiblement V,-enrichie. °

Autrement dit, (m,n, 1, ¢, @) est un annoide si et seulement si pour tout objet X, ¥ I'ensemble H omge(X,Y)
est muni d’une loi ®@x,y et contient une fléche distinguée 0 x,v : X — Y de sorte que:

(@ ®y,z ") o (2 Rx,y ¥*) = (¥ 02®) @x,z (v* 0 ¢*), pour tous z*,3" : X —,. Y et tous w, vt Y -, 2.
Cet annoide est unitaire si et seulement si on a:

Ox,y oz’ =yt o0x,y = 0x,z pour tout X o Y, Y -, Z
Cet annoide est associatif (resp. commutatif, resp. idempotent) si et seulement si les lois ® X,y sont associatives
{resp. commuitatives, resp. idempotentes). ‘
En fait, dans une monade enrichie par ¢ et o, la loi ® x,y et la flecche Ox,y sont définies par:’

2 @x,y ¥ = (ux(amx(z x ), Ox,v = (¢(x))".

Réciproquement, si la catégorie de Kleisli d’une monade est une catégorie faiblement V-enrichie alors la monade
peut &tre enrichie par o :: sgrm == m et ( :: one == m définis par:

ol = (nr fstra 1) @rxr,r (Prsndra r)’, r = zeroy

ol (zerox,y)" =0xy.
Dans le cas ol la monade est définie par un triple de Kleisli le théoréme s’exprime de la maniére suivante:

“Ne pas confondre avec le terme annoide utilisé par certains auteurs comme synonyme de catégorie préadditive.
5Dans ce cas chacune de ces catégories est la catégorie des modeles de Pesquisse de la structure algébrique correspondante.
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Proposition 3 Un triple de Kleisli (m, 7, iter) muni d’un 2éro ¢ est un annoide si et seulement si pour tous
objet X et ¥ de C, Home (X, mY) est muni d’une opération binaire ®x vy telle que:

1. dter(k)(u@xy v) = tter(k)u B x, 7 iter (kv

2. (iter(u) @mx,y iter(v))h = iter(wh g,y iter(v)h, ot u,v: X - mY, h: Z —»mX, k: Y — mT.

Cet annoide est unitaire si et seulement si

3. uBxy {xy =u, pour tout u: X — mY, 4. (xy Dx,yu=u, pour tout u: X — mY.
Cet annoide est associatif (resp. commutatif; resp. idempotent) si et seulement si la loi ®x y est associative
{resp. commutative, resp. idempotente) pour tous X, Y. o

4 Type de Collection

Soit M = (m,1,(, @) un annoide dans une catégorie C. Regardons les objets de la catégorie C comme des
types et les opérations de M comme des fonctions polymorphes. Pour tout type T, ces opérations permettent
de construire les termes de mT" & partir de ceux de T. Ce sont donc des constructeurs de termes. La naturalité
exprime que ces constructions sont stables par les morphismes de C. Les équations de M sont des équations
'polymorphes’. Ceci suggére de voir M comme un 'type de données du second ordre dont la sémantique est
exprimée par les équations. Ci-dessous nous présentons briévement un langage permettant de spécifier et
manipuler ce genre de type de données (pour plus de détails voir [Lel 94]).

Grammaire: Les types 7 et les constructeurs K sont définis par la grammaire ci-dessus:
Tu=1|T| KT Ku=Ko|id | KK|T |idx T

oll 1 est un type particuliér avec un seul élément, Ty est un ensemble de types de base, et Ky est un ensemble
de constructeurs de base. En fait, Ko contient des constructeurs non spécifiés du genre S, £, B, etc.

Ce systéme de type permet de construire les types rencontrés dans les langages de programmation pour bases
de données.

Reégle de Formation de Fonctions: Notons qu’a ce stade, ‘ce systéme de type n’a pas de constructeur
de fonctions. Toutefois le langage fournit deux sortes de fornctions: les fonctions polymorphes (i.e. fonctions

~ paramétrées par les types) et les fonctions non polymorphes . Les régles ci-dessous permettent de construire
des fonctions polymorphes & partir des types, des constructeurs et des primitives. Les fonctions non polymor-
phes du langage sont soit des primitives des types de base, soit sont obtenues & partir des constructeurs ou
des fonctions polymorphes par les régles d’instanciation ci-dessus, soit sont obtenues & partir de ces derniéres
par composition. Dans les régles qui suivent nous avons utilisé la notation f : T — S pour une fonction non
polymorphe f de T vers S et la notation v :: @ == b pour une fonction polymorphe v de a vers b. De plus
nous adoptons les notations: ¢ : T pour ¢ est une valeur de type T, T T pour T est un type, et a :: K pour
a est un constructeur.

Universalité;

Id:id =>1id Viidd = one
Produit: ‘
T.7T T.7T auK buK T..T Bua=>b zp::a::i»ff
fstT o id x T == id sndT 2 id X T == T < B,p >30T g o bx T '
Composition: . v
Bura=>b H:ub=c
. 0.0:a=>c
Actions a gauche et & droite:
Bua=>b cukK fura==b cukK .
cfca=%ch Be i ae == bc
Instanciation: .
fua=>b T.T f:8-T au=Kk
Br:aT — bT af :a8 —aT

Par 'application des ces régles aux primitives polymorphes on obtient des expressions _polymorphes. Une
déclaration de la forme €; = €5 oll €; et €3, sont des expressxons polymorphes, est une equatzon polymorphe.

Définition 7 Un format de m-collection est un 5 uplet Y = (m,n, i, , @) ol m est un constructeur de base
(i.e. un élément de Kp) et n :: id == m, p = m? ==>'m, ( 1t one ==> m, et o : sgr ==>m sont des fonctions
polymorphes. Les polymorphismes 7, u, ¢ et o seront -appelés les opérations de Z,. o
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Définition 8 Un m-constructeur de collection est un couple By, = (S, En) olt Ty, = (m, 9,1, {, ) est
un format de collection et Ep, est un ensemble d’équations polymorphes contenant au moins les equations
ci-dessus:

(E1) ppm = pmp ( p est associatif), (E2) p.mn = (Id)ym = pnm (n est I'unité de ),

(E£3) w.$m = ¢ ( p préserve ¢ ), (B4) p.am. < (Id)ym,(lm >= (Id)m (¢ est un zéro & gauche de o),
(E5) p.am. < (lm, (Idym >= (Id)m ({ est un zéro & droite de o).

On dira que le constructeur de collection By, est associatif (resp.commutatif, resp. idempotent) si 'équation
(E6) (resp. (ET), resp. (B8)) ci-dessous est satisfaite:

(E6) poam.(nxa)=pam.(axn) (E7)  oatwist=q (E8) a.diag =n. S

Soit By, = (T, Em) un m-constructeur de collection. Par instanciation des opérations et équations de B,y
pour un type T on obtient un type de donnée B, T" = (£,,T, E,T') que nous appelons le type des m-collections.
Toute valeur de ce type est appelé une m-collection.

Comparant avec la théorie classique des spécifications algébriques des types, on peut voir ., comme une
signature, L,,T" comme une algébre de ¥, et quand toutes les équations sont satisfaites B,,T" comme un
modeéle de Z,,.

5 Conclusion et Perspectives

Le terme annoide (i.e. ringad en anglais) a été emprunté & des travaux de Wadler, Trinder et autres [Wad 90],
[WT 91]. Pour ces auteurs un annoide est en quelque sorte un triple de Kleisli ayant un zéro & gauche
et satisfaisant les équations 1, 3 et 4 de la Proposition 3. Dans ce travail nous avons introduit la notion
de monade enrichie et nous avons donné une caractérisation de telles monades via la notion de catégories
faiblement enrichies. Nous avons briévement montré comment cette caractérisation permet de modéliser les
types de collection rencontrés dans les langages de programmation pour bases de donné. Notons que la catégorie
de base envisagée dans ce travail n’est pas une catégorie cartésienne fermée. De ce fait la théorie des types
introduite dans la section 4, ne couvre pas toute la puissance souhaitée. Notre objectif dans des travaux & venir
est d’augmenter le degré d’expressivité de ce langage de type et d’étendre notre généralisation aux structures
multi-sortes, outil indispensable pour les bases de données orientées-objet.

Par manque de place, le développemment détaillé de ce travail ainsi que d’autres résultats intéressants n’ont
pas pu étre inclus ici. Nous renvoyons le lecteur intéressé & [Lel 95].
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1 Origine et but du travail

Ce travail est né de préoccupations de la théorie des langages dans lesquelles on considére
un langage formel sur un alphabet ¥ comme une suite (le plus souvent finie) de points
{z; € P'X}icr, ot X = T*. Dans ce contexte, il est nécessaire de comprendre les liens
naturels entre PX et P2X.

La construction de CANTOR de ’ensemble PX de tous les sous-ensembles d’un ensemble
X peut étre considérée comme un foncteur P de trois facons, une contravariante et deux
covariantes, notées

C,3v (a)
et définies en posant pour toute application f: X - Y

Cf=f":PYPX : Be f*B={s€X; fu€B};
df:PX-PY : AmJfA={yeY; a((y=fz)A(z € A)};
VfPX—->PY : AmYfA={yeY; Vz((y= fz)= (z € A)};

Par suite, la construction P2X = PPX peut étre considérée comme un foncteur P, de neuf
facons, quatre contravariantes et cing covariantes, & savoir

€3,0Y,3C,YC et C%,3%,3¥,¥3, 2 | (b)

Nous décrivons complétement le systéme de toutes les transformations naturelles d’un fonc-
teur quelconque Py de (a) vers un foncteur quelconque de (a) ou (b) de méme variance que
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Py, et parmi elles celles qui “représentent naturellement” P dans PP. Ce qui nous permet
de situer catégoriquement dans une méme perspective le calcul booléen et 'arithmétique des
cardinaux.

2 Du niveau 1 au niveau 1

Proposition 1 Toutes les transformations naturelles d’un foncteur de (a) vers un autre
foncteur de (a) de méme variance sont déterminées par les fonctions de PX vers PX suiv-
antes : A 0, AHX,AHA,AHCXA.

Nous notons par la suite v, : PX — PX Papplication définie par 4 — (] x4

3 Du niveau 1 au niveau 2 : les cas contravariants

Proposition 2 Les transformations naturelles du foncteur C vers le foncteur 3C sont au
nombre de 16, et sont déterminées par les 16 fonctions qui envoient respectivement A C X
sur ;

aOOOOA — @ aOOOlA e {Y} aOOlOA {C A} C!?\,O”A — {BXAvX}
a°1°°A {A} a““”A {4, X} a‘”“’A {4, C A} oA ={A,(, 4,X}
al°°°A - {0} a1°°1A ={0,X} a“’wA 0,0, 4} oA ={,0 4X}
a”OOA {0, A} a“‘”A = {0, 4, X} a‘“”A = {0, 4, C A} olMa={0,4,0 4,X}

De maniére similaire, il y o 16 transformations naturelles de C vers le foncteur ¥ C. Elles
sont déterminées par les 16 fonctions B A= ’PX—af(A, 0u T désigne la négation composante
par composante de c.

Ces ensembles de 16 transformations naturelles ont canoniquement une structure d’algeé-
bre de Boole : pour chaque valeur de c et d, et pour le A et le V composante par composante,

aMA=afAabA, afA=0asAlJala, BMA=pLANLLA, et

Proposition 3 Les transformations naturelles du foncteur C vers le foncteur CY sont au
nombre de 16, et sont déterminées par les 16 fonctions suivantes :

> H()){OOOAZQ);
> A = {X};

o uA={B:[ ACB#X}
> pMA={B:[ _Ac B}

> pYP%A={B: AC B# X}



Les représentations naturelles de P.X dans PPX
> pOl%A={B:AC B}
b uA={B:(ACBoulJ,AC B)et (B+#X)}
> uMA={B:(AcCBou(j,AC B}
b 4 ={B:[,BNA#0et [ ,BNLxA#0}
> 1001)1 {B:0xBNA#Bet [ BNL A4 #0U{X);
b A ={B:[,BNAH#0}
> M A={B: [xBNA#0UXY;
> 1A ={B:(,BNL,4#0);
> A= {B:[xBNLx4#0U{X)
b %A ={B: X #BcX}
b plllA = PX;

De maniére similaire, il y a 16 transformations naturelles de C wvers le foncteur C3 ;
comme dans la proposition précédente, ces ensembles de 16 transformations naturelles ont
chacun canoniquement une structure d’algébre de Boole.

Il'y a donc 4 x 16 = 64 transformations naturelles de C vers les foncteurs contravariants
de niveau 2 (i.e. de (b)).
Par la suite, nous notons 1, ,v,,d, respectivement les applications

T+ PX — P2X
A s {BePX;Vi(zeB=zecA)}

vy : PX — P2X ;

— {BePX;3Iz(z€B A z€ A}
vy 1 P2X. — PX

— {z€X; JAze A AN Ae A}

— PX _
A +— {zeX;VA(re A= Ade A)}

Clairement : vy, Ty vy = 9, et 6 = v, v, 1y, ainsi que v, 3fv, = Yf et v, Cfr, =
Cf. Nous appelons ce type de relatlons des relations de conjugaison par v. Dans les propo-
sitions précédentes, les “de manidre similaire” correspondent a des “résultats obtenus par
conjugaison”.

Un ensemble de parties est ordonné par I'inclusion (ou par son opposée). Parmi les 64
transformations mentionnées plus haut, certaines ont des composantes qui sont des foncteurs
(entre ensembles ordonnés). Parmi elles, certaines ont des composantes qui ont des adjoints, a
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droite ou & gauche selon le choix de 'ordre, et parmi celles-ci, certaines ont des composantes
qui sont des foncteurs monadiques (de fait, ces dernitres ont des composantes injectives
admettant une section monotone naturelle). Dans ce cas, on dit que 'on a une représentation
naturelle de P dans PP.

Proposition 4 Parmi les 64 transformations de source C et de but un foncteur de niveau 2
contravariant, i n’y a que 8 représentations naturelles de P dans PP, qui sont obtenues par
conjugaison ou par composition simple avec v, & partir de = ou de 1 (qui sont elles-mémes
conjuguées). D’autre part, il y en a 32 qui ont des composantes monotones, parmsi lesquelles
iy en a 14 dont les composantes ont des adjoints qui de surcroit sont naturels.

4 Du niveau 1 au niveau 2 : les cas covariants

Il y a cing formes covariantes de P2 : 32, v, V3, ¥2 et C2 ;ily a donc en tout 2 x5 = 10 cas
a considérer dans I’étude des transformations P — P2. Nous considérons ici les cas 33
et 3 — C?, les autres cas se déduisant par conjugaison ou par composition avec v.

4.1 LES TRANSFORMATIONS 3 — 32

4.1.1 Nature des transformations
Soit A : 3 — 3% une transformation naturelle. Pour chaque f: X - Y on a

A 1 lAY PrA A=), 3f4 (*)
2 2
PX 3y

c’est-a-dire {f(B) : B € A, A} = A, f(A). En particulier, si f est une inclusion X C Y,ona
AxA = A, Apourtousles A C X CY.On en déduit que les valeurs de deux composantes A x
et A, de A en un point commun A C X Y sont les mémes, i.e. ne dépendent que de A4 et non
pas de I’ensemble contenant A. En particulier, si 4 C X, A xA = A, A. Une transformation
naturelle ) : 3 — 3° détermine donc pour chaque ensemble A un sous ensemble BA de 34, &
savoir BA = A, A ; de plus, si f: X — Y, la commutativité de (*) signifie que 3f induit par
restriction une application (surjective) de BX — Bf(X) C BY, qui envoie chaque 4 € BX
sur f(A) € Bf(X). Une transformation naturelle A : 3 — 3% définit donc un sous-foncteur
de 3. '

Inversement, supposons donné un sous-foncteur B de 3, i.e. un choix, pour chaque ensem-
ble X, d’un sous-ensemble BX de 3X tel que pour tout ensemble 4 € BX on ait dfA € BY ;
on pose alors BfA=3fA :

3f

X ——JY

i e

BX‘E“?BY
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Pour chaque ensemble X, soit A, A = BA. Un calcul immédiat montre que A = {A, } est
une transformation naturelle 3 — _32.
Les sous-foncteurs de 3 classifient naturellement les transformations naturelles I— 3.

4.1.2  Les sous-foncteurs de 3

Un sous-foncteur B de 3 est un endofoncteur de Ens qui associe & chaque ensemble X
un sous-ensemble de BX de 3X de telle maniére que les inclusions BX C 3X rendent le
diagramme (**) commutatif. On a entre autres les sous-foncteurs suivants de 3:

envoie X sur § ;
envoie X sur {4 € 3X : A # 0} ;
T ¢ envoie X sur fsi X =0, et sur 3X si X #0.

[N !Ll.‘J =)
{

On observera que pour chaque X on a 37X C 3°X C 3X , ce que I'on convient de noter
7 c3i c3 .

La description et la classification de tous les sous-foncteurs de 3 reposent sur trois lemmes
techniques.

Lemme 1 : Si B # 0, alors pour chaque X # 0, BX # 0.

Lemme 2: Si B 0, et si # A € BX, alors pour tous les A’ € BX tels que 0 < |4'| < |4,
onaA' € BX.

Lemme 3 : Chaque sous-foncteur B # B de 3 permet d’associer canoniquement & chaque
X # 0 un cardinal 8, donné par B, = Sup{|4|: A € BX} (laborne de X induite par B).
On a (a) si B, < |X|, alors B, < By ; (b) si |[Y| < By, alors B, = |Y]|.

Un sous-foncteur de 3 est dit cardinalement borné s’il existe un cardinal B tel que pour
chaque ensemble X et pour chaque A € BX, |A] < B. Si B est borné, les bornes induites par
p sont aussi bornées, et inversement, si les By forment une classe bornée, B est borné car
B est soit @, soit {#}. La borne cardinale de B est alors définie par

Inf{B8:VX,VA € BX,|A| < B}.
Proposition 5 Les sous-foncteurs non cardinalement bornés de 3 sont 377, 3~ et 3.

Pour décrire les sous-foncteurs bornés de 3, nous utiliserons la notation suivante :

deoX = {A€3X:|A]<a}
- _J9 si X =1
deoX = {ﬂ<aX siX #0
. o X = {A€dX:4#Det|A] <a)

De la méme maniére, on définit 3<a 3_;0 et ﬁg; en remplagant “<” par “<” ; on a

clairement 327 C 37, C 3, et dc, 3, C <o
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Proposition 6

a) Les sous-foncteurs de 3 cardinalement bornés par 0 sont _3_;5, 3;0: J<o ;

b) Si « est un cardinal successeur, les sous-foncteurs de 3 dont la borne cardinale est o sont
ig;; _3_;& et 350, s '

¢) Si a est un cardinal limite, les sous-foncteurs de 3 dont la borne cardinale est o sont

325, 32, et Ao, d’une part, et d<., 32, €t d<o d’autre part.

On notera que :

355X = 0 (e 3y =0)
_ ] siX =10
X = {{m} X A0
5_<0X = {Q}

4.2 LES TRANSFORMATIONS 3 — G2

Proposition 7 Comme C°P 4 C, on a une bijection naturelle Nat(3, _C_)_Q) ~ Nat(C,3C).
Il'y a donc (cf proposition 3) 16 transformations naturelles de 3 vers C2.

5 Conclusion

1) Dans la théorie des univers algébriques résumée en [1], les opérateurs C, 7, v, v ci-dessus
sont générateurs, au sens ol il est démontré qu’s partir d’eux tous les types de structures
du premier ordre sont équationnellement définissables. Ici, nous avons montré qu'’ils sont
générateurs dans le cas contravariant de toutes les représentations naturelles de PX dans
PPX (proposition 4).

2) L’“algebre” de toutes les transformations naturelles de PX dans PPX dans le cas
contravariant consiste canoniquement en quatre copies de I’algébre de Boole atomique libre
sur 2 éléments (proposition 3).

3) L’“algébre” de toutes les transformations naturelles de PX dans PPX dans le cas
covariant consiste essentiellement en, d’une part une copie de Palgebre de Boole atomique
libre sur 2 éléments (proposition 7), et, d’autre part (proposition 5) I'algébre des cardinaux
dans leur usage de délimitateur, explicité ici par la notion de borne (i.e. de sous-foncteur de
3) (voir [2]).
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1 Introduction

The simplest abstract model for a rewriting system is a binary relation on a set; the struc-
tures being rewritten are the elements of the set and a pair of elements is related if and
only if the first rewrites to the second. In several kinds of rewriting the structures being
rewritten form not merely a set, but support a composition so that they are the morphisms
of a category. This leads to models of rewriting in which the rewrites appear as 2-cells
between morphisms.

The binary relation model has been applied [Hue80] to term rewriting systems in order
to separate those parts of confluence results which depend essentially on the rewritten struc-
tures beeing terms, from those aspects of such results which are true of an arbitrary binary
relation. One aspect of confluence results which cannot be handled by the binary relation
model of a term rewriting system is that of critical pairs [KB70]. The significance of the
compositional structure in term rewriting is that this structure, together with coproducts,
is sufficient to account for critical pairs. This is demonstrated in section 5 below.

It has been shown [RS87] that a term rewriting system gives rise to a 2-category in which
the objects are finite sets of variables, the morphisms are substitutions, and the 2-cells are
rewrites. In this paper the question of whether a 2-category really is the most appropriate
structure to model a term rewriting system is considered, and a more general structure,
called a sesqui-category is proposed as an alternative.

There are two advantages in using the weaker structure of a sesqui-category, rather than -
a 2-category. The first advantage is conceptual. A sesqui-category may be described infor-
mally as having all the structure of a 2-category except that there is no general horizontal
composition o for combining a 2-cell with a 2-cell. There are instead two compositions o,
and op for combining a 2-cell with a morphism and vice versa respectively. The operations
oy, and op each has a natural interpretation from the viewpoint of term rewriting, whereas
the operation o of the 2-category has no such straightforward interpretation. The second
advantage is that the hom-categories of the sesqui-category are f-categories, in the sense
of [Mit72]; this means that we have a notion of length for 2-cells. This notion of length al-
lows a distinction between confluence and local confluence, and hence a treatment of critical
pairs.
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2 Term Rewriting Systems

For a more detailed introduction to term rewriting the survey [DJ90] will be found helpful.

A signature €2 gives rise to an endofunctor T on Set, XTq being the set of terms with
variables in X. It is usual to fix a countably infinite set V of variable symbols, and to
call a function from V to VT which is the identity except for finitely many variables, a
substitution. The functor Ty is part of a monad, and Fin will denote the full subcategory
of the Kleisli category for this monad determined by the finite subsets of V.

The objects of Fin are thus finite sets of variables, and a morphism f: X — Y is a
function f: X — YTq. If ¢ : Y — Z in Fin, then the composite fg is defined by setting,
for each z € X, the term z fg to be the term obtained by substituting yg for every variable
y in zf. The morphisms of Fin correspond to substitutions, however some care is needed
as the correspondence does not preserve composition. For example, the composite in Fin
of {xr+ y}: {x} = {y} and {y — 2z} : {y} — {z} is {x — z}, but the composite of the
substitutions {x > y} and {y = 2z} is {x = z,y > 2}.

The usual notion of occurrences in a term extends to morphisms of Fin. An occurrence
of f: X —Y is a pair za, where z € X and a is an occurrence in the term zf. The set of
all occurrences of f will be written occ (f). The term at the occurrence za in f is denoted
f@za, and the result of replacing this term by a term ¢ is denoted f[t\za]. The notions of
occurrences and replacement are also used with respect to substitutions. B

A term rewriting system, or TRS, is a set of rules where each rule, / = r, is a pair
of terms with all variables present in r also appearing in /. A TRS induces a graph on each
hom-set of Fin. An edge from f; to f2 is a triple of the form (I = r, ¢, za), where [ = r
is a rule, ¢ is a substitution, and za is an occurrence of f;. These data will satisfy the
conditions that fi@za = Iy, and f; will be obtained from f; by replacing the subterm at
za by ro.

There are two ways in which rewrites interact with composition in Fin. Firstly, there
is instantiation. If fi, fo: X =Y and h: Y — Z, and ({ = r, ¢, za) is a rewrite from f;
to f2, then (I = r, h, za) is a rewrite from fih to fyh. Secondly, there is embedding. If
g:W = Xand fi,fa: X =Y, and (I = r,p,za) is a rewrite from f; to f;, then there
will be a set of rewrites between g f; and g f5.

3 Sesqui-Categories

In looking for an appropriate categorical abstraction for term rewriting we are led to con-
sider a category Kg, each hom-set Ko(X,Y) of which is a category, K(X,Y) where the
composition represents the action of performing one rewrite followed by another. For each
triple X,Y, Z of objects of Kg there are two compositions og and of, to model embedding
and instantiation respectively. If f : X — Y and « is a 2-cell in K(Y, Z), then fora is
a 2-cell in K(X,Z). If Bisa2-cellin K(X,Y)and g:Y — Z, then Bof g is a 2-cell in
K(X, 7).

A sesqui-category is defined to be data Ko, op and or as above, subject to the
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following equations, which hold whenever the composites are defined.

L. lxorf = B i (fg)orB = for(gorp)
iii. gorly = lg iv. gor(B:9) = (gorpB)-(gord)
v. aorly = o vi. aor (hk) = (aoph)ork
vil.  lgoph = 1gh vili. (a-y)oprh = (aorh)-(yorh)

ix. (fera)orh = fogr(aoLh)

In these equations, 1x is an identity 1-cell, 1 an identity 2-cell, and - is the ‘vertical’
composition in the hom-categories. Sesqui-categories are so called as the prefix ‘sesqui’ is
used to mean ‘one and a half’ and these structures lie part-way between categories and
2-categories. A sesqui-category satisfying (Gpeop 8) - (@ or 818) = (or, 8o8) - (Brax o ),
where &y and 0; denote domain and codomain, is just a 2-category.

An alternative definition of a sesqui-category is that it Cat
is an ordinary category Ko equipped with a lifting of the
hom-functor to Cat, as in the commutative diagram at
the right, in which U : Cat — Set is the functor which (--) U

forgets the morphisms.

A third way of describing sesqui-categories is as en- K x K
. . . . 0 0
riched categories. Besides the usual cartesian closed Ko(-,-)
structure, Cat possesses exactly one other symmetric
monoidal closed structure [FLK80]. This second structure can be called the unnatural
symmetric monoidal closed structure on Cat, since the internal hom is the category of
functors and transformations which are not required to be natural. If Cat’ denotes Cat
equipped with the unnatural closed structure, then a Cat’-category is exactly a sesqui-
category. This description of a sesqui-category as a Cat'-category leads via the notion
of colimits in enriched categories to the appropriate definition of a coproduct in a sesqui-
category, viz the Cat’-coproduct.

Set

4 Sesqui-Categories Associated to a TRS

In this section we see how a TRS gives rise to a sesqui-category, Fin, and a 2-category,
FIN, each having Fin as its underlying category.

We saw above that a TRS makes each Fin(X,Y) into a graph. If f : X — Y in Fin, two
occurrences ria; and zoag of f are said to be disjoint if z; # 2 or neither a; nor ay is an
initial substring of the other. When there are three morphisms in Fin, fi, f5, fa: X — Y,
and there are rewrites oy = (Iy = 71,1, 21a1) from fi to fo, and op = (I = r2, P2, T2a2)
from f; to f3, we shall say the rewrites are disjoint if z;a; and zqa, are disjoint occurrences.
When this happens, the rewrites may be performed in the other order. That is, if f} denotes
fallipi\w121, rap2\z2az], then oy is a rewrite from f} to f3, and g is a rewrite from f; to
f3- To form the category Fin (X,Y) from the graph Fin (X,Y), we require that if a; and
oy are disjoint rewrites, such that oy - oy is defined, then oy - ag = Qg - .

The compositions or and oy, can be defined using the ideas of embedding and instan-
tiation of rewrites respectively, and Fin has coproducts which extend those in Fin. Each
hom-category of Fin has length, that is, for any morphism f there is a natural number | f]
such that f is expressible as a composite of |f| non-identity morphisms, but not of more
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than |f|. This notion of length corresponds exactly to the usual notion of length in term
rewriting.

A category with a graph on each hom-set is called a derivation scheme in [Str95].
The construction of Fin, above, used one derivation scheme, but we can also consider the
derivation scheme, D, where the edges of the graphs are the rules alone, and not the rewrites
derived from these. The following result characterizes Fin by a universal property.

Theorem 4.1 Fin ¢s the free sesqui-category with coproducts generated by D. [

The proof of the theorem uses the following normal form lemma, which is also needed for
the results in section 5.

Lemma 4.2 Every length one 2-cell in the free sesqui-category with coproducts generated
by D has a unique ezpression in the form fog (a+ X)or g, X] where f and Oox are epi. (]

In Fin the 2-cells are sequences of one-step rewrites subject to the equivalence that
disjoint, rewrites commute. By imposing an additional equivalence, we get a 2-category,
FIN.

A sequence of m+1 one-step rewrites, where m > 0, is said to be an outer nesting if it
has the form (i; = 7y, 1, za)(ls = ro, @g,zaby) - - - (I3 = ro, 2, zaby,), and there is a sub-
stitution 1, and a variable y occurring in ¢, such that ¢; = ¥[lapa\y], and {by,...,b,,} =
{b € occ(r1%) | (r19)@b = y}. When the variables of r; are a proper subset of those in /y,
we may have m = 0. A sequence of n + 1 one-step rewrites, where n > 1, is said to be an
inner nesting if it has the form (I3 = rg, @q, zacy) - -+ (g = 19, 2, zac,) (i = 11, 1, za),
and there is a substitution 4, and a variable y occurring in %, such that ¢1 = Y[rqew2\yl,
and {cy,...,cp} = {c € occ(ly9p) | (13p)@c = y}.

To any sequence of rewrites from f to g which form an inner nesting, we can associate
a sequence also from f to g which constitutes an outer nesting. By equating each inner
nesting with its associated outer nesting, in addition to imposing commutativity of disjoint
rewrites, the graph Fin (X,Y) becomes a category FIN (X,Y), which is a quotient of
Fin (X,Y). The 2-category, FZN, can be characterized by a universal property.

Theorem 4.3 FIN is the free 2-category with coproducts generated by D. ‘ D

The most significant distinction between the sesqui-category Fin and the 2-category
FZIN is that, in general, the latter lacks a notion of length. For example, with rules £(x) =
£(£(x)) and £(x) = a, the following sequences of one-step rewrites are all identified.

ff(x) = a
ff(x) = fff(x) = a
ff(x) = fff(x) = ffff(x) = a.

Even when FZN does have length, this may not correspond to the usual notion of length
in term rewriting. For example, with rules £(x) = a and a = b, there is no distinction in
FIN between the one-step rewrite £(a) = a and the two-step rewrite £(a) = £(b) = a.

5 Confluence and Critical Pairs

In this section we see how the critical pairs of a TRS arise from the structure of Fin.
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By a span in a sesqui-category with coproducts and length, K, is meant a pair of 2-cells
(o, B), where dgex = 3. The span can be completed if there exist 2-cells v, and §, such
that &1 = Oy, and 013 = 0od, and 91y = 810. A span (e, f) is said to be embedded in
a span (A, u) if there exist 2-cells v and & such that A = oy and p = f-6. A span where
o} =1 =] is a local span. K is said to be confluent if every span can be completed.
If every local span can be completed, K is said to be locally confluent.

Certain spans owe their existence to the algebraic operations present in K. If the 1-cells
o and O are composable, then there will be a span (Gpa o B, o of, Gpf8). Such a span
is created by op and or. In a similar fashion, two 2-cells o and B give rise to a span
(o + B, a + GoB). Spans of these two forms can always be completed, and will be called
explicable spans. A span which cannot be embedded in an explicable span will be called
non-trivial.

Given a span (e, 3), and suitable morphisms f, g, and k, then there must also be spans
(foraorg, forBorg), and {(a+k, B+k). A span (o, () is said to be propagated from
a span (7, &) if there is a sequence of spans {a, ) = (a0, Bo), {e1,B1), -+, {Cn, Br) = (7,6},
where, for 0 < i < n, either (o, 3;) = (f or @41 0L ¢, f oRr Pit1 or g) for some f and g,
or (e, 8;) = (i1 + k, Biy1 + k) for some k. If this happens, and (v, d) can be completed,
then so can (o, ).

A span basis for K is defined as a set, B, of local spans of K such that every non-trivial
local span of K is propagated from some member of B, and no member of B is propagated
from any other. If K possesses a span basis, B, and all spans in'B can be completed, then
K will be locally confluent.

The fact that the sesqui-category derived from a TRS does possess a span basis was
essentially demonstrated in [KB70], the elements of the span basis being the critical pairs.
The usual definition of critical pair depends on notions of subterm and unification, but it
is possible to characterize critical pairs solely in terms of the sesqui-category Fin.

The notion of propagation provides two relations on local spans in Fin. Write (&, 8) <,
(e, B"), for local spans (&, 8) and {(c/, "), if (¢/,B") = (foraor g, for Bor g) for some
f and g and (¢, f') is not isomorphic to (e, 8). Similarly, write (o, 8) <4 (o/,8') for
local spans (o, 8) and (¢, "), if (¢/,) = (@ + k,B+ k) for some k, and (, ) is not
isomorphic to (&, 8'). The relation < on local spans is defined to be the lexicographic
product of (firstly) <4, and (secondly) <,. A local span (e, ) in Fin is irreducible if
there is no local span (¢, 8’} for which (¢, 8') < (@, ). The ordering < is well founded,
so the non-trivial irreducible spans form a span basis for Fin.

Theorem 5.1 The critical pairs of a TRS are exactly the non-trivial irreducible spans. 1

Recall that a TRS is left-linear if no left hand side of a rule contains any repeated
variables, and is orthogonal if it is left-linear and has no critical pairs. The critical pairs
in an orthogonal TRS admit a simpler characterization than those in the general case.

Theorem 5.2 In a left-linear TRS, the critical pairs are ezactly the irreducible spans which
are not explicable. ’ v o D

Corollary 5.3 A TRS is orthogonal iff all irreducible spans in Fin are explicable.
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6 Further Work

It has been proposed [Buc85] that a general framework be found to account for various
phenomena similar to critical pairs. Work towards such a framework includes [Sto92]
and [Rei91], however these do not use sesqui-categories, and it seems that further develop-
ment of the above treatment of confluence in sesqui-categories may be relevant.

It is a basic result of term rewriting theory that orthogonal systems are confluent. It is
not clear whether this result can be explained in terms of the categorical properties of Fin.
It seems that other sesqui-categories which can be derived from a TRS may be useful here,
in particular one formed by using parallel rewrites as length one 2-cells.
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I’IDEE DE LOGIQUE SPECULAIRE

René Guitart*

Journées Mathématiques C.A.E.N. 1994
2'7-30 septembre 1994

0) La Logique Spéculaire a pour objet I’étude des énoncés “classiques” (disons de la
logique du premier ordre) en tant qu’ils sont dits par quelqu’un, d’une fagon qui, dans le
méme énoncé, fait intervenir des points de vues multiples désignés par des lettres P, Q, etc,
et des maniéres, qui fondamentalement sont deux, notées { et b. Dans I'énoncé classique ces
points de vues et maniéres ne figurent pas, sont non-dits. Dans la logique classique il n'y a
qu’un point de vue et une maniére. Mais dans le dialogue “réel”dont la partie dite est un
énoncé classique le fait méme de I’énonciation intervient, et ces points de vues et manieres
non-dits modifient de fagon équivoque le sens de ’énoncé pour les locuteurs, introduisant
donc un malentendu. Ce malentendu est de fait nécessaire 3 la poursuite du dialogue, car
c’est la spéculation sur sa nature qui permet 2 chacun d’accorder du crédit. & Pautre, en
faisant provisoirement tenir I’énoncé non pas comme vrai, ce qui serait démesuré, mais
comme possiblement non-inconsistant, et ceci quelque soit Pénoncé. La logique spéculaire
s’occupe donc d’écrire et de gérer ces spéculations et leurs effets logiques, proposant ainsi
un certain réglage du non-dit, ce qui permet une théorie de la communication.

Cette logique s’appelle spéculaire pour trois raisons. D’abord parce qu’elle permet de
proposer des modeéles mathématiquement bien constitués pour la théorie lacanienne de la
psychanalyse et la théorie philosophique adjacente du sujet parlant, et tout, particuliement
pour la notion psychanalytique de spécularité. En particulier les “étranges” formules de
la sexuation de Lacan admettent alors en son sein une interprétation consistante. Ensuite
parce que ce qu’elle introduit est un modele mathématique minimal de la spéculation
dans la tenue qui permet la poursuite du dialogue. Et on peut soutenir I'idée que toute
spéculation est spéculaire en ce sens que la spéculation introduit un objet “prouvant” la
consistance ou la cohérence parce qu’il est & la fois suffisamment 3 distance de l'objet
(e-g. I'énoncé) dont il s’occupe et en méme temps substituable & celui-ci au moins a
un titre. Troisiemement, cette logique va résulter d’un travail “en miroir” (va-et-vient
local/global des opérateurs) sur la logique classique, et il apparait que cette logique admet
une structure “en miroir”, tant dans ses énoncés que dans ses régles,;par changement dans

*Université Paris 7
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les expressions des f en b et des b en f. Les propriétés de la logique classique sont ainsi
divisées en moitiées duales. Grossierement on peut dire que la logique spéculaire est un
“revétement & 2 feuillets” de la logique classique, ceci si Ion considére uniquement la
question de la maniére de dire, laissant de c6té la variété des points de vues. La logique
classique résulte de la logique spéculaire par l'identification § = b et les identifications
T =y = z=..=+ de tous les points de vues en un seul *.

1) Nous utlhserons le yoga suivant que nous appellerons le va-et-vient local/global des
opérateurs. Le lecteur embarrassé par le caractére abstrait de ce qui suit pourra se reporter
directement au cas qui nous intéresse explicitement ici, & savoir aux formules (ﬂ) et (b) du
paragraphe 2 et aux formules qui suivent exprimant dans la situation envisagée le calcul
explicite des localisations et globalisations des opérations logiques. Toutefois la généralité
que nous adoptons pour commencer maintenant a pour intérét de rendre transparentes
les propriétés universelles en jeu.

Soit F < U (¢,m) une adjonction, soit la donnée de deux foncteurs U C — Det
F : D — C avec deux transformations naturelles  : 1p — UF et-€: FU — 1¢ telles que
ep.F'n = 1p et Uenqy = 1y, de sorte que f +— (U f)-np détermine une bijection naturelle
C(FD,C) = D(D,UC) notée brievement : E22C.

Soit @ : Cat — Cat un 2-foncteur. Alors ona ®F 4 ®U(Pe,Pn). Onnote Y : & ~» D
un objet de D, et (PF)Y)=FY =Y et @)y =9.Y =a* : Y — U.Y™. On a
donc, pour tout Y : & ~» D et P : ® ~» C la bijection naturelle },’ '51; On dira que Y™
est un relevement inductif de Y le long de U.

Soit F' -{ U'(¢,n’) une autre adjonction, avec U’ : &' — D' et F' : D' — C’, et soit
¥ : Cat® — Cat un 2-foncteur. Alors on a WU’ 4 WF'(¥n', ¥¢'). On note X' : ¢’ ~» ¥ un
objet de WC', et (WF")(X') = X'.F' = X' et (Up)xr = X' =7 : X'?.U' —» X'. On a
donc, pour tout X' : C' ~» U et Q' : D ~ \Il la bijection naturelle o 'J,X'ep On dira que
X'°P est une extension projective de X' le long de U'.

Soit I' : Cat®? x Cat — Cat un 2-foncteur. Par exemple, on peut prendre pour T'(C’,C)
la catégorie Nat(C’,C) ayant pour objets les foncteurs de ¢’ vers C et pour morphismes

les transformatmns naturelles entre ces foncteurs. On note €' & C un objet de I'(C’,C) et

D' D un obj jet de (D', D). En effectuant un relévement inductif le long de U dans le cas
® =T(C’, ) et une extension projective le long de U’ dans le cas ¥ = I'(—, D), on a donc,

pour P :C'~ Cet Q' : D' ~» D les bijections naturelles v (g,’g,l)r;;;ﬁ <7 €t Y= gigz’(}g)l; X ',

de sorte que en posant Q" = (Q'.U")" = F(Q.U") = (F.Q).U' = (Q").U' et PV =
(U.P)*® = (U.P).F' = U(P.F') = U.P* on a les foncteurs (=)} : I'\D’, D) — T(C’, C) et
(— )V : I{(C',C) — T(D', D) et 'adjonction (—)! + (—)V, avec donc la bijection naturelle
35 ,

De fagon duale, si, pour le méme U on a une adjonction U - G, on a le relévement
projectif Y™? = G.Y, avec la bijection naturelle £ ’IZY En particulier on.a o~ : U.Y™® —

UPoY
Y. Et, pour le méme U’ et une.adjonction U’ 4 G', on a Pextension inductive X" = X'.G¥,
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avec la bijection naturelle )g':a,%’, Puis, avec Q% = (Q.U)? =G(QU) = (G.Q".U' =
QTPU" et PN = (U.P)¥ = (U.P).G' = U.(P.G") = U.P* on a I’adjonction (=)™ (=),

; I . h
avec la bijection naturelle %’—:—%—,.

On pose (<) = (—)A.(=)" et (—) = (=)".(_)

Supposons de plus maintenant qu’en fait les catégories I'((”, C) et I'(D', D) soient des
ensembles ordonnés. Dans ce cas, des adjonctions (—)! - (=)V et (=)" 4 (=) 1l résulte
que iV =fetbAb =b, et par suite (fV)? = §V et (AD)2 = Ab, et de I’adjonction
(=) (=) il résulte que AfVOAE = A et VDAV = Vb, et par suite (AfVb)? = Af Vb
et (Vb AH)? = vb A, etc.

En particulier, pour tous ensembles ordonnés 7' et T" avec T complet (i.e. avec tous
les sups et tous les infs), on peut considérer pour I'(T",T) Pensemble Ord(T",T) des
applications croissantes de T" vers T', ordonné “point par point” par :

F<gssiVt' e T'(f(t') < g(t)).
On a alors les calculs point par point :
PY(2) = UAscvny) Py)) ot PA(z) = UVur)<z P(y))-
Q) = Aewrycue = ot Q*(9) = Voo .

2) On s’intéresse enfin, maintenant, plus spécifiquement, & la globalisation et la loca-

lisation des opérations logiques dans un topos de préfaisceaux.

Fixons donc une catégorie S et considérons le topos £ns®” des préfaisceaux sur S
ou foncteurs de S°° vers la catégorie £ns des ensembles et applications. On note
Pensemble des objets de . Fixons aussi un objet p de S, et comsidérons le foncteur
evay, : Ens®” = Ens: X X(p) = X, qui & tout foncteur X sur S associe sa valeur en
p. Alors, si E est un foncteur fixé sur §°° » on note Sub(E) le treillis des sous-ob jets de £
(i.e. des sous-foncteurs de E), on note Sub(£,) le treillis des sous-ensembles de E,, et on
note Uy : Sub(E) —Sub(E,) le foncteur (i.e. ici 'application croissante) qui 3 X associe
Xp ; ce foncteur est donc la restriction de eva,, & sub(E). On prend T’ =Ord. Pour IJ = U,
et U’ = (U,)", On peut donc associer & tout connecteur propositionnel “localement” défini
en p dans E, soit « : sub(E,)" —sub(E,) deux opérateurs “globalisés” dans E, notés donc
&' : sub(E)" —sub(E) et & : sub(E)" —sub(E). '

Avec les hypothéses ci-avant, soient E et F' deux foncteurs fixés sur S, soit U =
Up : sub(E) —sub(E,), et soit U’ = Uy = sub(E x F) —sub(E, x F;) le foncteur qui &
R €sub(E x F) associe R, (défini, comme U, par restriction de eva,). Ce qui précéde
permet donc d’associer 3 tout quanteur “localement” défini en p dans FE, relativement 3
F, soit Q : sub(E, x F,) —sub(E,) deux quanteurs “globalisés” dans E relativement 3
£, notés donc Q¥ : sub(E x F) —sub(E) et Q" : sub(E x F) —sub(E).

On appelle opérateurs logiques les connecteurs et les quanteurs. On notera un opéra-
teur par w. Pour indiquer la dépendance vis-3-vis de I'objet p, on écrira j[p] et blp] & la
place de § et b. Ainsi on notera, si besoin est, wilP! pour w! et Wbl pour w".

On a donc, pour tout opérateur w défini localement en p et A défini globalement -
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wilPle A<ts]
“U'TZ'U“X et donc wn[P] ﬂw.U",‘_(.Up.)\ )\, et m et donc w UUP A<w.Up A

Soit P C Sp, et E un préfaisceau sur S. Si A est défini en P dans E, i.e. si A est la
donnée pour tout p € P d’un sous-ensemble A4, de E,, soit si A est un sous-foncteur de
Ep (restriction de E & P), on pose, pour tout ¢ € So, en notant g, P[ I'application dont
les restrictions aux F, sont les E,, pour u: ¢ — p, et en notant [P, q] Papplication dont
les projetées sur les E, sont les E,, pour v:p — ¢ :

(ﬂ) : (Aup)q = nACBP,BCE Bq - UpeP(Ag[p])q = Uq_‘;pep E(u)(AP)

=5 = E) 14,
(): (AP)y =Uppcancs By = anP(Ab[p) = Npapty £(0)7H(45)

= (Eq [P_*'Q] HEP)Q—I(H Ap)7

et on a

() Sghr o BEr

Considérons par exemple le cas ot S = {0 = 1}. La donnée de E est donc la donnée
de 2 ensembles Ey et Ey et d’une fonction ¢ : E; — Ep. Un sous-objet X de E est la
donnée d’un couple (X7, Xy) ot X, C Ep et X; C E; tel que ¢(X;) C Xp i.e. tel que
X1 C ¢7H(Xo).
Les formules (f) et (b) donnent , pour X, C EO et pour X; C F; :

: (Xa)u[o (0, Xo) et (Xo)'™ = (¢71(Xo), Xo),

(X)W = (Xq, ¢(X1)) et (Xl)b[1 (X1, Eo).

Dans le cas général on a toujours (A*F )p < A < (A¥)p, cest-a-dire que P “regoxt” ce
qu’il “émet” en mode b (resp. {) comme “moins” (resp. plus) que ce qu'il avait & “dire”.
D’ott le choix des notations b et §, marques donc d’un manque ou d’un exces (inévitables
pour dire). -

Dans le cas général, les globalisations et les localisations des opérations logiques s’ef-
fectuent alors par :
Wi (Z) = (w(Zp))7 et w**(Z) = (w(Zp))",
WP(W) = ((W"))p et w""(W) = (w(W'F))p.
Pour w un opérateur globalement défini (et monotone) on détermine ses altérations
par P, qui sont aussi des opérateurs globalement définis et monotones, par :
de — ( vP)uP bP ( /\P)bP
APYIP pr

wIF = (w (va)bPi
Les altérations vérifient :
gop=detpoqg=b,
v dob=gqet bod=p,
et en particulier, fondamentalement, les opérateurs monotones d et b satisfont & :
dobod<d<d*<1<¥<b<bodob.

De la résulte que d et b sont des opérateurs d’ouverture et de fermeture quasi-inverses et
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que ¢ est adjoint & gauche & -

La structure des altérations ainsi dégagée est la trace au niveau global du “recours” 3 Ia
“localité” p. ‘

Si, pour un méme P fixé, on effectue plusieurs va-et-vient entre le local et le global,
la structure de ces va-et-vient est réglée par le formulaire (oli, par exemple, bA signifie

(Yo (-)):

PA <1< v VE<I<Ab
AIA = A ARV = A(fv) Al =4 fAb= H(Ab)
AA=A  AbV = A(V) fvi=f fvb= f(Ab)
VIA =V(bA) Vv =v bAR=b(V)) bAb=}

VbA = V(A)  Vhbv =v bVE=bVE) bvb=b

3) La logique spéculaire va résulter de Peffet dy va-et-vient local/global sur les opéra-
teurs classiques w dont on dispose aux niveaux locaux. Ses régles seront donc obtenues par
croisement des pures régles du va—et-vient dont nous avons donné les premiers principes au
paragraphe précédent avec les regles de la logique classique. De seconds principes réglant
les successions de va-et-vient différents (relatifs 3 des P, P', etc distincts) détermineront
en propre la théorie de 1a communication entre les localités via la globalité. Les regles
de la logique classique sont formulées en termes d’inégalités et de compositions entre les
opérateurs. Leur “déformation” en régles de la logique spéculaire repose sur d’une part la
monotonie des globalisations | et b, et d’autre part leur caractere universel, d’on résulte,
pour la composition les principes suivants :

Siwy et w, sont des opérateurs locouz composables on a :

wh owl > (w2 0wy )i > b 0wk,

whow! > (wz 0wy)® > wh 0w,
Un principe subsidiaire important est le suivant : ‘
Siletp sont des opérateurs locauz adjoints (A p), alors A et p° sont des opérateurs
globauz adjoints (A} - o). SRR
Naturellement des regles similaires ont lieu pour la localisation.

Par exemple si ’on considére la négation classique NV et P = S0, alors dans le toﬁ})s
des préfaisceaux sur S il advient que N30 egt 15 nééation intuitioniste, et que NS0 est Ia
co-négation co-intuitioniste. On a aussi que 3% est le 3 intuitioniste et que V5 est le
intuitioniste. Les regles (inﬁuitionis’tes) concernant ces opérateurs résultent formellement
des regles classiques et des régles sur le va-et-vient ci-dessus. Ce faisant les regles classiques
sont divisées en deux. Par exemple (en omettant d’écrire le Sp) on a :

N'N*>1et NINV <1,
ebon a :
P> NVINE et I < NYP NP etc.

De facon générale, si dans e topos des préfaisceaux sur S est donné un morphisme
[ F — E, et si I'on note fp la restriction de f & P, les globalisations des quantifications
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classiques le long de fp sont en fait les altérations (vis-a-vis de P) des quantifications
intuitionnistes le long de f :
(VI = (V)PF, (Vfp)P = (Vf)F, (Bfp)* = (3F)F, (3fp)" = (3f )P
4) Ceci dit, nous appellons énoncé spéculaire du premier ordre la donnée d’un énoncé
classique du premier ordre ot de plus chaque opérateur et chaque variable propositionnelle
libre est marqué en indice supérieur d’une indication oz avec o € {f,b} et avec z une
lettre. Ces indications suplémentaires constituent ce que nous appellerons la spéculation.
Par exemple si I'on prend 1’énoncé classique A A NA, alors A" Al Nz 452 ogt un énoncé
spéculaire associé, dont la spéculation proprement dite est la séquence : bxfyfzbz.

Une interprétation d'un énoncé spéculaire propositionnel consiste alors en le choix d’une
catégorie S, ’attribution & chaque lettre z de la spéculation d’une partie P de Sy, le choix
d’un préfaisceau E sur S, I'attribution & chaque variable propositionnelie d’un sous-objet
de E. L’énoncé est alors interprété comme un sous-objet de E en interprétant les opéra-
teurs marqués comme les globalisations indiquées des opérateurs classiques correspondant
aux niveaux locaux. On procéde de méme pour les énoncés avec quantifications. S%l arrive
que l'interprétation obtenue n’est pas 'objet 0 du topos de préfaisceaux considéré, on dit
alors que la spéculation et Pinterprétation constituent une tenue de I’énoncé classique
considéré. ‘

Ce qui arrive, c’est que tout énoncé classique peut tenir, ¢’est-a-dire peut, par I'in-
troduction d’un jeu convenable dans une globalité (S) de points de vues (les P) et de
manieres de dire (les § et les b) au cours de I’énonciation, donner lieu & un objet qui,
au moins d’un point de vue, n’est pas vide. Bref, faire tenir c’est arriver 3 pouvoir con-
sidérer ce qui est dit comme non intégralement vide, et c’est toujours possible. Mais ce
n’est pas possible n’importe comment, cela dépend d’ailleurs non seulement de la valeur
de vérité classique de I’énoncé, mais de sa forme explicite. De fait la théorie de la Vérité
vient ensuite. La Vérité de ’énoncé sera constitude 3 partir de la catégorie de toutes les
tenues de cet énoncé, laquelle constitue ce que nous appellerons la cohérence de 1’énoncé.
De fait la Vérité de I’énoncé consiste en les propriétés catégoriques de sa cohérence, par
exemple le fait que celle-ci admette un objet terminal, ou bien le fait qu’elle soit connexe,
ce qui en effet indique qu’entre toutes les tenues possibles un “principe objectif” peut cir-
culer, indépendant de chaque tenue “subjective”, principe duquel les tenues s’autorisent
en quelque sorte. Une fois un tel principe €élucidé, on peut dire que chaque tenue tient
parce que c’est “vrai”, est une tenue vraie. En tant qu’elle “gére”, & propos d’un énoncé
donné, la variation méme des sous-entendus, la cohérence - et ses propriétés (la “Vérité”

de I’énoncé), constitue donc le point de départ d’une théorie formelle du malentendu entre
les locuteurs. o
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Structures ordonnées atomiquement compactes
Friedrich WEHRUNG

Résumé. - Nous rappelons quelques généralités et résultats classiques sur la compacité atomique (équationnelle) de certaines structures,
en mettant l'accent sur les structures ordonnées. Puis nous donnons une idée de la construction, présentée dans [22}, d’un treillis bi-local

(bi-frame) non équationnellement compact, et méme non équationnellement compact pour les systémes dénombrables & 3 variables.

Soit £ un langage du premier ordre et soit 9 un modele de £. Si {x; : ¢ € I} est un ensemble (non
nécessairernent fini ni méme dénombrable) de symboles de variable, un systéme atomique & paramétres dans
M, & variables (“inconnues”) dans {x; : i € I} est un ensemble de formules atorniques de £ & paramétres
dans [Pensemble sous-jacent de] M. Si T est un systéme atomique & paramétres dans 9, on dit que ¥ est
ﬁn}ment résoluble (resp. résoluble) dans N quand toute partie finie de £ (resp. ¥) admet une solution dans
me.

On dit que 90 est atomiquement compact quand tout systéme atomique a parametres dans 91 finiment
résoluble dans 9R est résoluble dans 9R. Quand le langage £ n’a.pas de symbole de relation, on dit que M
est équationnellement compaci. Ces définitions se géneralisent aisément au cas ol les systémes atomiques en
question ont au plus m inconnues (o m est un cardinal — non nécessairement infini — donné), auquel cas
nous dirons que 9N est alomiquement compact pour m variables.

Il est trés facile de voir que si ¥ est un systéme atomique & parametres dans 9 qui est finiment résoluble
dans 9, alors T est résoluble dans une certaine puissance réduite de M. Par suite, si M est rétracte de
toutes ses puissances réduites {resp. ultrapuissances), alors 9)? est atoquuement compact. Réciproquement,
si 9 est atomiquement compact, alors les rétractions d uné pmssance réduite donnée *9M sur M sont
exactement les solutions d’un certain systéme atomlque a inconnues indexées par les éléments de *90, qu1
est trivialement finiment résoluble. On a ainsi abouti au résultat de B. Weglorz [18] qui s’énonce “un
modéle esl atomiquement compacl si el seulement si il est rétracte de loules ses puissances réduiles (resp.
ultrapuissances)”. Un corollaire immédiat de ce résultat trés facile mais fondamental est que tout modele
atomiquement compact est posztwement compact (i.e. compact pour les systémes de formules posztwes)
en effet, les formules positives sont préservées par homomorphismes surjectifs. Un autre corollaire immédiat
est que tout modele injectif (dans la classe des modéles d’une théorie donnée, relativement & la classe des
plongements) est atomiquement compact. Par exemple, le théoréme de prolongement de Sikorski dit que
toute algébre de Boole compléte est injective (et réciproquement): par suite, toute algébre de Boole compléte
est atomz'quement compacie (la réciproQue est facile & établir) [18]. :

Pa.r ailleurs, disons qu’un modele M d’un langage £ est topologiquement compact quand il est muni
d’une topologie compacte (_-compaci Hausdorﬁ) pour laquelle les interprétations des symboles de relation
(resp. ‘fone tion) sont des fermés (resp. des applications continues). Une application directe du théoréme
de Tychonoff montre alors que toul modéle topologiguement compact est atomiquement compaci. Par suite,
les rétractes des modeles topologiquement compacts sont également atomiquement compacts: Lia:question
de savoir, pour une classe C donnée, si les modéles atomiquement compacts sont exactement:les rétractes
de modeéles topologiquement compacts est le probléme de Mycielski pour C. Le probleme de Mycielski a par
exemple une solution positive pour les algebres de Boole (consequence immédiate du théoréme de Stone et
du théoréme de Sikorski) et pour les groupes abéliens [4], mais négative pour les groupes [12]). Voiur aussi
[9]. Le probleme de Mycielski pour les treillis distributifs, di & ma connaissance & G.H. Wenzel [23], est’

encore ouvert.

De facon générale, pour les structures ordonnées, la compacité atomique est une propriété de complétude,
voir par exemple [2] pour les demi-treillis munis d’un groupe d’automorphismes ol sont obtenus des résultats
semblables au théoréme de Sikorski mais ot de plus les rétractions sont définies par une formule explicite
(donc: nul besoin d’axiome du choix!). Mentionnons aussi [19, 20, 21] ot des résultats positifs de “com-
pacité atomique bornée” sont obtenus (basiquement par la methode du forcmg en théorie des ensembles)
pour les groupes réticulés complets, ou Dedekind o-complets, ou monotones .g-complets. Ces structures
atomiquement compactes ne sont pas en général topologiquement compactes, la raison fondamentale pour
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ceci étant essentiellement le résultat de P.S. Rema [16] qui dit que les seules algébres de Boole topologique-
ment compactes sont les algebres de Boole atomiques complétes (i.e. les P(X) pour tout ensemble X); voir
aussi [5] & ce sujet. Voici quelques exceptions notables, avec leurs inconvénients respectifs:

— Diverses topologies faibles sur les espaces de Banach. Les sphéres unités ne sont pas en général fermées,
ce qui fait que ’on ne peut pas les utiliser pour des problémes “discrets”.

— La topologie de Hausdorff sur ’ensemble des fermés d’un espace topologique compact K (i.e. la topologie
- la plus grossiére pour laquelle pour tout ouvert U de K, les ensembles {F : F CU} et {F: FNU # ¢}
sont ouverts). Cette topologie est compacte, et P’application (A4, B) — A U B est continue pour cette
topologie. ' Ce serait idyllique si 'application d’intersection (A, B) = AN B était elle aussi continue,
mais ce n’est pas toujours le cas (par exemple pour K = [0, 1] muni de la topologie usuelle).

— La topologie de V'intervalle sur un treillis complétement distributif E (i.e. la topologie la plus grossiére
pour laquelle les intervalles fermés [a, b], a < b dans E, sont des fermés); voir [10, VII 1.10]. Elle est
compacte et les applications (z,y) — = Vy et (z,y) — = A y sont continues, c’est donc idyllique sauf
que les treillis complétement distributifs sont des objets relativement peu courants.

Ainsi, la compacité topologique est en général peu appropriée & ’étude des structures ordonnées. D’aprés
ce qui précéde, il semblerait plutdt qu’au contraire, la compacité atomique soit, pour les structures or-
données possédant des propriétés de complétude, la régle générale. Voici un premier exemple (qui figure dans
Pintroduction de [22]) qui montre que ce n’est pas le cas, méme pour la compacité atomique a tne vanable
(i.e. pour les systémes atomiques & une variable).

EXEMPLE. Il existe une algébre de Boole compléte B et un groupe abélien localement fini Gd ‘automorphismes
de B tel que la structure (B,V,A,0,1,g),¢c ne soit pas atomiquement compacte pour une variable.

Preuve. Munissons 2 = P(w) (w est I'ensemble des entiers naturels) de sa topologie naturelle (compacte),
soit A la mesure de Lebesgue sur la tribu borélienne de Q et soit B ’algébre de Boole compléte des boréliens
de © modulo les parties de mesure nulle de . De plus, munissons €2 lui-méme de sa structure naturelle
d’anneau de Boole (I’addition est la différence symétrique et la multiplication est Iintersection). Soit G le
sous-groupe de (Q, +,0) engendré par les parties finies de w. Alors G est localement fini (i.e. tout sous-
groupe finiment engendré de G est fini), abélien, et opére naturellement sur B par automorphismes (via
7¢ : X > g+ X — pour tout g € G). Considérons alors le systéme atomique suivant, dont Iinconnue est x:

xAT,x = 0;
{ xVr,x =1,
X = TyX (toute partie finie g de w).

Alors ce systéme est finiment résoluble (pour tout n € w, considérer 1’élément de B correspondant &
Up ={z €Q: n€z}). Il n’est cependant pas résoluble, car sinon, il existerait une partie mesurable X de
£ telle que X N7, X et \ (X U7,X) soient de mesure nulle, et qui soit de plus invariante par différence
symétrique avec un ensemble fini; cependant, cette derniére condition entraine que X est de mesure soit 0,
soit 1, ce qui contredit les deux premiéres conditions. u

L’exernple que nous allons & présent briévement décrire est la solution d’un probléme d’abord abordé
par D. Kelly dans [11], puis “officialisé” par G. Grétzer dans [7, probléme 11.23, page 128].

Définissons un treillis bi-local (bi-frame dans {10]) comme un treillis complet 4 tel que pour tout élément
a de A et toute famille (z;);s & valeurs dans 4, Pon ait aAV, o @i = Vg (aAzi) et aVA ;¢ o0 = Ajer(avas).
Dans tout treillis, la relation d’ordre < est deﬁmssable par la formule

sy Ay==z,

et donc la compacité atomique et la compacité équationnellement sont deux notions équivalentes. Pour des
raisons de tradition, nous utiliserons la derniére terminologie.

THEOREME 1. - Il existe un treillis bi-local non équationnellement compact.

Avant la résolution finale de ce probléme [22], deux importantes indications que la solution pouvait étre
en fait positive furent respectivement [11] et {14], ol D. Kelly et K.A. Nauryzbaev prouvérent respectivernent
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que tout treillis bi-local est équationnellement compact pour 1 variable et pour 2 variables. Nous allons ici
indiquer la construction d’un treillis bi-local qui n’est pas équationnellement compact pour 3 variables, et
nous renvoyons & {22] pour les preuves complétes.

Pour tous ensembles X et Y, nous noterons XY Pensemble des applications de X vers Y. Pour tout
ensemble préordonné (P, <) et toute partie X de P, nous écrirons | X = {y € P : (3z € X)(y < z)} et nous
dirons que X est initial quand X = | X. A partir de maintenant, nous noterons P Pensemble & 6 éléments
{ro, p1, P2, 90,91, 92} muni de la relation d’ordre définie par p < ¢ si et seulement si il existe i et j dans
{0,1,2} tels que 7 # j et p = p; et ¢ = g;. Par suite, P est isomorphe & ensemble des parties propres de
3 = {0,1,2} muni de Iinclusion. Pour tout ensemble D et tout élément d de D, nous noterons 77 la d-itme
projection de P P sur P.

Une propriété combinatoire essentielle de P est le lemme suivant (projectivité de P, voir [3]):

LEMME 2. - Soit f : P x P — P une application croissante teUe que pour tout ¢ dans {0,1,2}, I'on ait

f(%,¢) < ¢i. Alors f est une projection, i.e. f = n% ou f = ni. B

Pour tout z dans P et tout ensemble T, notons z - T' la fonction constante de domaine T et de valeur
z. En utilisant le lemme précédent et le fait que P n’est pas réduit & un élément, 'on peut alors montrer le
théoréme suivant:

LEMME 3. - Soit D un ensemble non vide, soit f : PP — P une application croissante telle que pour tout
i < 3, 'on ait f(q; - D) < ¢;. Définissons U/ par

U ={XcD:(Vz,y € P)(f(z- XUy LX) =2)}.

Alors U7 est un ultrafiltre sur D, et pour tout s dans P P, on a f(s) = limy s. En particulier, si D est fini,

alors f est une projection. o B
Munissons alors P*(P) = P(P) \ {0} de la relation de préordre < définie par
(+) X<Y = [(VeeX)3yeY)(z <y) et (Ve V)3 € X)(z <y)].

Soit D I’ensemble (dénombrable) de toutes les suites décroissantes d’éléments de P*(P) muni de I’ordre
produit de celui défini par (%) et de la topologie discréte, et soit Q la partie fermée de “ P x D définie par

Q={(z,X)€“P xD:(Vn €w)(z(n) € X(n))}.
Par suite, ) est un espace polonais. Munissons £ du préordre produit, i.e. défini par
(@ X)<@Y)=>(z<yet X <Y).

L’on peut alors montrer le lemme suivant:

LEMME 4. - Soit B I'algébre de Boole compléte des ouverts réguliers de Q. Alors I'ensemble E des ouverts
réguliers initiaux de Q est un sous-treillis de B, clos par les opérations de borne supérieure et de borne
inférieure arbitraire. Par suite, ¢’est un treillis bi-local. ;

Pour tout ¢ < 3, posons A; = |{q;}. Pour toute partie ¢} de P et tout entie; naturel m, posons
QM ={(z,X)eQ: X(m)C Q} and Q™ ={(z,X)€Q:z(m)e Q).

Par suite, QU™ et Q™ sont des ouverts fermés (donc a fortior: des ouverts réguliers) de 2. Considérons le
systéme d’équations suivant (olt x < y est une abréviation de x Ay = x), & trois inconnues xo, Xx; et X3 et
4 parameétres dans IE:

Agm) < xp (tout m dans w)
AP <xp
(+4) A <
XoAX{AXy =10
Xo VX1 Vxg =
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En considérant pour tout m le triplet (A7, AT*, A7), il est facile de voir que (*x) est finiment résoluble
dans [E.

Cependant, supposons qu’il existe une solution (Xo, X1, X») de (*%) dans E. Alors Q* = XoUX;UX>
est un ouvert dense initial de 2, et il existe une unique application f de Q" vers P telle que pour tout =
dans Q* et tout 7 < 3, 'on ait

f(&) < g =2 € X,

Pour tous p, ¢ dans P, notons [p, ¢] la suite constante de valeur {p,q}. L’on peut alors montrer le lemme
suivant (P(w) est muni de sa topologie naturelle, homéomorphe & I’ensemble triadique de Cantor):

LEMME 5. - L'ensemble B= {I Cw : (Vp,q € P)((p-IUq-CI,[p,q]) € @)} est un ouvert dense de P(w).g@

Soit alors & = {I C w: fr = n3}. L’on peut montrer que &/ a la propriété de Baire, et que pour un
ensemble résiduel de couples (I,J) dans P(w) x P(w), lon a I¢U < LI €U, I €U = TUJ €U et enfin
(IeUetJel)=1INJ €U. Cette propriété s’avére suffisante, avec une preuve inspirée de celle du
résultat classique que tout ultrafiltre sur w ayant la propriété de Baire est principal, pour montrer le lemme
suivant {(dont la conclusion pourrait s’énoncer: “U est principal presque partout”):

LEMME 6. - Il existe un entier naturel n tel que 'ensemble des éléments I de P(w) tels que I € U si et
seulement si n € I soit résiduel dans P(w). u

Désormais, fixons Pentier naturel n du lemme 6, et posons m = n + 1. Pour tous éléments p, ¢, r de P,
soit X(p,q,r) I'élément de D défini par X(p,q,7)(k) = {p,¢,r} si k < met X(p,q,r)(k) = {q,r} sik > m.
LEMME 7. - L’ensemble suivant:

B'={ICw\m:(¥p,q,r € P)((p-mUq-IUr (w\m\I),X(p,q,7)) €Q")}

est un ouvert dense de P(w \ m). ]

En utilisant le fait que m est strictement supérieur & n, ’on obtient alors le lemme suivant:

LEMME 8. - Pour tout I dans B" et tous p, ¢, r dans P, on a

f(p-qu-IUr-(w\m\I),X(p,q,r)) = p.

Puisque B est non vide, 'on obtient, en posant p = pp et ¢ = r = ¢o, que
f(po-mUqo - (w\ m), X(po, 90, 90)) = Po-

Par ailleurs, (po - mUgg - (w\ m), X(po, qo, q0)) appartient & Agm), son image par f est donc majorée par go,
ce qui est une contradiction. Ainsi, nous pouvons conclure que [E n’est pas équationnellement compact, d’ou
le théoréme 1, et méme le fait que E n’est pas équationnellement compact pour 3 variables pour les sytémes
dénombrables d’équations.
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