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(3. Limites et fonctions continues

3.1 Notions de fonction
3.1.1 Definitions

Definition 3.1.1 Une fonction d’une variable réelle a valeurs réelles est une application f: U —
R, ou U est une partie de R. En général, U est un intervalle ou une réunion d’intervalles. On
appelle U le domaine de définition de la fonction f.

m Exemple 3.1 La fonction "inverse" :

f 1] —o,0[U]0,+eo[ —

R
1
X

Le graphe d’une fonction f : U — R est la partie 'y de R? définie par I'y = {(x, f(x))|x € U}.

1
m Exemple 3.2 Le graphe d’une fonction (a gauche), I’exemple du graphe de x — p (a droite).

fx)

(e, f(x)

Ty

//\\

R
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Soient f: U — Ret g: U — R deux fonctions définies sur une méme partie U de R. On peut
alors définir les fonctions suivantes :
e la somme de f et g est la fonction f+ g : U — R définie par (f + g)(x) = f(x) + g(x) pour

toutx € U ;

e le produit de f et g est la fonction f x g : U — R définie par (f x g)(x) = f(x) x g(x) pour
toutx € U ;

e la multiplication par un scalaire A € R de f est la fonction f : U — R définie par (A f)(x) =
A f(x) pour tout x € U.

3.1.2 Fonctions majorées, minorées, bornées

Definition 3.1.2 Soient f: U — Ret g: U — R deux fonctions. Alors :
o« f2gsiVxeU, fx) > g(x);
o f>0siVxeU, f(x) >0;
o f>gsiVxeU, f(x) > g(x);
e festdite constante sur U si da € R,Vx e U, f(x) = a;
o festdite nullesi Vx € U, f(x) =0.

Definition 3.1.3 Soit f : U — R une fonction. Alors :
e festmajoréesur U sidM e R Vxe U, f(x) <M;
e festminorée sur U si Im € R,Vx € U, f(x) > m;
e f est bornée sur U si f est a la fois majorée et minorée sur U, c’est-a-dire si IM € R,
VxeU, |f(x)| <M.

Voici le graphe d’une fonction bornée (minorée par m et majorée par M).

3.1.3 Fonctions croissantes, décroissantes

Definition 3.1.4 Soit f : U — R une fonction. On dit que :
e festcroissante sur U siVx,y e U, x <y = f(x) < f(y)
e f est strictement croissante sur U si Vx,y € U, x <y = f(x) < f(y)
e f estdécroissante sur U si Vx,y e U, x <y = f(x) > f(y)
e f est strictement décroissante sur U si Vx,y € U, x <y = f(x) > f(y)
e f est monotone (resp. strictement monotone) sur U si f est croissante ou décroissante
(resp. strictement croissante ou strictement décroissante) sur U.

= Exemple 3.3
[0,+o] —
|_>

e La fonction "racine carrée" {
x

R . .
\/x est strictement croissante.
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e Les fonctions "exponentielle” exp : R — R et "logarithme" In :]0, +-oo[— R sont strictement

croissantes.
%

> n’est ni croissante, ni décroissante. Par contre,

e La fonction "valeur absolue" {

0,4 —

la fonction 0, est strictement croissante.
x = |y

3.1.4 Parité et périodicité

Definition 3.1.5 Soit / un intervalle de R symétrique par rapport a O (c’est-a-dire de la forme
| —a,a] ou [—a,a] ou R). Soit f : I — R une fonction définie sur cet intervalle. On dit que :

o festpairesiVx €, f(—x) = f(x),

e festimpaire si Vx € I, f(—x) = —f(x).

Interprétation graphique :
e f est paire si et seulement si son graphe est symétrique par rapport a 1I’axe des ordonnées
(figure de gauche ci-dessous).
e f est impaire si et seulement si son graphe est symétrique par rapport a I’origine (figure de
droite ci-dessous).

lly Ay

= Exemple 3.4
e La fonction définie sur R par x — x** (n € N) est paire.
e La fonction définie sur R par x — x> (n € N) est impaire.
e La fonction cos : R — R est paire. La fonction sin : R — R est impaire.

Definition 3.1.6 Soit f : R — R une fonction et 7" un nombre réel, 7 > 0. La fonction f est dite
périodique de période T si Vx € R, f(x+T) = f(x).

A 4
POy G
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m Exemple 3.5 Les fonctions sinus et cosinus sont 27-périodiques. La fonction tangente est
m-périodique. "

3.2 Limites

3.2.1 Définitions
Limite en un point

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle / de R. Soit xg € R un point de / ou une
extrémité de /.

Definition 3.2.1 Soit ¢ € R. On dit que f a pour limite £ en xq si

Ve >0,38 > 0,Vx el [x—xo| < 8 = |f(x) — (] <]

On dit aussi que f(x) tend vers ¢ lorsque x tend vers xo. On note alors lim f(x) = /.
X—X0

p) Lordre des quantificateurs V et 3 est important et on ne peut pas les échanger, le & dépendant
en général du €.

= Exemple 3.6
e lim /x = \/xo pour tout xy > 0.
X—X0
e La fonction partie entiere £ n’a pas de limite aux points xg € Z.

Definition 3.2.2 Soit f une fonction définie sur un ensemble de la forme ]a,xo[U]xq, b].
e On dit que f a pour limite +oo en xg si

VA>0,36 >0,Vxel,|x—xo| <0 = f(x) >A
On note alors lim f(x) = oo
X—X0
e On dit que f a pour limite —oo en xg si

VA>0,36 >0,Vxel, |x—xo| <6 = f(x) < —A

On note alors lim f(x) = —oo.
X—X0

Limite en P'infini
Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle de la forme I =]a, +oo|.
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Definition 3.2.3
e Soit £ € R. On dit que f a pour limite £ en oo si

Ve>0,3B>0,Vxel,x>B=|f(x)—{| <&

On note alors liI_P flx)="¢.
X—y o0
e On dit que f a pour limite 4o en oo si
VA>0,3B>0,Vxel,x>B= f(x)>A
On définirait de la méme maniere la limite en —co pour des fonctions définies sur les intervalles du
type | —o,a.
m Exemple 3.7 On a les limites classiques suivantes pour toutn > 1 :

) . +oo sl n est pair
e lim x"=-+4owet lim X" = ) p )
X—r+foo X—y—o0 —oo  sin est impair

e lim <1> =0et lim <1> =0
X—roo \ X x——oco \ X

Limites & gauche et a droite

Soit f une fonction définie sur un ensemble de la forme ]a,xo[U]xo, b|.

Definition 3.2.4
¢ On appelle limite a droite en xo de f la limite de la fonction f]|,; ,( en xo et on la note

lim f.
x5

¢ On appelle limite & gauche en xo de f la limite de la fonction f|y, . [ en xo et on la note
lim f.

Xo
e Onnote aussi lim f(x) pour la limite a droite et lim f(x) pour la limite & gauche.

X —Xp X = X0
x> X X <X

Dire que f : I — R admet une limite ¢ € R a droite en xp signifie donc :
Ve>0,30 >0,x0 <x<xp+0=|f(x)—{<e
De méme, f : I — R admet une limite ¢ € R a gauche en x si et seulement si :

Ve>0,36">0,x—0 <x<xo=|f(x)—V|<e

R

e Si la fonction f admet une limite en xp, alors ses limites & gauche et a droite coincident et
valent lim f(x).
X—X0

e Réciproquement, si f a une limite a gauche et une limite a droite en x et si ces limites valent
f(x0) (f étant bien définie en xy) alors f admet une limite en x.

m Exemple 3.8 Considérons la partie entiere au point x =2 :
e comme pour tout x €]2,3[, E(x) =2,0na 1ir12n+E(x) =2,
X—

e comme pour toutx € [1,2[, E(x) =1,0ona lirgl E(x)=1,
X—2
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Y
E(x)
—2 |
limite & droite limy, E +-------- —
]
'
limite a gauche lim, E +----———r
'
]
0] 2 x
Les deux limites étant différentes, on en déduit que E n’a pas de limite en xg = 2. "

3.2.2 Propriétés des limites

Proposition 3.2.1 Si une fonction admet une limite, alors cette limite est unique.
Soient deux fonctions f et g. On suppose que xg est un réel, ou que xg = oo,

Proposition 3.2.2 Si lim f(x) =/ € Ret lim g(x) = ¢ € R, alors :

X—X( X—rX0
) lgm (Af(x)) = AL pour tout A € R
X—XQ
o lim (£(x) +5(x)) = (+¢
X—¥XQ
o lim (f(x)xg(x))=¢x/{
X—X0
. Siﬁ;éOalors)}Lr%f(l)c)zz
1
o Si xllgclo f(x) = o0 (ou —eo) alors xllgclo 70 =0
Proposition 3.2.3 Si lim f(x) = £ et lim g(x) = ¢ alors lim go f(x) =¢'.
X—XQ X—XQ X—rX0

p) llyadessituations ot I’on ne peutrien dire sur les limites, qu’on appelle formes indéterminées.
En voici une liste :

o 0
+°°_°°,0><°°’ T A
[e5)

) 100’ 000-
0

Enfin, voici une proposition trés importante qui signifie qu’on peut passer a la limite dans une
inégalité large.
Proposition 3.2.4
e Sif<getsilimf(x)=¢eRet limg(x)=¢ €R,alors £ < /.
X—X0 X—rX0
e Sif<getsilim f(x) = oo, alors lim g(x) = +oo.
X—X0 X—rX0

e Théoreme des gendarmes :

Si f<g<hetsilim f(x) = lim h(x) = ¢ € R, alors g a une limite en xp et lim g(x) = ¢.
X—X0

X—rX0 X—rX0
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AN

lim, f =lim, g=I1lim, h

N\

3.3 Continuité en un point

3.3.1 Définition

Soient / un intervalle de R et f : I — R une fonction.

Definition 3.3.1
e On dit que f est continue en un point xg € / si

Ve>0,30 >0, |x—xo| <6 =|f(x)— f(x0)| <€

c’est-a-dire si f admet une limite en xo, cette limite valant nécessairement f(xo).
e On dit que f est continue sur / si f est continue en tout point de /.

= Exemple 3.9 Les fonctions suivantes sont continues :

une fonction constante sur un intervalle,

la fonction racine carrée x — /x sur [0, +oo],
les fonctions sinus et cosinus sur R,

la fonction valeur absolue x — |x|,

la fonction exponentielle sur R,

la fonction logarithme népérien sur |0, 4.

Intuitivement, une fonction est continue sur un intervalle si on peut tracer son graphe sans lever le
crayon de la feuille, ¢’est-a-dire si sa courbe représentative n’admet pas de saut.

flxo)e

Voici des fonctions qui ne sont pas continues en xg.
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3.4
3.4.1
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I
|
1
i

x Xo X

Propriétés
La continuité assure par exemple que si la fonction n’est pas nulle en un point (ce qui est une
propriété ponctuelle) alors elle n’est pas nulle autour de ce point (propriété locale).

Lemme 3.3.1 Soit f: I — R une fonction définie sur un intervalle / et xy un point de /. Si f
est continue en xp et si f(xg) # 0, alors il existe § > 0 tel que

Vx €lxg— 0,x0+ 6[, f(x) #0.
La continuité se comporte bien avec les opérations élémentaires. Les propositions suivantes sont
des conséquences immédiates des propositions analogues sur les limites.

Proposition 3.3.2 Soient f, g : I — R deux fonctions continues en un point xy € 1. Alors :

e Af est continue en xo pour tout A € R,
e f -+ g estcontinue en xp,
e f X g est continue en Xy,
e f — g estcontinue en x,

o si f(xo) # 0 alors 7 est continue en xj.
La composition conserve la continuité mais il faut faire attention en quels points les hypotheses
s’appliquent.

Proposition 3.3.3 Soient f : I — R et g : J — R deux fonctions continues telles ques f(I) C J. Si
f est continue en un point xo € I et si g est continue en f(xp),alors g o f est continue en xg.

Continuité sur un intervalle
Le théoréme des valeurs intermédiaires (ou théoréme de Bolzano) et applications

Théoreme 3.4.1 — Théoréme des Valeurs Intermédiaires (TVI). Soit f : [a,b] — R une
fonction continue sur un segment. Pour tout réel y compris entre f(a) et f(b), il existe ¢ € [a, D]

tel que f(c) =y.

Ilustrons le TVI a I’aide de la figure de gauche. Attention, le réel ¢ n’est pas nécessairement unique.

Yy
£(5) y
y FO) o
[ S 3
f(@ |
* fla) .—/ |
a b x
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La figure de droite montre que si la fonction n’est pas continue, le théoreme n’est pas vrai.
Corollaire 3.4.2 Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur un segment.

Si f(a).f(b) < 0 alors il existe ¢ €]a,b] tel que f(c) =0.

f(b)>0

fla)<o

m Exemple 3.10 Tout polynéme de degré impair posséde au moins une racine réelle. "

Voici enfin une formulation théorique du théoréme des valeurs intermédiaires :

Corollaire 3.4.3 Soit f : I — R une fonction continue sur un intervalle /. Alors f(I) est un
intervalle.

Attention, il serait faux de croire que I’image par une fonction f de I’intervalle [a, b] soit I’intervalle
[f(a), f(b)]. 1l suffit pour s’en convaincre de visualiser la figure suivante :

Y

F(®)

f(la,b])
f(a)

3.4.2 Fonctions continues sur un segment

Théoreme 3.4.4 Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur un segment. Alors il existe deux
réels m et M tels que f([a,b]) = [m,M]. Autrement dit, I'image d’un segment par une fonction
continue est un segment.

>~
a b x

Comme on sait déja par le théoreme des valeurs intermédiaires que f([a,b]) est un intervalle, le
théoréme précédent signifie exactement que si f est continue sur [a,b] alors f est bornée sur [a, D]
et elle atteint ses bornes.
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Fonctions monotones et bijections

Rappels : injection, surjection, bijection

Definition 3.5.1 Soit f : E — F une fonction ol E et F' sont des parties de R.
e f estinjective si Vx,x' € E, f(x) = f(x') = x =X,
e festsurjectivesiVy e F,Ix € E,y = f(x),
e f est bijective si f est a la fois injective et surjective, c’est-a-dire si Vy € F, 3lx € E,

y=f(x).

Proposition 3.5.1 Si f: E — F est une fonction bijective alors il existe une unique application
g:F — E telle que go f = idg et fog = idp. La fonction g est la bijection réciproque de f et se
note £~ 1.

On rappelle que I’identité idg : E — E est simplement définie par x — x.

go f =idg se reformule ainsi : Vx € E, g(f(x)) = x.

fog=idp s’écrit:VyeF, f(g(y)) =y.

Dans un repére orthonormé, les graphes des fonctions f et f~! sont symétriques par
rapport a la premiere bissectrice.

Fonctions monotones et bijections

Théoréeme 3.5.2 — Théoréme de la bijection. Soit f : I — R une fonction définie sur un
intervalle / de R. Si f est strictement monotone sur / alors :
1. f établit une bijection de I’intervalle I dans I’intervalle image J = f(I),
2. la fonction réciproque f~!: J — I est continue et strictement monotone sur J et elle a le
méme sens de variation que f.

En pratique, si on veut appliquer ce théoréme a une fonction continue f : I — R, on découpe
I’intervalle I en sous-intervalles sur lesquels la fonction f est strictement monotone.

= Exemple 3.11 Considérons la fonction carrée définie sur R par f(x) = x*. La fonction f n’est
pas strictement monotone sur R. Elle n’est méme pas injective car un nombre et son opposé ont
méme carré. Cependant, en restreignant son ensemble de définition a | — o0, 0] d’une part, et a
[0, ++oo[ d’autre part, on définit deux fonctions strictement monotones :

[0, 4] J [0, 4eo[ = [0, 4]
2 et fo: o A2

On remarque que f(] —o0,0]) = f([0,+oo[) = [0, 4-oo[. D’apres le théoreme précédent, les fonctions
f1 et f> sont des bijections. Déterminons leur fonctions réciproques respectives f;- L [0, +oo[—
] —o0,0] et f; ! : [0, +oo[— [0, +oo[. Soient deux réels x et y > 0. Alors

yzf(x)@y:xzﬁx:\/youx:—ﬁ,

c’est-a-dire que y admet (au plus) deux antécédents, I’un dans [0, +oo[ et I’autre dans | — oo, 0]. Donc
i 1(y) =—yetfy 1(y) = ,/¥. On vérifie bien que chacune des fonctions fi et f> a le méme sens
de variation que sa réciproque.
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y=x
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Y
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|
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1 o 1
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~~~~~~~ .
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On remarque que la courbe en pointillés (les parties bleue et verte) qui est I’'image du graphe de

f par la symétrie par rapport a la premiere

bissectrice, ne peut étre le graphe d’une fonction (une

abscisse est associée a deux ordonnées !) : c’est une autre maniere de voir que f n’est pas bijective.

3.6 Exercices

Exercice 3.1 Calculer

75
1. sup{—x3—|—zx,x€ R et x* +36 < 13x2}.

2. sup v/n.
neN*
1 1
3. max ( X —i—y)'
(x,y)€(1,2] y X

Montrer que f est 4-périodique.

1. f(x)=4x+1lenx= -2,

2. f(x)=x*4+2xenx=1,
3. f(x)—éenxzo,

1
4. f(x)= o3 en oo,

VxeR, f(x) #3,et f(x+1) =

Va €]0; +oo],

Exercice 3.2 Soit f: R — R une application telle que :

Exercice 3.3 Soit f: R — R continue et 1-périodique. Montrer que :

dc eR, f(c+a) = f(c).

Exercice 3.4 Etudier (a I’aide des quantificateurs) la limite des fonctions :
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Exercice 3.5 Déterminer les limites suivantes, lorsque celles-ci existent :

1 g 1
1. limxsin<—> 3. lim % 5. lime<—>

x—0 X X—>-o0 x—0 X
* t 1
2. lim FE) g ERECET o g ()
x—teo X241 x—to0 X X—bo0 X
|
. T
. lim————= 8.  lim tan(2x) cotan (x+—)
x—0 xtanx x—% 4
1—¢)si
2 lim U =€)sinx 9. lim |\/In(1+a2)— \/In(x2 1)
x>0 x24x3 X—rtoo
sin(2x) I e —1

i 10.  lim -1
S e =i e

x
T 2V +x—+4+x T Vxet+x7 —Inx
=0 /9+x-3 ot B (VB 2 — V)

5. i%)%,(a,b)éﬂ%xl&* 12. xgrfw[((x+1)(x+2)...(x+n))

6. lim(2x* —3x+ 1)tan(mx) ne N~

x—3
xx X
7. lim (7w —2x)tanx 13.  lim ( 2
x%% X—>—o00 x(x )

==

_X},

Exercice 3.7 (Formes indéterminées 1°,0°,°.)
Calculer les limites suivantes :

1\ +H1°
1. lim (1+-= 6 1m |t a€R,cosa 0

x>0 x x5+ | cosa

X 1\"*

2. lim (EFE 7. lim (tanx)®(29)

x40 \ X2 —x+1 x—7
3. lim(cosx)ws 8. lim(2* 43— 12)=(5)

x—0 x—2 ;

1 (1+4/1+1)

4. 1 inx)x 9. lim ————

x1_r>r(1)(cosx—|— sinx) Jim > |

. ! . a“+b"\* . a“+b\* .

5. x1_1>rJ1rlw[ln(1 +e ] 10. xl_l)tJIrloo (—2 ) et xli)lg)l+ ( 7 , (a,b) e R%:

Exercice 3.8 Etudier, en tout point, la continuité des applications f : R — R définies par :

L f(x)

E(x)+x—Ex)]* 3. f(x)=E(x)+x—E(x)
2. f(x)=x+

x—E(x) 4. f(x) =[E(x)+E(—x)]sin(kx), k€ R

. . .. 0 oo
Exercice 3.6 (Formes indéterminées 6,0 X 00,00 — 00, —.)
(o)
Calculer les limites suivantes :
. sinxIn(1+x?)
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Exercice 3.9

1. Déterminer les domaines de définition et de continuité de f(x) =

2. On pose flx) six#£0
g(X)Z{ 1

x2

5 six=0

Montrer que g est continue sur [—1,4-oo].

Exercice 3.10 Etudier la continuité des applications suivantes :
2 sixe@

1 FEIR=I%, jle) = {x sixeR—Q

(Montrer que f est continue en 2 points.)
0 six=0
1
2. f:R=R, f(x) =4 - sixeQ*
X
x sixeR-Q
(Montrer que f est continue en 2 points, et qu’elle est bijective.)

x—1 sixe@Q
S =l iy = {x—i—l sixeR—Q

(Montrer que f est discontinue en tout point, et qu’elle est bijective.)

1. f:R — R continue en 0, Vx € R, f(3x) = f(x).

X

2. f:R—Rcontinueen 0, Vx € R, f(x) = f<1+ 5
x
3. f:R— R continue en 0, Vx € R, f(x) = —f(x?).

Exercice 3.12 Les nombres de [0, 1] sont donnés par leur représentation décimale :

x=0,a1aza3...

En quels points la fonction
0,1 — 0,1]
'_)

X 0, araszday . ..

est-elle continue, discontinue ?

V1+x2—1

Exercice 3.13 Soit f : [a, ] — R une fonction continue telle que f(a) = f(b). Montrer que la

b—
fonction g(1) = f <t +—— | — f(¢) s’annule en au moins un point de [a, 4§2].

Application : une personne parcourt 4 km en une heure. Montrer qu’il existe un intervalle de 30

mn pendant lequel elle parcourt exactement 2 km.

Exercice 3.14 Montrer que la fonction cos n’a pas de limite en +co.

| Exercice 3.11 Trouver toutes les applications f dans chacun des cas suivants :
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Exercice 3.15 Soit f:]0,1] —]0;4-co[ une application telle que

Montrer que f(x) — 1. ]

x—0

Exercice 3.16 Trouver toutes les applications f : R* — R telles que :

Vx € R*, f(x )+3f( ) = x>

Exercice 3.18 Soit f: R — R une application bornée et g : R — R une application continue.
Montrer que go f et f og sont bornées. "

Exercice 3.19 Montrer que les applications suivantes f sont bijectives, et préciser f .

1. f:R - ]-1,1] 2. f]-1,1[ - R
X

. X
X
1+ |x] 1—x2

X

Exercice 3.20 Montrer que ’application f:R — R est bijective, puis résoudre
x = X4x+1

I Exercice 3.17 Soit f: R — R une application continue et périodique. Montrer que f est bornée.
‘ I’équation f(x) = f~!(x), d’inconnue x € R. .



