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Durée de I'épreuve : 2h00 Aucun document autorisé. Calculatrice autorisée

Correction

1. 10,5pt| On obtient en sortie : —0, 5.
2. (a) L’algorithme modifié est le suivant :

Variables : k et p sont des entiers naturels
u est un réel
Entrée : Demander la valeur de p

Traitement : | Affecter a u la valeur 5
Pour k variant de 1 a p
Affecter a u la valeur 0,5u + 0,5(k — 1) — 1,5

Afficher u
Sortie : Fin de pour

(b) 0,5pt | Puisque uy > ug, la suite (u,) n’est pas décroissante, du moins pas avant le rang
4.

(c) On démontre le résultat par récurrence :
e Initialisation : on vient de voir que uy > u3 : la relation est vraie pour n = 3.
o Hérédité : on suppose qu’il existe un naturel p tel que u,y1 > u,. D'ot 0, 5upq <
0, 5u,. D’autre part, p+1 > p = 0,5(p+1) > 0, 5p. En sommant ces deux dernieres
inégalités, on obtient aisément que

0,5Up1 4+ 0,5(p+1) — 1,5 > 0,5u, +0,5p — 1,5 < tprn > tpi1.

Donc la relation est vraie au rang p + 1.
e Conclusion : on a démontré que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 3,
Upt1 > Uy, ce qui montre que la suite (u,) est croissante a partir du rang n = 4.

(d) Pour tout naturel n on a :

Upr1 = 0,1up1 —0,1(n+1)+0,5
= 0,1tupy —0,In+0,4
— 0,1(0,5up + 0,510 —1,5) — 0,10 + 0,4
= 0,05u, +0,05n —0,15—-0,1n+ 0,4
= 0,05u, —0,05n 4+ 0,25
= 0,5(0, lu, — 0,10 +0,5)
0, 5v,,

La suite (v,,) est donc géométrique de raison 0, 5.
0,5pt | Le premier terme est vg = 0,1 x5 —0,1 x 0+ 0,5 = 1. On a ainsi pour tout

naturel n, v, =1 x 0,5" = —

(e) On a

v, =0,1u, —0,1n+0,5< 0,5" =0,1u, — 0,1n+ 0,5
< 10x0,5"=u,—n+5<u,=10x0,5" +n — 5.
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f) Comme —1 < 0,5 < 1,ona lim 0,5" =0et lim n = 400, on obtient facilement

n—-4o0o n—-4o0o

que lim wu, = +o0. La suite (u,) ne converge pas.
n—-+o0o

Correction
o On pose f(z) = 2sinx + tanx — 3z sur [0, 7| qui est définie, continue et dérivable

sur[,Q[ On a

5 (2cosz + 1)(cosz — 1)?

f(z) =2cosz +
cos? x cos? x

> 0 sur [0, g[

Comme f(0) =0, on a f(z) > 0 et on en déduit I'inégalité de Huygens.
o On pose g(x) = 2shz 4+ thz — 3z qui est définie, continue et dérivable sur [0, +oo].
On a
1 hao —1)2
¢ (z) =2chz + —— —3=(2coshz + 1)(008# > 0 sur [0, +o0].
ch”z cosh” x
Comme ¢(0) = 0, on a g(x) > 0 et on en déduit la version hyperbolique de I'inégalité de
Huygens.

Correction

1. On calcule

« (051102

) " In
20 0 20
. t]£(0,2) 210) In(50000 x 0,2) = == 1n(104) = (10 41n(10) = 80.

90 20 20
2) = In(50000 x 0,02) = In(10°) = 31n(10) = 60.
* f 0.02) = 1 gy 1R(50000 x0,02) = A In(10%) = {7y x 31n(10)

° Enfin,

In(50000 x 2) =

x 51n(10) = 100.

20 20 20

= 1 =—1 20 x 107%) = In(1 107°

f(po) In(10) n(50000po) n(10) n(50000 x 20 x 107°) T 010) (1000000 x 107)
20 20
= n(10%) = —— x In(1) =
(10) "0 = gy < ) =0
2. [1,5pt | On résout :
flp) >120 < Aln(50000 ) > 120
)= In(10) p) =

120 x In(10)

< In(50000p) > 50
< In(50000p) > 61n(10)
& In(50000p) < In(10°).

Par stricte croissance de la fonction logarithme sur |0, +00[, on déduit

100000

— 20.
P = 50000

In(50000p) > In(10°%) < 50000p > 10° <

La pression correspondant au niveau sonore de 120 décibels est donc de 20 Pascals.
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3. Pour tout réel = > py, on calcule

F(10z) = hj?o) In(50000 x 10z) = hj?@) In(500000z) — hj—?o)[ln(50000$) +1n(10)]
20 20
= g9y 1 (00002) + T In(10) = F(a) + 20

Le niveau sonore augmente de 20 décibels quand la pression s’exercant sur le tympan est
multipliée par 10.

4. Pour tout réel x > py, on calcule

20 20 20
1 - 2 100z) — 1 S | In(1
£(100z) n10) (50000 x 1002) = 30 n(5000000z) ln(lo)[n(50000w) + In(100)]
20 20 20 20
_ 1 In(100) = 1 —_In(10?
n10) n(50000z) + o) n(100) n10) n(50000z) + o) n(10?)
20 20
= 1 —_ % 2In(10) = 40.
n10) n(50000z) + 10~ n(10) = f(z) + 40

Le niveau sonore augmente de 40 décibels quand la pression s’exercant sur le tympan est
multipliée par 100.

Correction

1
. Pour tout z €]4, +oo[, f(z) = Vo — — Sur cet intervalle, f est la différence de la

fonction racine carrée, continue sur R, donc sur |4, +o0[, et de la fonction inverse, continue
sur R*, donc sur |4, 400|. Par conséquent, f est continue sur |4, +oo[ en tant que différence
de fonctions continues sur un méme intervalle.

e |0,5pt| Pour tout = €] — 00,4[, f(z) = (z + k)?. Sur cet intervalle, f est une fonction
polynome, continue sur R donc sur | — 0o, 4].

e [0,5pt| Il en résulte que f est continue sur R/{4}.
e | 1.5pt | Il reste a étudier la continuité de f en 4. On a

1 7
lim f(x)= lim <\/_— —) =2 et lim f(z)= lim (v +k)* = (4+k)>
224 224 & " woi
Or la fonction f est continue en 4 si et seulement si lim f(x) = lim f(z), c’est-a-dire
T — 4 r — 4
r < 4 >4

N

si et seulement si (4 + k)* =

Pour tout k£ € R, (4+k)2:£<:>16+8k+k2:£<:>k2+8k+5z720. Soit A le

discriminant du trinéme du second degré k* + 8k + %. OnaA =28 —4x1x % =1.
Comme A > 0, le trinome k2 + 8k + % admet deux racines réelles distinctes :

ﬂ:_4_ﬂetk2:ﬂz_4+\/_7

—
! 2% 1 2 2% 1 2

Finalement, la fonction f est continue en 4, et donc sur R, si et seulement si k € {—4 — %, —4 + %}

Correction

1. | 1,5pt| Notons P(n) la propriété “0 < w, < 3”7 et démontrons par récurrence sur n que
P(n) est vraie pour tout n € N.
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e Initialisation : la propriété est vraie pour n = 0 puisque ug =0 = 0 < uy < 3.
e Hérédité : supposons la propriété P(n) vraie pour un entier n, c’est-a-dire 0 < u,, < 3.
On écrit alors successivement

0<u,<3=2x0+3<2u,+3<2x3+3&3<2u,+3<09,
et en utilisant la croissance de la fonction racine carrée sur [0, 400, on obtient

V3 < V2, +3< VIS V3 <t <390 < Upsy < 3.

e Conclusion : la propriété P(n) est vraie pour tout n € N, c’est-a-dire pour tout n € N,
0<u, <3.

2. Notons P(n) la propriété u, < u,,; et démontrons par récurrence sur n que P(n)
est vraie pour tout n € N.
e Initialisation : la propriété est vraie pour n = 0 puisque u; = v/2ug + 3 = V3 = ug <
Uq.
e Hérédité : supposons la propriété P(n) vraie pour un entier n, c’est-a-dire u,, < .
On écrit alors successivement

OgunSun+1:>2xun+3§2un+1+3a

et en utilisant la croissance de la fonction racine carrée sur [0, +00[, on obtient /2 X u,, + 3 <
V2Upy 1 + 3, cest-a-dire u, 11 < Unya, ce qui prouve que la propriété P(n + 1) est vraie.

e Conclusion : la propriété P(n) est vraie pour tout n € N, c’est-a-dire que la suite (u,)
est strictement croissante.
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