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Chapitre 3

Le logarithme et ’exponentielle

3.1 Le logarithme népérien

3.1.1 Présentation de la fonction
Toute fonction dérivable sur un intervalle I admet des primitives sur I. Mais ce n’est pas parce qu'une
fonction admet des primitives que 1’on sait pour autant les écrire simplement.

Ainsi la fonction “inverse” définie sur |0, +oo| par = +— — admet en effet des primitives mais celles-ci ne
x

peuvent s’exprimer a l’aide de fonctions déja connues. L’une de ces primitives est la fonction logarithme
népérien de Neper, mathématicien écossais (1550-1617), inventeur de ce logarithme.

1
Définition 3.1.1 La fonction inverse x — — admet des primitives sur 0, 400| qui s’écrivent :
x

In(z)+¢, ceR

La fonction logarithme népérien est caractérisée par 3 propriétés.
Proposition 3.1.1

e L’ensemble de définition de “In” est |0, 4+00].

o Vo €]0, 400, (In(x)) = %

e In(1) = 0.

Pour étudier les variations de x — In(z), il suffit d’étudier le signe de la dérivée de cette fonction c’est-a-dire

le signe de la fonction x — — qui est strictement positive sur |0, +oo[. On a le tableau de variations suivant :
x

X 0 1 +o00
1
signe de — +
T
variations de In 0

Proposition 3.1.2

e La fonction In est strictement croissante sur |0, +00].

o limlnz =400 etlimlnzr = -0
TH>00 x—0

99
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Afin de tracer cette représentation, il est & noter que

— L’axe des ordonnées est asymptote a la courbe, c’est-a-dire que lir% In(z) = 400
T—

Rappel :  Si f admet une limite infine en a, alors la droite d’équation = = a
est asymptote verticale a C.
Si f admet une limite finie [ en 400 ou en —oo, alors la droite
d’équation y = [ est asymptote horizontale a C.

— La tangente au point (1,0) a pour coefficient directeur 1. En effet,
1
y = f(x0) + f'(x0)(z — 20) & y =1In(1) + m(xl) ey=v-1
On déduit de la croissance stricte de la fonction In les propriétés ci-dessous :
Propriété 3.1.1 Va,b € R™,
e In(a) =In(b) ©a=>
e In(a) >In(b) < a>b

En particulier, si z > 1 alors In(z) > In(1) < In(z) > 0
si0 < x < 1alors In(z) < In(1) < In(z) < 0.

La fonction In est dérivable et strictement croissante sur l'intervalle [1, +00][. De plus,

In(1) =0 et lim In(x) = +o00|

T—00

La fonction In prend donc une fois et une seule toute valeur supérieure a 0. Donc le nombre 1 a un antécédent
unique pour la fonction In, que ’on note e :

In(e) =1 et e ~2,71828

3.1.2 Logarithme d’une fonction
On étudie dans cette partie les fonctions
x — Infu(x)]

qui ne sont définies que si u(z) est strictement positif.

On considere 'exemple suivant.

2
Exemple 3.1.1 Soit f définie sur [0, +oo[ par f(x) =1In (1 + )
x
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2
— Quand x — 400, 1 +— — 1 or )l{im In(X) =0donc lim f(x)=0.
x

—1 T—+00

2
— Quand z - 0,1+ — — 4oo or lim In(X) = 400 donc lim f(z) = +oo.
x X—+o00 z—0

Théoréme 3.1.1 Soit u une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle I. La fonction In(u)
est dérivable sur I et

3
Exemple 3.1.2 Soit f définie sur } 2 +oo[ par f(z) = In(2x — 3). Ici, u(x) = 22 — 3 et v/(z) = 2 donc

f(w) = 23:2— 3

/
u

Théoréeme 3.1.2 Soit une fonction u dérivable et strictement positive sur I. La fonction f = — admet
u

pour primitives sur I les fonctions

z— Infu(z)] +k ou ke R

Théoréme 3.1.3 Pour tous réels a et b strictement positifs,

In(ab) = In(a) + In(b)

On déduit de cette formule les propriétés suivantes :

Propriété 3.1.2
e Vn € Z, In(a") =nln(a),
1
In(v/a) = = In(a).

2
e Va,b € R, In (2) — In(1) — In(b) = — In(b),
(5)

3.1.3 Logarithme décimal et applications

Par définition, pour tout réel x > 0,

log(z) =

La fonction “log”, définie sur ]0, +-o00[, est la fonction logarithme décimal, ou de base 10.

Exemple 3.1.3 On se donne quelques valeurs de = ainsi que les valeurs obtenues pour In(z), log(x) :

x 107! |1 10 100 10° 10™
In(z) || —2,303 [ 0 | 2,303 | 4,605 | 6,908 | 2,303n
log(x) -1 0 1 2 3 n
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Etudions maintenant les variations de la fonction log : Vz €]0; +oo],

,  ( In(z) /_ 1 1
log(z)" = (m(m)) ~ 2 1n(10)

On obtient ainsi le tableau de variations suivant :

X 0 1 +0o0o

signe de log(z)’ +
/+OO

variations de log 0

Il est évident que les variations de la fonction log sont identiques a celles de In puisque les deux fonctions
sont proportionnelles, c’est-a-dire égales a un facteur multiplicatif pres.

Comparons maintenant les représentations graphiques de ces deux fonctions :

]

y = In(x)

Intéressons nous maintenant a la notion de repére semi-logarithmique.

Sur une feuille de papier millimétré, on trace les axes [0, x) et [0,y). On gradue I’axe [0, z) de facon réguliere.
On gradue l'axe [0,y) en plagant les traits 1, 2,...,10,...,100,...,1000,...tels que les distances a 'origine
soient respectivement log(1), log(2),...,log(10),. .. ,log(100),...,log(1000),... (voir figure page suivante).

On dira qu’une échelle logarithmique est un axe gradué proportionnellement aux logarithmes des abscisses.
Cet axe commence a la graduation 1 et non pas a 0!

Remarque 3.1.1 Soit f une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle. Tracer la représentation
graphique de log( f) dans un repere orthonormal revient a tracer celle de f dans un repere semi-logarithmique.

Exemple 3.1.4 Soient les fonctions f et g définies sur R par
flz)=1,2" et g(z) =2 x 1,27

On représente ces fonctions dans un repere semi-logarithmique, a ’aide d’un tableau de valeurs (a 0,1 pres) :

z 0] 1] 23 4]516]7]38
L2 1,4 1,7121]253]3,6]453

Y Y

gz) (224293541 ] 5 |6]|7,2]8,6

g

—~
8

~—
—
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On constate sur le graphique que les points obtenus sont alignés sur deux droites paralleles.

D’une maniere plus générale, la représentation graphique d’une fonction exponentielle dans un repere semi-
logarithmique est une droite. En effet, si f(x) = a”, log(f(x)) = log(a®) = zlog(a). Cela signifie que la
fonction f est représentée par la droite d’équation y = (log(a))z de coefficient directeur log(a). Si g(x) =
ma® (ou m > 0) alors log(g(z)) = log(ma®) = (log(a))z + log(m). La fonction g est donc représentée
graphiquement par une droite parallele a la droite d’équation y = z log(a).

3.2 L’exponentielle

3.2.1 Présentation de la fonction

On a vu dans la partie précédente que pour tout nombre réel z, I'’équation In(y) = x, d’inconnue vy,
admet une solution unique strictement positive. On note cette solution exp(z). On définit ainsi une fonction
appelée fonction exponentielle de base e, notée exp, qui a tout nombre réel associe un nombre réel strictement
positif.
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Définition 3.2.1 La fonction exponentielle de base e, notée exp, est la fonction réciproque de la fonction
logarithme népérien.

Ainsi, on a In(1) =0 < exp(0) =1 ouln(e) = 1 < exp(l) =e.
Définition 3.2.2 Pour tout réel x, on pose exp(z) = e*.

En effet, on sait que pour tout entier relatif n € N, In(e™) = n. D’apres la définition de la fonction exponen-
tielle, on a €™ = exp(n). Il convient alors d’étendre cette notation a tout réel x.

Exemple 3.2.1 exp(0) =€’ =1, exp(1) = e! =e.
Propriété 3.2.1 Pour tout réel x et pour tout réel strictement positif y,
o y=¢€" équivaut ¢ x = In(y),

e In(e”) =z,

() eln(y) = y

3.2.2 Formules fondamentales

Les propriétés algébriques de la fonction exp se déduisent de celles de la fonction In. On les retient en
utilisant les propriétés des exposants, ce qui montre 'intérét de la notation e”.

Propriété 3.2.2 Pour tous réels a et b et pour tout entier relatif p,

o ¢ x eb = eatb
1
o ¢ 4= —
ea
a
e
° eafb _
eb

On déduit de ces propriétés quelques résultats particuliers pour tout x € R :

.exXefxzemfxze():L
1 .

e ——=¢e 7,
eT

° (eI)Q — o2z

3.2.3 Etude de la fonction exponentielle

On admet que la fonction exp est dérivable sur R et on notera exp’ sa dérivée. Pour tout réel z,
Inoexp(z) = z. On dérive les deux membres de cette égalité, ce qui donne

(Inoexp)'(z) =1

/
u

On a vu dans la partie précédente que si u est une fonction strictement positive et dérivable, on a (Inou)’ = —.
u

On applique donc cette formule & u = exp et on obtient

exp’(z)

=1
exp(z)
ce qui implique que (exp(z))’ = exp(z).

Propriété 3.2.3 La fonction exp est dérivable sur R et pour tout réel x,

exp’(x) = exp(x)
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La fonction exp est égale a sa dérivée.
On admettra les limites suivantes :

Propriété 3.2.4
e lim =0
T—>r—00

o lim e =400
T——400

La fonction exp étant strictement positive sur R, on en déduit le tableau de variations suivant :

X —00 +00
signe de exp(x) +
+00
variations de exp /
0

Les variations de la fonction exp permettent d’écrire les propriétés :
e ¢ = ¢ équivaut & a = b,
o ¢ < e équivaut & a < b.
Dans un repere orthonormal, les représentations graphiques des fonctions exp et In sont symétriques par
rapport a la droite d’équation y = x (voir page suivante).
3.2.4 Fonctions du type e*

Soit u une fonction définie sur un intervalle I. Les théoreémes sur les limites d’une fonction composée
permettent de calculer les limites de la fonction e.

Exemple 3.2.2

e lim (2> +1)=+4ocoet lim e” = +oo donc lim et = oo

T——00 T—-+00 T—r—00
e lim 3—12)=-ocet lim e*=0donc lim €37 =0.
T—+00 T——00 T—+00

. 1 . ) a1
e lim <2> =0et lime*=¢e"=1donc lim e=Z =
x—+oo \ & x—0 r——+00

Si on suppose que la fonction u est définie et dérivable sur un intervalle I, d’apres le théoreme sur les
fonctions composées, la fonction f définie sur I par f(z) = e®®) est dérivable sur I et sa dérivée f’ est
définie sur I par f'(z) = e x o/(z).

Théoréme 3.2.1 Si u est une fonction dérivable sur un intervalle I alors la fonction f(x) = e(®) est
dérivable sur I et

F/@) =l (@)e®
Exemple 3.2.3 Soit la fonction f définie sur R par f(x) = e**+1.On pose u(x) = 22 + 1. Cette fonction u
est dérivable sur R et pour tout réel z, v/(z) = 2z. Ainsi, f est dérivable sur R et f/(z) = 2ze” 1,

On a le résultat suivant :

Théoréme 3.2.2 Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I. La fonction f définie sur I par f(z) =
u'(2)e" ) admet des primitives F sur I définies par

F(z) =e"® 4 cotceR,
Exemple 3.2.4 Soit la fonction f définie sur R par f(z) = 2¢2*=3. On pose u(z) = 2z — 3. Cette fonction

u est dérivable sur R et pour tout réel z, v/(x) = 2. On remarque que f(x) = u'(z) x e®). Or u/e" est la
dérivée de e* donc les primitives de f sont définies sur R par F(x) = ¢?*73 4 ¢ avec ¢ € R.
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y = exp(z)

y=u

enta) — ol ;

y = In(z)

In{a) a T

3.2.5 Fonctions exponentielles de base a

Soit @ un nombre réel strictement positif. Pour tout entier relatif n, on a ¢®™(®) = (™(@))» = " ce qui
nous conduit a poser la définition suivante :

Définition 3.2.3 Pour tout réel a strictement positif et pour tout réel x,

x z1n(a)

a® =e
v ey sl délev . ui , .
Cette définition permet ainsi d’élever a & une puissance réelle quelconque

Exemple 3.2.5 a 3% = ¢=35n(0),
Remarque 3.2.1 In(a®) = In(e*™®)) = z1n(a).

Définition 3.2.4 Soit a un réel strictement positif. On appelle exponentielle de base a la fonction f définie
sur R par

f(x) — a% = 6$ln(a)'

Les propriétés algébriques de la fonction exponentielle de base a se déduisent immédiatement de celles de la
fonction exp (exponentielle de base e).

Propriété 3.2.5 Pour a > 0 et pour tous réels b et c,

o a’ x a¢ = ab*c,
1
. a_b = —,
ab
b
a
° abfc ==,
aC

° (ab)c — abc

Soient a un réel strictement positif et la fonction f définie sur R par f(z) = a*. On supposera dans la suite
que a # 1. On a f(z) = ¢*™@ donc f est de la forme e* avec u(z) = zIn(a). La fonction u est dérivable sur
R et /() = In(a). Par conséquent, la fonction f est dérivable sur R et f'(z) = In(a) x €*™@ =1In(a) x a®.
Pour tout réel z, on a e*™@ donc le signe de f’(z) est le méme que celui de In(a), ce qui nous conduit &
examiner deux cas :
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— Premier cas : a > 1 (ou In(a) > 0).

Pour tout réel x, f'(x) > 0 donc f est croissante. On a lim xln(a) = +oco donc lim e

lim e*n(@) — .

et lim xln(a) = —oo soit
T—r—00 T—r—00

r——+00

X

—o0

—+00

Variations de a*

— Second cas : a < 1 (ou In(a) < 0).

Pour tout réel z, f'(z) < 0 donc f est décroissante.

lim e*@) — 4o,

et lim xln(a) = +oo soit
Tr—r—00 Tr——00

Ona lim xln(a) = —oo donc

T—+400

X

+0o0

Variations de a®

400

3.3 Exercices

Exercice 130

1. Calculer a l'aide de la machine les logarithmes suivants :

log(1270), log(127), log(12,7), log(1,27), log(0, 127), log(0,0127).

2. Que constate t-on?

3. Par quelle propriété des logarithmes peut-on ’expliquer ?

r—r—+00

z1n(a)

T—+00

lim e*2(a) —
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Exercice 131] Mettre sous la forme mlog(a) + nlog(b) :

1. log(a®b3)

a3

2. log <l)2>

a\/g

3. log | —=

: (ﬁ)
Exercice 132] FEvaluer sans la machine :
- 1 1
In(e), In(1), In(e’), In { = |, In(y/e), In | —= ).
e

Ve
Résoudre les équations :
1. log(z + 1) — log(3) = log(2z — 3) + log(7),
2. logz(2x — 5) + logz(3x + 7) = 4logs(2),
3. In(2? - 7) = 2In(x + 3),
4. log(vz + 1) +log(v/xz — 1) — log(5) = 0,
5. log(z% + 3z — 1) = 2.

Résoudre :
1. 3% 497 =90,
2. €3 =5,
3. 4e73 —3e™% — e = 0.

(Indication pour 1. : on posera y = 3%.)

Exercice 135| Résoudre
1. 22 = 512,
2. 7T — 49,

1
L—=1 .
3 05 0000

Exercice 136) Résoudre les systemes :

log(z) +log(y) = 2
1'{ z+y = 25
In(z) —In(y) =
2.{ vl

T

-1
Exercice 137) On considére la fonction f définie sur R par f(z) = ¢

xe® + 1
On désigne par C sa courbe représentative dans le plan rapporté a un repere orthogonal (O,
Partie A. Etude de fonctions auxiliaires.

1. Soit h la fonction définie sur R par h(z) = ze® + 1.
Etudier le sens de variation de h et démontrer que h(x) > 0 pour tout z € R.

~
<.
~—

2. Soit g la fonction définie sur R par g(z) =z + 2 — €.
(a) Déterminer les limites de g en —oo et en +o0.

(b) Etudier le sens de variation de g et dresser le tableau de variations de g.
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(c) Montrer que I'équation g(z) = 0 admet deux solutions dans R.
On note « et 5 ces solutions avec a > . Prouver que 1,14 < a < 1, 15.

(d) En déduire le signe de g(z) suivant les valeurs de x.
Partie B. Etude de la fonction f et tracé de la courbe C.

1. Déterminer les limites de f en —oo et en +o0o. Interpréter graphiquement les résultats trouvés.

x
2. (a) Montrer que, pour tout x appartenant a R, f'(z) = (xeengﬁ)?'
(b) En déduire le sens de variation de la fonction f et dresser le tableau de variations de f.
. 1
3. Etabli =
(a) Etablir que f(«a) ]
(b) En utilisant I’encadrement de « établi dans la question A.2., déterminer un encadrement de f(«)

d’amplitude 1072.
4. Déterminer une équation de la tangente 71" a, la courbe C au point d’abscisse 0.

(a) Etablir que, pour tout = appartenant a R,

1
flz)—x= w avec u(z) = e* —ze® — 1.
(b) Etudier le sens de variation de la fonction u. En déduire le signe de u(z).
(c) Déduire des questions précédentes la position de la courbe C par rapport a la droite T'.

6. Tracer C et T. On prendra pour unités graphiques 2 cm sur l'axe des abscisses et 5 cm sur 'axes des
ordonnées.
On pourra admettre que —1,85 < < —1,84 et —1,19 < f(B) < —1, 18.

Exercice 138) Dans ce probleme, on étudie successivement les fonctions f et g définies sur R par :
f(x) = we™ et g(x) = f(z) + [f(2)]*.

Partie A. Etude de la fonction f.

1. (a) Justifier que f est dérivable sur R et déterminer sa fonction dérivée f’.
Etudier le sens de variation de f.

(b) Déterminer la limite de f en —oo et sa limite en 4o00.
(¢) Donner le tableau de variation de f.
(On ne demande pas de construire la représentation graphique de f.)
1
2. (a) Montrer que ’équation f(z) = —3 admet dans R une unique solution notée a.
Donner un encadrement de o d’amplitude 1072.

(b) Montrer de méme que ’équation f(z) = —1 admet dans R une unique solution notée .
Donner un encadrement de 3 d’amplitude 1072.

Partie B. Etude de la fonction g.
1. Justifier que g est dérivable sur R et que l'on a
g'(x) = f'(@)[1 +2f(x)].
Etudier le sens de variation de g.
2. Déterminer la limite de g en —oo et sa limite en +oo.
3. Donner le tableau de variation de g. On calculera la valeur exacte de g(«).
4. (a) Etablir que, pour tout réel z, on a
g(x) —z =ze [l + e — "]

(b) Montrer que, pour tout réel z, on a
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(c¢) Préciser la position de la courbe représentative I' de la fonction g par rapport a sa tangente 7" en
0.

5. Tracer I' (on prendra pour unité graphique 2 cm). Préciser les abscisses des points d’intersection de T’
avec ’axe des abscisses. Faire figurer sur la dessin la tangente 7.



