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CORRECTION Exercices Chapitre 2 - Sens de variation. Dérivation.

1. Vz e R, f'(z) = 2z.
2. Vz € R, ¢'(z) = 1223 — 622 + 5.
1 1 N2
. RE, W (z) = —— (1— =)+ Y2
3. Vo e RY, h'(x) 2\/5( x)+x2
(1)(z? +1) — 2z(z + 5)

/ = =
4. Ve e R, k' (z) = @2 +1)?

—z2 - 10z +1
@+ 17

1. Vz e R, f'(z) = 8z — 3.
2. Vz eR, ¢'(z) =(2)(3x — 7) + (2= + 3)(3) = 12z — 5.
(@) 2321 =320+ 4) 14

3. Ve eR —

(3x —1)2
5(4z + 3)(22% + 3z + 1)%.

3z —1)2°

Wl =
[ Il
=
8
N—

I

4. Vz e R, K'(z)

1. Vz e R, f'(z) =2z — 1.
2. L’équation de la tangente 1" a la courbe représentative C; de f au point zy est donnée par
Ty 1y = f(zo) + f'(z0) (2 — 20).
Par conséquent,
Ty:y=f2)+ f(2)(x—2)=1+3(x—2)=3z—5.
glr)=flr)ed3-r=1r-r-12>-4=0& (z - 2)(z + 2).

4. Les points d’intersection de Cy et D sont donnés par

(2,/(2) = (2

5. On se donne le graphique ci-dessous :

1) et (=2, f(=2)) = (=2,5).

2z —1) — (22 + 3)(1)

=5

1. Ve e R— {1}, f'(x) = (x — 1)

CEDE
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2. Soient (z.4,0) les coordonnées de A. On cherche par conséquent = 4 vérifiant f(x4) =0 :

2 3 3

Finalement, A <—2; 0].

L’équation de la tangente T4 a la courbe Cy en A est donnée par

et or(3) (oD v () --4e02)

3. Soient (0,yp) les coordonnées de B. yp correspond a l’ordonnée a l'origine et vérifie yg = f(0) = —— = —3.

On en déduit que B (0; —3).
L’équation de la tangente T’g a la courbe Cy en B est donnée par

Tg:y= f(0)+ f'(0)(z — 0) = =3 + (=5)(x — 0) = —3 — bu.

4. On se donne le graphique ci-dessous :

® i ® X
1. (a) Vz eR, f'(z) =2z — 3.
3 3 3
(b) f’(m):O@x:? fllx)<0e < L f(x) >0z > ok
(c) On en déduit le tableau de variations suivant :
x —00 3/2 +o0
signe de f'(x) — ¢ +
+o00 +00
variations de f \ /
—9/4

Voici les détails : 5
e lim f(z)= lim 2?—-3z= lim 2? (1 - ) = +00.
T——00 T——00 T——00 T

e lim f(z)=+oc0.
r—r+00

3 3\? 3
+1(2)=(2) 2 (2)-
2. (a) Vz eR, ¢'(z) =322 -3
(b) On remarque que ¢'(z) = 3(2? — 1) = 3(x — 1)(x + 1) ce qui permet d’en déduire le signe de la dérivée.

g’ (x) est donc strictement positif (du signe de a = 3) dans | — co; —1[U]1; +00[ (& I'extérieur des racines)
et strictement négatif (du signe de —a) dans | — 1;1[ (& l'intérieur des racines).

9
2

9 9
4 4
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(¢) On en déduit le tableau de variations suivant :

T —00 -1 1
signe de ¢'(x) + ¢ - ¢ +

2 +o0
variations de g / \ /
—00 -2
Voici les détails :

3
e lim g(x)= lim 2°-3r= lim 2° (1 - ) = —00.
Tr—r—00

T—r—00 T——00 2

+00

e lim g(x)= +oo.

T—400
o g(-1)=(-1)>=3(-1) =2.
o g(1) = (1)?=3(1) = —2.
3. (a) 1. On a le graphique suivant :

8
S
L

425

ii. D’apres le graphique, il semble qu’il y ait deux points d’intersection entre les deux courbes, situés
approximativement en (0,0) et (1, —2).
(b) i. On a les équivalences
fl)=gx) 2?2 -3z=23-3rer?=23<2*(1-2)=0.
On en déduit que
f@)y=gx)ex=00ux=1.

ii. On vient donc de trouver les deux abscisses des deux points d’intersection. Pour récupérer les
ordonnées de ces points, il suffit de remplacer z par 0 et par 1 dans f(z) ou g(x). On trouve
aisément f(0) = g(0) =0et f(1) = g(1) = —2 ce qui permet d’affirmer que les points d’intersection
sont A(0,0) et B(1,—2).

1. Soit D¢ le domaine de définition de f. On rappelle que f est une fonction impaire si et seulement si Vx € Dy,
—x € Dy et f(—z) = —f(x).
(c2) &
(—z)2+1  224+1
que f est impaire, ce qui signifie que sa courbe représentative est symétrique par rapport & l'origine (on peut
donc se contenter de travailler sur [0; +00] et en déduire le comportement de la fonction sur | — oo; 0]).
/(2 1) — 2 1 / 2 1) — (2 2 1— 2
2 vper pay. @EFD-@E Y (@) -  1-at
(x2 +1)2 (22 4 1)2 (22 4 1)2
3. Le carré d’un nombre réel étant toujours positif, le dénominateur de f’(x) est positif pour tout = € R.

Ici Dy = R donc Vz € R, —z € R. Ensuite, f(—z) =

—f(x). On en déduit donc

4. Résoudre I'inéquation f'(x) > 0 revient d’apres la question précédente a résoudre I'inéquation 1 — 22 > 0 (le
dénominateur ne joue aucun role quant au signe de f’(z)). On remarque aisément que 1 — 22 = (1 —x)(1+2)
ce qui permet d’affirmer que 1— 22 est strictement négatif dans | —oo; —1[U]1; +-00[ (signe de “a” & I’extérieur

“ 2

des racines) et positif ou nul dans [—1;1] (signe de “—a” a l'intérieur des racines). Finalement,
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1—-22>0&xe[-1;1].

5. On a d’apres les réponses aux questions précédentes le tableau de variations

x —00 -1 +1 400
signe f'(z) - (b + ¢ -
_ 1
-2

0~ M
variations de f \ / \
m 0F

¢ Jrgr—noof@) - xl}r—noo 241 - Jfl}r—noo x2(1+ %) N ’”EIPOO z(1+ %) N J:BI_HOO T+ % -0

e lim f(z)=0",

1
2

On donne les détails :

T—+00 1 1
¢ m:f(—l):m:—2,
+1 1

6. On a le graphique suivant :

1. (a) OnaVz eR, f'(z) =1.
(b) 1 étant une constante positive, f'(x) > 0, Vz > 0.

(¢) On en déduit le tableau de variations :

x —00 +00
signe de f’(x) +
+oo
variations de f /
—00

Voici les détails

e lim f(z)= lim z—1=—o0,
TrT——00 rT——00

e lim f(z)= lim z—-1=—o0.
T—r—+00 r—-+00

22)(z—1)— (@) (z—-1) 2ax(xz—-1)—-22> 22-2z 2(x-2)
2. v 1, ¢'(z) = ( = - — _
R @17 G107 @1 @1
(b) Le dénominateur étant strictement positif sur R — {1}, le signe de la dérivée dépend du signe du
numérateur. Comme le numérateur s’annule en 0 et 2, on peut affirmer que f’(x) est positif sur I'intervalle

] — 00; 0[U]2; +00 et négatif sur |0; 1[U]1;2].

(¢) On en déduit le tableau de variations suivant :
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T —00 0 1 2 +00
signe de ¢'(x) + ¢ - - ¢ +
0 400 400
variations de g / \ \ /
—00 —00
On donne les détails :
. . z . z? .
2
li =1 =—
"L el = I Ty T e
li =
o lim g(z) 2<+oo,
(0)
0) = =0
* 9(0) %_S; ;
2
2) = =4.
*9(2) =5

3. (a)

(b)

i. On a le graphique suivant :

ii. Visuellement, on dénombre un unique point d’intersection situé approximativement au point A de

; 1 1
coordonnées | —, —= .
27 2

i Vo #£1,

2

f@)=gla) & a—1=—

1
1@(w—l)Q:x2ﬁm2—2x+1:x2©1—2x20@x:5.

Cela confirme ’abscisse du point d’intersection trouvé a la question précédente.

1
ii. L’ordonnée du point A est égale a g <) =3

(3)? _ 4

=3 Cela confirme 'ordonnée du point

- 1
2) 11 -1

d’intersection trouvé a la question précédente.

1. Vz € R, f/(z) = 32% — 8z + 4.

2. On est ramené a 'étude du signe d'un trinéme du second degré. A = (—8)% — 4(3)(4) = 16 = 42 > 0 donc le
trinome admet deux racines distinctes :

—(-8)—4 2 —(—8)+4
o 2(3) 3 2(3)
Le trindme est du signe de a = 3 > 0 a ’extérieur des racines et du signe de —a = —3 < 0 a l'intérieur.

3. On en déduit le tableau de variations de f :
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T —00 % 2 +o00
signe f'(z) + (b - ¢ +
2 =
variations f / \ /
—00 0
4. On a la courbe suivante :
5. On cherche x tel que
f(x) =0 23 — 422 + 42 = z(2% — 4o + 4) —O<:>{ $2—4x—|—i z 8 .
On se rameéne ainsi & un probléeme de détermination des racines d’un trinéme. A = (—4)2 — 4(1)(4) = 0 donc
le trindme admet une racine double xy = _2((_1;1) = 2. Par conséquent, (0,0) et (2,0) sont les deux seuls

points d’intersection de Cy avec I’axe des abscisses.

[Exercice 24]
1. Vz e R, f'(z) =2z — 3.
2. On a le tableau de variations suivant :

T —00

signe f'(z) -

+00 +00
variations f \ /

3. flx)=0& 2% =32 +2=0. A =(-3)2—4(1)(2) = 1 > 0 donc le trindme admet deux racines distinctes :

(=B -V (=) VT
21) O "T T ay T

= ][}
+

PN

T = 2.

1. Vo € R, f'(x) =322 —3=3(22 - 1) = 3(x — 1)(x + 1). On en déduit le tableau de signes suivant :

x —00 -1 1 400
signe f'(x) + (b - ¢ +
2. Le tableau de variations de la fonction f est donné ci-dessous :
T —00 -1 1 « +00

+00

-1
variations f / \ 0/
—00 —5/
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3. L’équation de la tangente a C; au point d’abscisse 0

est donnée par

To:y = f(0) + f/(0)(x — 0) = —3 — 3(x — 0) = —3z — 3.

4. On a le graphique suivant :

A
2

23!

5. On remarque d’apres le tableau de variations que f(x) s’annule en une unique valeur « € [1;+oo[. Comme

f2)

—1 et f(3) =15, on en déduit que a € [2;3].

6. On trouve grace a la calculatrice ou par dichotomie, que o = 2,1 & 10~! pres par défaut.

1. On a
20+2L = 4 (+L = 2 344L? 8L 4L* — 8L +3 0

(S) 3 & 3 3 & 3

L = — = —_ = —_ = R

b 1 Y? RT3 ST

Déterminons les racines du trinéme. A = (—8)? —4(4)(3) = 16 donc le trindme admet deux racines distinctes :

—(—8) =16 1 —(-8)++v16 3
T=——"rr— =ty = —F = —.
2(4 2 2(4) 2

3 1
Par convention, L > ¢ donc on choisit L = — et on obtient facilement ¢ = —.

2.

(a) S=¥¢xL=102—Y) car le périmetre du rectangle est égal & 4 et de ce fait, 2(L+¢) =4 < L =2— /(.

(b) Vz € R, f'(z) =2 — 2z. On en déduit le signe de la dérivée et le tableau de variations de f :

T —00 1 ~+00
signe f'(z) + q) -
1
variations f / \
—00 —o0

On a la représentation graphique suivante :

y
2

=]
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(¢) On en déduit que f atteint son maximum en z = 1 ce qui permet d’affirmer que le rectangle dont le
périmetre P est égal a 4 cm et laire S est maximale est de largeur 1 et donc de longueur 1, c’est-a-dire
que le rectangle est en fait un carré.

1. (a) Vz € R, f'(z) = 62® — 1202 + 450. Déterminons les racines du trinome. A = (—120)2 — 4(6)(450) =
3600 = 602 donc le trindme admet deux racines distinctes :

—(—120) — 60 —(—120) + 60

2(6) o 2(6)
Le trinome est du signe de a = 6 > 0 a I'extérieur des racines et négatif donc a 'intérieur. On en déduit
le tableau de variations suivant :

T =

T 0 ) 15 20
signe f'(x) + ¢ - ¢ +
1000 1000

variations f

(b) Ty : y = f£(0) + £'(0)(z — 0) = 450

(c) On résout f(x) = 0. On a f(x) = z(22% — 60x + 450). Intéressons-nous au trinéme du seconde degré.
A = (—60)% — 4(2)(450) = 0 donc le trindme admet une racine double z¢ = (2(62())) = 15. Finalement
f(z) = 2z(z — 15)% ce qui nous permet d’affirmer que les points d’intersection de C; avec I'axe des
abscisses sont (0;0) et (15;0).

(d) On a les représentations graphiques suivantes :

¥
2

-33-

2. (a) Le volume d’un parallélépipede est égal & V =¥ x L x h ou ¢, L, h désignent respectivement la largeur,
la longueur et la hauteur de la “boite”. Dans notre cas, { = x, L = %(30 —2z)=15—xz et h = 30— 2x.
Ainsi,
V(r) = 2(15 — 2)(30 — 22) = 22(15 — x)? = f(x).

(b) Le volume est maximal pour z = 5 d’apres le tableau de variations précédent (le cas z = 20 est exclus
car 0 < z < 15). La valeur du volume maximal est égale & V(5) = 1000cm?.

1. Vz € R, f/(z) = 32% — 1. L’équation de la tangente & C au point d’abscisse xo est donnée par y : f(zg) +
f'(xo)(x — x0). Si zg = 0, équation recherchée est

To:y=f0)+ f(0)(x—0)=2+ (=1)(x —0) = —x + 2.
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2.

On a les graphes ci-dessous :

y
7,12563607905032:

0.751727342116702
1

- [e] 7 1 3 X

-6,33389673693362:

Il suffit pour déterminer les coordonnées du sommet S de P d’étudier les variations de f. Vx € R,
f'(x) = 22 — 3. On en déduit les variations ci-dessous :

T —00 % +00
signe f(x) - (b +
+oo 400
variations f \ /
_5
4

3 5
On en déduit que S admet pour coordonnées ( )

27 4

1
On pouvait retrouver ce résultat en se rappelant que le sommet d’une parabole admet pour abscisse la §-somme

des racines de la fonction associée. A = (—3)2 — 4(1)(1) =5 > 0 donc le trinéme admet deux racines distinctes :

—(=3)-Vv5 _3-V5 4—$+¢5:3+¢3

T = et xo =

2(1) 2 2(1) 2
o1 3 . .
Ainsi 5(:(;1 +x9) = 5 et on retrouve bien 'abscisse du sommet.
. , . , 150 150
1. Une vitesse est un rapport d’une distance au temps. Par conséquent, v = ~ St=—.
v

2 1 261
. OnaP)= {<6+V)0,9+12] ?—9y+ 6 0_

300 2 v

. 9 2610
Etudions les variations de P. Yz € R% (la vitesse est supposée strictement positive), P'(v) = 0 2
v

n

en déduit le tableau de variations suivant :

v 0 1058 +00
signe P’(v) - ¢ +
+00 +0o0

variations f \\ /

4. On déduit du tableau précédent que la vitesse ¥ du camion qui rend le prix de revient P(r) minimal est

v = 10+/58 ~ 76, 16km/h.

On sait par définition que lim M = f'(x0) ou, en remplagant = par xo + h

T—T0 Tr — X
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. xo+h) — f(x

;E%f( 0 })L f( 0)=f’(xo).
1. Vz € R, f/(x) = 2005(1 + x)?°%* ce qui implique que f/(0) = 2005.
2. L’accroissement moyen de la fonction f entre 0 et h est donné par

S(OO+h)—f(0) (14 h)2005 — 1

h h '

En utilisant le rappel précédent, on sait que

(14 h)2005 _ 1

. JO+h) = FO) _ . — £0) —
e

1. Vo € R, f/(r) = 42® — 2. L’équation demandée est alors

Ty iy = f(0)+ f/(0)(x — 0) = 1+ (~2)(z — 0) = 1 — 2a.
2. On a les courbes ci-dessous :

7,12563607908032.

-6,33389873893362-

TV (L ag) f Vi
1. e Vz e RY, f(z) = (117+\f) e _2(z+\/5)2'
onER—{—l},g’(x)zii( (1+m )( ) 1—1—:1:
2 (16 —74 _
- P08 =557 ~ 200°
e J(2)= —3—14 = —%.

4
1. Ve e R*, f'(z) =1— — - On en déduit le tableau de signes ci-dessous :
x

T —00 \f 0 ﬂ +00

signe f'(z) + 0 - T - 0 +
2. Le tableau de variations de f en découle :
x —00 V2 0 V2 +00
—3\f —2 +00 +00
variations f / \ \ /
—00 —00 3\f -2

3. Les graphiques sont donnés ci-dessous :
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1. On a Vz € R — {2},
oy e4a)(z—2)— (2P +ax+b)(1) 2*—4z—2a—b
Fa) = (x—2)? ECER)E

2. y = 8 est '"équation d’une droite (tangente) horizontale, donc de pente nulle ce qui signifie que f/(3) = 0. On
a également f(3) = 8. Cela nous amene au systéme

f3) = 8 - 94+3a+b = 8 20+b = -3 sla = 2
F13) = 0 —3-2%—-b = 0 3a+b = -1 b = -7

Par conséquent, la droite d’équation y = 8 est tangente a C au point d’abscisse x = 3 si et seulement si a = 2

et b= —T7.
On suppose a partir de maintenant que a = 2 et b = —7.
249, 7 22 (1+2_ 1 x(1+2_ 7
3. ¢ lim f(x)= lim e lim (—””2952): lim ( I ””2)— lim x = +o0,
r—+o00 r—400 r—2 T—400 T (]_ — ;) T—400 (]_ — ;) r—+00
e lim f(z)= lim x=—o0,
r——00 r——00
e lim f(z) = —o0,
T2~
li =
# T =

4. Les deux dernieres limites nous permettent d’affirmer que la droite d’équation x = 2 est une asymptote
(verticale) de C.

5. On cherche & annuler f'(zx) :

2? —dx +3
= 0&2"—42+3=0.
@—2)7 T T +
Déterminons les racines du trinéme. A = (—4)? — 4(1)(3) = 4 > 0 donc le trindme admet deux racines

distinctes :

—(-4)- V3 () + VA _
2(1) 2(1)

On retrouve bien le fait que la tangente a C en x = 3 est horizontale. Cependant il existe une autre valeur de

x en laquelle la tangente a la courbe C est horizontale, en 'occurence x = 1.

1. On remarque aisément que = = 1 et © = —3 sont des racines de P(z) donc P(z) = (v — 1)(x + 3).
2. OnaDy =Dy =R donc Vo € D, —x € D.

o f(—x)=—-2(—2)2+1=—222+1= f(x) ce qui signifie que f est paire,

o g(—7) = (—2)® = 3(—x) + 1 = —23 + 3z + 1 ce qui signifie que g n’est ni paire ni impaire.

T = =1letzy = 3.
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4. o Yz € R, f'(x) = —4x + 1. On a alors le tableau de signes suivant :

1

T —00 1 +00
signe f'(z) + -
e Vz €R, ¢'(z) =322 —3=3(2%> — 1) = 3(z — 1)(x + 1). On a alors le tableau de signes suivant :
z —00 -1 1 400
signe f’(x) + ¢ - ¢ +
5. Les tableaux de variation des fonctions f et g sont donnés ci-dessous :
x —00 400 T —00 -1 1 400

00|~ ||

—0o0

variations f / \

variations g

SN

6. On a les graphiques suivants :

7. f(x) <glx) e 222 +1<2® -3z +1o2°+222 32 >0 222 +22-3) >0 z(z — 1)(z +3) > 0.
On dresse ensuite un tableau de signes :

x —00 -3 0 1 +00
signe x — — + +
signe (z — 1) - - - +
signe (z + 3) - + + +
signe z(z —1)(x + 3) - + - +

Finalement, f(z) < g(z) < = € [-3;0] U [1; +o0].

2-3 6
1. ¢ lim f(z)= lim T osrhb
z——00 T——00 x—2
e lim f(z)= lim z=+4o0,
xr—r—00 r—r+00
e lim f(z) = —o0,
azﬁ2*

x2(1—§+ 6)

T 2

= lim x = —o0,

x (1 — 2) T——00

x

Les deux derniéres limites nous permettent d’affirmer que la droite d’équation x = 2 est une asymptote

(verticale) de C.

(22 —3)(z —2) — (22 =3z +6)(1) 22—

4 xz(x—4)

2. Vz e R—{2}, f'(x) =

suivant :

(r —2)?

= On a le tableau de signes

C(@-2? (-2

T

—00

signe f'(z)

3. On déduit du tableau de signes précédent les variations de f :
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3
variations f / \ \ /
)

4. (a) On cherche a,b,c € R tels que

c ar®> + (b—2a)x + (—2b+c) 2% —-32x+6
= b —_— = == .
fl@)=ar+b+ ——5 & f(2) ——3 ——3
Par identification, on a
a =1 a = 1
b—2a = -3 & b = -1
—2b+c = 6 c = 4
. 4
Finalement, f(z) =2z -1+ —.
T —2
(b) Comme rllffoof(x) —(x—1) = TEIEOO o 0, la droite D d’équation y = x — 1 est une asymptote

oblique a la courbe C¢ en +o00 et —oo.

(¢) On a les graphiques ci-dessous :

A

3,16694836846581 1 ///

]

— X

1. Pour prouver la dérivabilité de f en 2, on calcule

- f(2 14+2)— (542 11 2 1 1
lim f(l’) f( ) — lim (ZE ) (2 ) — lim & 2 _ 2z __ lim —— = —=.
T—2 T —2 T—2 T —2 z—=2 T — 2 r—2 -2 2 4
1
Comme la limite existe et est finie, f est dérivable en 2 et vaut f'(2) = T

2. L’équation de la tangente T a la courbe C représentant f au point d’abscisse 2 est donnée par

Tyiy=f2) + () —2) = (; +2) + (—i) (x—2) = —i:c+3.

l.e lim f(x)= lim ——4+2=2,
T——00 z——oco x + 4
e lim f(z)=2,
r—r—00
e lim f(z)=+oo,
r——4-
e lim f(z)=—oc.
r——4+
Les deux premieres limites nous permettent d’affirmer que la droite d’équation x = 2 est une asymptote
(verticale) de C. Les deux derniéres limites nous permettent d’affirmer que la droite d’équation y = —4 est
une asymptote (horizontale) de C.
3
2. Vz € R~ {4}, f'(x) = ——= > 0.
reR- (-1} £(0) = o

3. On a le tableau de variations suivant :
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4.

variations f

1.

—00 —00
On a les courbes suivantes :
. . —2
e lim f(z)= lim +3 =3,
T——00 z——oo r — 1
* IETOO f(SU) - 3’
e lim f(z) = +o0o,
rx—1—
i = —00.
» Jm, S =0
2
Ve e R— {1}, f'(z) = ——— > 0.
On a le tableau de variations suivant :
x —00 1 +o00
+00 +o00
variations f / /
—00 —00

o))

On a les courbes suivantes :

T — —

1—7—!—8 1—8—&-3
5 ) = T—5 ) =8z+3.

6,33369673693362;

S

7. Graphiquement, la courbe représentative de f est au dessus de la droite d’équation y = 1 lorsqu’approxima-
tivement, x €] — oo; 1{U]2; +o0].
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