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CORRECTION Exercices Chapitre 3 - Le logarithme et ’exponentielle.

Exercice 131

1.

e log(1270) = 3,1038 & 10~* pres par défaut,
log(127) = 2,1038 & 10~* pres par défaut,
(12,7) = 1,1038 & 10~* pres par défaut,
log(1,27) = 0,1038 & 10~* pres par défaut,
log(0,127) = —0,8962 & 10~* pres par défaut,
log(0,0127) = —1,8962 & 10~* pres par défaut.

2. On constate que log(12,7 x 10") = n + 1,1038 & 10~* prés par défaut.
3. log(12,7x10™) = log(12,7)+1log(10™) = log(12,7)+nlog(10) = log(12,7)+nx1 = n+log(12,7) = n+1,1038

4 10~* pres par défaut.

Exercice 132

1.

2.

3.

log(a?b?) = log(a?) + log(b) = 21og(a) + 3log(b),

0,3
log (b?> = log(a®) — log(b”) = 2log(a) + 3log(b),

lo avd
g C\S/B
log(a) — %log(b) —log(c) + %log(d).

Wl

) = log(av/d)—log(c¥/b) = log(a)+log(Vd) —log(c)—log(¥/b) = log(a)+log(d? ) —log(c)—log(b3) =

Exercice 133

1 1
o In(y/e) =In(e?) = 5In(e) = —3.
1 _1 1 1
o In () = ln(e ) =~ In(e) = —.
Exercice 134
1. Le domaine de définition de I’équation est donné par

[NJ GV

D:{xeR,x+1>Oet2m—3>0}:} ;—i—oo[.

1 1
Soit x € D alors log(z+1)—log(3) = log(2z—3)+1og(7) < log (x—;_) =log(7(22—3)) & x—;— =T7(2x-3)
64
Sdlr =064 = —.
x z=
1
. On rappelle que log,(z) = flgxg pour tout réel x strictement positif. Le domaine de définition de 1’équation
n(a

est donné par
5
D_{xER,Qx—5>0et3x+7>0}_]2;+oo[_

Soit x € D alors

logs (22 — 5) + logs (32 + 7) = 4log,(2) < In(2x — 5) + In(3z + 7) = 41n(2) < In((2z — 5)(3z + 7)) = In(2?)
In(62? — z — 35) = In(16) < 62> — 2 — 35 = 16 < 62> — x — 51 = 0. Déterminons les racines du trinéme.
A = (=1)% — 4(6)(—51) = 1225 = 352 > 0. Le trinome admet dux racines distinctes

(1) —35 —(-1)+35

1
56) ——6¢Detx2: 3(6) =3¢€D.

T, =
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On en déduit que I’équation admet une unique solution 3.
3. Le domaine de définition de I’équation est donné par
D={zcRaz>-7>0e¢tx+3>0}=]—3; —V7[UVT; +o0l.
Soit = € D alors In(z? — 7) = 2In(z + 3%@ In(z? =7 =In((z+3)?) 22 -7T=2+3)2?=6x+16=0<

2(3z + 8) = 0. On en déduit que x = ~3

4. Le domaine de définition de ’équation est donné par
D={zeRz+1>0etz—1>0}=|1;+00]
Soit x € D alors log(vVx 4+ 1+ log(vVx — 1) —log(5) = 0 < log(vVz + 1vz — 1) = log(5)
log((x? — 1)%) =log(5) & 2% — 1 =254 2% = 26 © = = V26 (en effet, —/26 ¢ D).

5. On rappelle que pour = > 0, si y = log;,(x) alors = 10¥. Le domaine de définition de I’équation est donné
par

—-3-13
. [U 2

D:{zeR,m2+3x—1>O}=]—oo, )

1
3+\/*3;+OO[.

In(z? + 3z — 1)
In(10)
a3z —1=e2m00 & 224 351 = M09 = 100 & 22 + 3z — 101 = 0. Déterminons les racines du
trindme. A = (3)% — 4(1)(—101) = 413 > 0. Le trinéme admet donc deux racines distinctes

—(3) —v413 3+ V413 —(3) +v413 -3+ /413
= — €Det To = = S
2(1) 2 2(1) 2

L’équation admet donc deux racines distinctes qui sont x1 et xs.

Exercice 135

1. On pose comme le précise I'indication y = 3%. Comme 9% = (32)* = (3%)2 = 4%, ona 3+ 9% =90 & y+y* =
90 = y? +y — 90 = 0. Déterminons les racines du trinome. On a A = (1) — 4(1)(—90) = 361 = 192 > 0 donc
le trindome admet deux racines distinctes

Soit = € D alors log(2? + 3z — 1) = 2 & =2 & In(2? + 3z — 1) = 21In(10)

D.

xr1 =

(-1)—19 (-1)+19
=————=—10ety = —F——=09.
Y1 2(1) et Y2 2(1)
L’équation —10 = 3” n’admet pas de solution, par contre 9 = 3% < = = 2 qui est la solution de 1’équation

initiale.
3r _ 3\ — _ In(3)

2. e =5=In(e’”) =In(5) & 3z =In(5) & r = —=.

3. Soit (E) I’équation 4e=3% — 3e~% — e® = 0. On multiplie chaque c6té de 1’égalité par e3*. L’équation (E)
s’écrit alors : 4 — 3e2* — e** = 0. On pose ensuite y = e2* et (E) se rééerit y? + 3y — 4 = 0. Déterminons les
racines du trinome. On a A = (1)2 — 4(1)(—4) = 25 = 52 > 0 donc le trinéme admet deux racines distinctes

-) =5 —B)+5 _
2(1) 21)

Y1 = :74ety2: 1.

L’équation —4 = e%* n’admet pas de solution, par contre 1 = e =0 qui est la solution de ’équation
initiale.

Exercice 136
1. 22 =512 = In(2”") = In(512) = In(2°) = 9In(2) < 22In(2) = 9In(2) < 22 = 9 & = = +3.
2. 77 = 72 = In(77 ) = In(72) & (22 +2) In(7) = 2In(7) < 22 + 2 = 2 < 2% + z — 2 = 0. Déterminons les
racines du trindme. On a A = (1)? — 4(1)(—2) = 9 = 32 > 0 donc le trindme admet deux racines distinctes
—(1)-3 —(1)+3
2(1) 2)

qui sont également les deux seules solutions de 1’équation initiale.

T = =—2et o = 1

1
3. g7 = 10000 = 10* & 1 =10""" < 10° = 10*7 < In(10*7) = In(10°) & (4 + ) In(10) = 01n(10)
d+2x=0&2=—4.
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Exercice 137

1. On suppose que z,y € R%. La premiere équation du systeme donne : log(zy) =2 < zy = 10 =100 & z =

100 100
—— . En injectant cette information dans la seconde équation, on obtient — +y = 25 < y? — 25y + 100 = 0.
Y

Déterminons les racines du trinéme. On a A = (—25)2 — 4(1)(100) = 225 = 152 > 0 donc le trinéme admet

deux racines distinctes

—(=25)—15 —(23)+15
2(1) 2(1) ’

Finalement, le systéeme admet deux couples solutions qui sont (5;20) et (20;5).

Y1 = =5et ys =

T
2. On procede comme précédemment. On suppose que z,y € R’} . La premiere équation donne : In (> =1&

= el = & 2 = ye. En injectant cette information dans la seconde équation, on obtient y%e = e < y? =

e R

< y = 1. La valeur y = —1 étant a proscrire, le systeme admet finalement un unique couiple solution
e, 1

~—

Exercice 138 | Partie A.

1. Vz € R, W/ (z) = € + ze” = (1 + z)e”. On en déduit le tableau de variations ci-dessous :

x —00 -1 +o00
signe h'(x) - ¢ +
1 +00
variations h \ /
—141

1 1
On sait que e > 1 donc — < 1< —— + 1 > 0, ce qui permet d’affirmer que h(z) > 0 pour tout « € R.
e e

2. (a) o lim g(z)= lim z+2-—e" = —o0,
T——00 T——00

e lim g(z)= lim 42— =—o0.
r—+00 Tr—+00

(b) Yz € R, ¢’(x) =1 — €®. On en déduit le tableau de variations suivant :

x —00 153 « 400

0
signe g(z) + + ¢ - —
1

TN

variations g /0 O\
—00 —00
(c) e g est croissante sur | — oo;0[ avec lim g(x) = —oo et g(0) = 1, ce qui implique nécessairement,
Tr——00

puisque g est continue, qu'il existe § < 0 tel que g(8) =0,

e g est décroissante sur |0; +o00 avec g(0) = 1 et lirf g(x) = —o0, ce qui implique nécessairement qu’il

Tr—r+00

existe o > 0 tel que g(a) =0,

e on a g(1,14) = 0,013 et ¢g(1,15) = —0,008. Comme g est strictement décroissante sur |0; +o00[, on a
bien prouvé que 1,14 < o < 1, 15.

(d) On déduit du tableau précédent que g(x) > 0 < z €]8;af et g(z) < 0 < z €] — o0; B[U]av; +0].
Partie B.

e’ —1
1. ¢ lim f(z)= lim = lim (e — 1) = —1. La courbe représentative de f admet une asymptote
T——o00 T——00 h(x) T——00
horizontale d’équation y = —1.
: e’ (1 — &) : s
e lim f(z)= ————5— = lim — = 0. La courbe représentative de f admet une asymptote
T—+00 z— 400 xel’(]_ + 73261) z—+00 T

horizontale d’équation y = 0.

T 1) (we® +1) — (e® — 1)(we® — 1) 2e®® + €% — e2¥ + &% — 1e?® + ge”
2. vz e R, f'(z) = (e =
(a) Va J@) (xe® +1)2 (xe® +1)2

24z —e")  e"g(x)

(ze® 4 1)2 (xer +1)2°
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(b) e® et (xe® 4 1)? étant positifs pour tout » € R, le signe de f’(x) est donné par celui de g(z). On a donc
le tableau de variations suivant :

x —00 8 e 400
signe f'(x) — ¢ + ¢ —
-1 fla)
variations f \ / \
f(8) 0
3. (a) g sannule en o done g(a) = a+2 —e* =0 < e* = o + 2. D’apres la définition de f,
e —1 (a+2)—-1 a+1 a+1 1
fla)= St = _— _ e+l 1
ae®+1  ala+2)+1 a?+2a+1 (a+1) a+1

1 1
(b) Lld<a<l, b2 ld<a+1<2,15< <

0,46 0,47.
515 “ar1 “o1g 700 <fla) <0,

4. T :y=f(0)+ f'(0)(z —0) =0+ 1(x — 0) = x.

5. (a) f()—o = e’ —1 e et —1—a2%® —x _ (x+1)(-1—(z—1)e") _ (x—i—l)u(a:)
ze® + 1 ze®r +1 ze® + 1 ze®r +1
(b) Vx € R, u/(z) = €® — €* — xe® = —ze®. On en déduit le tableau de variations qui suit :
x —00 0 +00
signe u/(x) + q) -
0
variations u / \
-1 —00

On déduit de ce tableau que pour tout = € R, u(z) < 0.

(c) On dresse un tableau de signes :

x —00 -1 0 400
signe (z + 1) - + +
signe u(x) - - —
signe ze® + 1 = h(x) + + +
signe f(z) —x + - -

On déduit du tableau que la courbe C est au dessus de la tangente T (f(z) > x) si et seulement si
x €] — o0; —1[. La tangente T est au dessus de la courbe C si et seulement si x €] — 1; +o0].

6. On a les courbes suivantes :
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Exercice 139| Partie A.

1. (a) f est dérivable sur R en tant que produit de fonctions dérivables sur R. En effet, x — z et x +— e
des fonctions dérivables pour tout x € R. Vz € R, f'(z) = e @ —ze ™ = (1 — x)e™*.
On déduit de cette dérivée le tableau qui suit :

~* sont

T —00 1 +00
signe f’(x) + ¢ -
1
variations f / \
—00 0
(b) o lim_f(@) = o,
(¢) Voir tableau.
2. (a) On déduit du tableau précédent les variations de la fonction f(z) = f(z) + =
x —00 o 1 400
signe f'(x) + + ¢ -
Pt
variations f /0 \
e 1

~ . 1
Comme la courbe représentative de f ne coupe 'axe des abscisses qu’une seule fois (f(x) = f(z)+ 5= 0),
1
on a bien prouvé que I'équation f(z) = —3 admet une unique solution qu’on notera .
1 1
On a f(-0,35) ~ —0,497 > ) et f(—0,36) ~ —0,516 < —3 donc —0,36 < a < —0, 35.

(b) On déduit toujours du méme tableau les variations de la fonction f(ﬂc) = f(z)+1:

x —00 8 1 400
signe f'(x) + + q) -
1+1
variations f O/ \
s — 1

Comme la courbe représentative de f ne coupe I'axe des abscisses qu’une seule fois (f(z) = f(x)+1=0),
on a bien prouvé que I’équation f(z) = —1 admet une unique solution qu’on notera S.
On a f(—0,56) ~ —0,980 > —1 et f(—0,57) ~ —1,008 < —1 donc —0,57 < a < —0, 56.

Partie B.

1. g est dérivable sur R en tant que somme et produit de fonctions dérivables sur R. Vx € R,

g'(x) = (f(2) + [f(@)]2) = f'(2) + 2 (x) f(x) = ['(x)[1 + 2f (2)].
On a déja le signe de f/(z). Ensuite,
1+2f(z) >0 (resp. <0) & f(z) > 7% (resp. < f%) & f(z) >0 (resp. < 0) & x> a (resp. < ).
On en déduit le tableau de variations suivant :

T —00 o 1 400
signe f'(z) + +
signe [1 + 2f(z)] - + +
signe ¢'(x) - +

variations g \ / ‘ \
(

+
8
o =
+
mm"—‘
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2. ¢ lim f(z) = +oo,

T—r—00

2 2
4. (a) Vo eR, g(z) —2 = f(2) + [f(@)]? —x = 2e ™ + 2% — 1 = e *[1l + we~ % — €”].

(b) e Montrons I'inégalité de gauche : 1+ze™* < l+zx o ze * <z < x(e®—1)<0.Siz>0,e*—-1<0
etsiz <0,e *—1 >0, ce qui permet d’affirmer qu’on a pour tout € R, x(e~* —1) < 0. La premiére
inégalité est démontrée.

e Montrons l'inégalité de droite : on étudie le signe de la fonction k(z) = e*—z—1. Vo € R, k’'(z) = e —1.
On a donc le tableau de variations suivant :

2
3. Voir tableau. On sait que f(«a) = —% donc g(a) = fla) — (f(a))? = 1 + (—1> _ 1

x —00 0 +00
signe k'(z) - ¢ +

“+00 “+00
variations k \ /
0

On déduit de ce tableau que k(x) > 0 pour tout = € R ce qui démontre I'inégalité.

(c) Déterminons I’équation de la tangente & I' (courbe représentative de la fonction g) en x =0 :
T:y=9(0)+4¢0)(z—0)=0+1(z—0) = =.
On étudie ensuite le signe de g(z) —z = ze *[1 +ze~* —e®]. Comme 1 +xe™? < e @ 1+xe " —e” <0
pour tout € R. On sait de plus que, Vz € R, e7® > 0 donc, finalement, le signe de g(z) — 2 dépend
uniquement de celui de —x. Ainsi, pour z €] — 00;0], g(x) —z > 0 & g(z) > z et pour z € [0;+o0],
g(z) < x. Cela nous permet d’affirmer que sur | — 00;0], I est au dessus de T et sur [0; +o00[, I est en
dessous de T'.

5. On a les courbes suivantes :

e

g(z)=0& f(x)[1+ f(x)] =0« f(z) =0 ou f(z) = —1. D’apres la partie A, les points d’intersection de I’
avec 'axe Oz ont pour abscisses 0 et 5. Ces abscisses sont donc les seules racines de g(z).
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