LICENCE 2 SEG Pole Lamartine - ULCO
MATHEMATIQUES 2 Novembre 2012 - Controle Continu, Semestre 1, Session 1

Durée de I’épreuve : 2h00 Documents interdits.

(Les six exercices sont indépendants. Un soin tout particulier sera apporté a la rédaction des réponses)

Exercice 1| Correction :

1. (a) La matrice A des coefficients techniques est donnée par :

0,3 0,3 0,3

A=10,4 0,1 0,4

0,3 0,4 0,2

(b) Le vecteur c de la demande extérieure est donné par :
50000
c= [ 75000
125000

(c) L’équilibre de cette économie peut étre traduit par ’égalité matricielle :

0,3 0,3 0,3 ¢ 50000 ¢
0,4 0,1 0,4 g |+ 7000 | =g | ©Ag+c=qsqg—Ag=c.
0,3 0,4 0,2 q3 125000 q3

0,7 —0,3 —0,3\ /¢

2. Le systéme de Leontief (I — A)q = ¢ correspondant est donné par | —0,4 0,9 —0,4 g | =
-0,3 —-0,4 0,8 q2

50000
75000
125000
a1 791985
3. La solution du systéme précédent est donnée par | q2 | ~ Zégggz . On obtient cette solution par
q2

0,7 -0,3 —-0,3
exemple avec les formules de Cramer : on a det(4) = |—0,4 0,9 —0,4| =0,1310 et
-0,3 -0,4 0,8

50000 —0,3 —0,3
75000 0,9 0,4
125000 —0,4 0,8 1,0375 x 10°

e g = Al = 0.1310 ~ 791985,
0,7 50000 —0,3
—0,4 75000 —0,4
—0,3 125000 0,8 1,0725 x 10°

o gy = a =~ ~ 818702,
0,7 —0,3 50000
—0,4 0,9 75000
-0,3 —0,4 125000 1,13 x 10°

o 3= = 20X T 862595,

|A| 0,1310
0,5pt | Le niveau de production de chacun des 3 secteurs pour satisfaire les demandes est alors
791985 unités de Sy

818702 unités de Sy .
862595 unités de S3

Exercice 2| Correction :

On rappelle que le rang d’une matrice quelconque A est égal au plus grand entier s tel que I'on puisse extraire de
A une matrice carrée d’ordre s inversible, c¢’est-a-dire de déterminant non nul.

1. A étant de taille 4 x 3, on a rg(A) < 3. Déterminons si le rang de A est égal & 3. On a
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2 -3 -4 2 -3 -4 2 -3 -4 3 1 5
3 1 5|1=13 1 5|1=1|3 1 5|=|-1 0 —-1/=0,
-1 0 -1 0 2 4 -1 0 1 0 2 4

. . 2 - L .
donc rg(A) < 3. Ensuite, on remarque aisément que (3 13) est une matrice inversible donc rg(A) = 2.

2. A est encore ici de taille 4 x 3 donc on a rg(A) < 3. Déterminons si le rang de A est égal a 3.

0 1 =2 0 1 =2 0 1 =2 1 -1 7
1 -1 7|=1 -1 7|=|-2 0 —-10|=|-2 0 —10|=0,
-2 0 -10 1 3 -1 1 3 -1 1 3 -1

donc rg(A) < 3. On remarque ensuite que ((1) _11> est une matrice inversible donc rg(A) = 2.

—11 ; ? —11 2 1
3. Comme 9 1 3 o= 0, rg(4) < 4. Mais on remarque que 11 8 21 = —10 # 0, on a
0 -1 0 -1 B B

rg(A) = 3.

Exercice 3| Correction :

1. Aestuns.e.v. Vu,v e A,VAER u+veAet Aue A)

2. B n’est pas un s.e.v. ((0,0,0) ¢ B.)

3. Cest un s.e.v. (Vu,v € C,VAeR, u+veCetluecC.)

4. D n’est pas un s.e.v. ((0,0,0) ¢ D.)
5. E n’est pas un s.e.v. ((0,0,0) ¢ E.)

6. Fest un s.e.v. (Vu,v € F,VAER, u+v€E Fet AueF.)

Exercice 4| Correction :

-3 1 1 10 0 —344(1) 1+4(0) 1+4(0) 111
L[05pt|A+dl; = [ 1 =3 1 |+4{0 1 0] =] 1+40) -3+4(1) 1+4(0) |=|1 1 1|=
1 1 -3 0 0 1 1+4(0)  144(0) —3+4(1) 11 1
11 1\ /1 11 3 3 3 111
2.32:111111:333:3111:33.
111/ \1 11 3 3 3 111
3. 32 =3B (A+413)? = 3(A+413) & A x A+ A x (43) + (413) x A+ (413) x (413) = 3A 4+ 12I5 &

1

4. On sait qu’une matrice carrée A € M3(R) est inversible s’il existe une matrice C € M3(R) telle que

A2+8A+1613—3A+1213<:>A2+5A—413@14{

1
A x C = I3, C étant dans ce cas l'inverse de A. D’aprés la question précédente, si on pose C' = _Z(A +513),

1
on a A x C =I5 ce qui prouve que A est inversible et que A~! = C = —Z(A + 513) soit

Lf(-3 11 100 L2011 ~1/2 —1/4 -1/4
A= 1 3 1)45{0 o) f=—0|1 2 1) =|-1/4 ~1/2 -1/4),
1 1 -3 00 1 11 2 —1/4 —1/4 -1)2

ce qui prouve que, grace a des relations matricielles spécifiques, il est possible de déterminer I'inverse d’une
matrice sans le calculer.

Exercice 5| Correction :

2e0+y = 1 y=1-2z r=7
L { Br+Ty = -2 ‘i’{ B¢ +7(1 - 22) = —2 Q’{ y=—1
2e+y = 1 (L) 204+y = 1 (Ly) + L(L1) — & (La) r==2
2.1 2 22 11
{ 3x+T7y = =2 (La)+« 2(L2)—3(L1) < 1y = -7 (L2)+ (L2) < y=—1



> < 12> & AX = B. Si A est inversible, X = A~!'B. On trouve facilement
- 7 -1 7 -1\ (1 2
e Der=a (G D))

3 -2
_ _9 . _
4. r [A] i Y A] i1

Exercice 6| Correction :

1. e En appelant x la distance de plat, y la distance en montée dans le sens Issy vers Labat et z la distance
en descente toujours dans le méme sens, on obtient le systéme de deux équations & trois inconnues suivant :

—

T Y z
44 =2 (L

() 20 715 " 30 (L)
T y Z

donc pas assez d’équations pour déterminer x, y et z. Mlals fort heureusement, pour cette question spécifique,
on ne cherche pas z, y et z mais simplement x + y + z. Il suffit donc de résoudre le systéme par exemple

en fonction de z, c’est-a-dire exprimer z et y en fonction de z (traiter z comme un paramétre). Puis on
ajoute z, y et z. On a

x Ty oz
05ty = 2 (L)« (L) x60 {3x+4y—|—2z — 120 (Ly)
T Y Z _ Ang
3r+4y+22z = 120 (L1) + (L1) +2(L2) ol = -2z + 80
—2y+2z = 60 (L2) y = 2z-30

Finalement, x + y 4+ z = (=22 + 80) + (2 — 30) + z = 50, donc la distance d’Issy a Labat est de 50km.

. d0,51()it Eta.rllis donné que le cycliste met plus de temps au retour qu’a l’aller, la ville d’'Issy est la plus haute
es deux villes.

2. | 1,5pt | On a une équation supplémentaire, le systéme (S) s’écrit maintenant

x=-2z+80 r=-22+80 (L1)

y—z—SO o) y=2-30 (L)

(5+m+5)+ Gt ti) = 2 2oy e MLy 190 % (L)
totw) (@) T3t a0 fa 3 O 3
x——2z—|—80 (Ly) r=-—2z+80 x =10

& y=2-30 (L2) & y=2-30 = y=5

3/3



