LICENCE 2 SEG Pole Lamartine - ULCO

MATHEMATIQUES 2 Novembre 2010 - Controle Continu, Semestre 1
Durée de I’épreuve : 2h00 Documents interdits

(Les quatre exercices sont indépendants. Un soin tout particulier sera apporté a la rédaction des réponses)

(3 points)

On considere ’ensemble suivant : £ = {(z,y,2) € R3, z +y+ 2z = 0}.
1. Montrer que F est un espace vectoriel.
2. Déterminer la dimension de F.
3. Donner une base de E.

Correction :

1. E est un sous-ensemble de R3. Montrons que E est un sous-espace vectoriel (s.e.v.) de R3. On doit
prouver pour cela que :

e |0,5pt | E est non vide : (0,0,0) € E donc E est non vide.

. YA\ pu € R, Vu,v € E, \u+ pv € E : on pose u = (x1,y1,21) et v = (2,2, 22), alors
Au+ pv = Nz1,y1, 21) + (2, Y2, 22) = (Ax1 + pxe, Ay + py2, Az1 + pzo). On remarque que
(Ax1 4 pxa) + (Ay1 + py2) + (Az1 + pze) = Mo +y1 + 21) + p(ze + y2 + 22) = 0 car u,v € E (et
donc 21 + y1 + 21 = 22 + y2 + 22 = 0). Par conséquent, A\u + uv € E.

Conclusion, E est un s.e.v. de R3, c’est donc un espace vectoriel.

2. Onaz+y+z2z=0« 2 =—-y—z donc (v,y,2) € F & (v,y,2) = (—y — 2,y,2) =
(—=y,4,0) + (—=2,0,2) = y(—1,1,0) + 2(—1,0,1). On en déduit que dim(E) = 2.
-1 -1

3. Une base de E est donnée par 11,10

0 1
(5 points)
Soient les vecteurs :
2 0 3 -1
1 |1 10 |3
1 0 -2 1

1. Vérifier que la famille By = {e1, e, e3,e4} est une famille libre et génératrice de R%.

2. La famille By = {ey, €2, e4} peut-elle former une base R*? De R3 ?

3. La famille B3 = {e1, €2, €3, €4, €1 + €2 + €3 + e4} peut-elle fomer une base de R*? De R? ?
Correction :

1. |0,5pt| On a dim(By) = 4 = dim(R?).
0,5pt | Donc, pour montrer que B; est une famille libre et génératrice (et donc une base de R*), il

suffit de montrer que B; est soit libre soit génératrice.
1,5pt | Montrons que B est libre. On suppose qu’il existe a, b, c,d € R tels que

aey + beg + cez +deg =0 (1)

(on présume de I'existence d’une combinaison linéaire entre les 4 vecteurs de B; et on va démontrer
qu’une telle combinaison ne peut s’expliquer que parce que a = b = ¢ = d = 0; ainsi, la combinaison
linéaire entre ces vecteurs n’existe pas et donc, les vecteurs sont bien linéairement indépendants).

1/3



0 2a +3¢ —d = 0 (L)
1 1 0 3| o a  +b +3d = 0 (L)
Meal [+l ol el 2| F4 s | T o] € = —26 —2¢ +3d = 0 (Ly)
1 0 —2 1 0 a —2¢ +d = 0 (L)
2a +3¢ —d = 0 (L1) 2a +3¢ —-d = 0 (Li1)
- 26 =3¢ +7d = 0 (L) <2(La)—(L) % -3¢ +7d = 0 (L)
—4b  —c +5d = 0 (Ls) < 2(Ls)+ (L1) —7c +19d = 0 (Ls) — (Ls) +2(L2)
—Tc +3d = 0 (La) < 2(Ls)— (L1) ~7c +3d = 0 (Ls)— (La)
2a +3¢ —d = 0 (L) a = 0
2% -3¢ +7d = 0 (L) b = 0
< ~7c +19d = 0 (Ls) “Y e = 0
—16d = 0 (L4) <« (La)— (La) d = 0

0,5pt | Conclusion, la famille By est libre, c’est donc une base de R%. La famille B est, de fait, génératrice.

2.0 B n'est pas une famille génératrice car (dim(Bs = 3) < (dim(R*) = 4)). Ca n’est donc
pas une base de R%.

e |0,5pt | By ne peut étre une base de R? car les vecteurs de By sont des vecteurs de taille 4.

3. o |0,5pt | B3 n’est pas une famille libre car e; + eg 4 e3 + e4 n’est pas linéairement indépendant de
e1,e2,e3,e4. Ca n'est donc pas une base de R%.

e |0,5pt | B3 ne peut étre une base de R® car les vecteurs de Bs sont des vecteurs de taille 4.

(5 points)

On définit 'application f: R x R — R par f(z,y) =z +y.
1. Montrer que f est une application linéaire.
2. Déterminer le noyau et I'image de f.
3. Le théoreme du rang est-il vérifié ?

Correction :

1. Soient u,v € R x R et A\, u € R. Montrons que f(Au+ pv) = Af(u) + pf(v).
On pose u = (z1,y1) et v = (x2,y2) et on obtient :

FOu+pv) = fAx1 + pxe, Ayr + py2) = Az + pxa) + (Ayr + py2) = (Azr + Ayr) + Az + py2)

= Mz1+y1) + p(@e +y2) = A (21, 91) + 1f (22, y2) = Af(w) + pf (v).
donc f est une application linéaire (c’est-a-dire un homomorphisme).

2. 0 On rappelle que Ker(f) = {u € R?, f(u) = 0}. Soit u = (x1,y1) € Ker(f) alors

Par conséquent u = (z1,y1) € Ker(f) < u = (—y1,y1) = y1(-1,1). Ainsi, Ker(f) =< <_1> ~

1
. On rappelle que Im(f) = {f(u),u € R?}. Soit u = (w1,y1) € Im(f) alors

f(u) = f(x1,91) = 21 +y1 = (w1 +y1)(1).
Par conséquent, Im(f) =< (1) >.

3. On a bien (dim(R x R) = 2) = (dim(Im(f)) = 1) + (dim(Ker(f)) = 1).
(7 points)
Soit f I’endomorphisme de R3 donné par

flx,y,2z) = (bx + Ty + 14z, 7z + 6y + 12z, 2z + 4y + 8z2).

1. (a) Résoudre le systeme linéaire

ox + Ty + 14z 0
(S) Tx+6y+12z = 0 .
20 +4y+82 = 0
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(
2. (a
(b)

Calculer f(1,1,1) en utilisant uniquement la matrice précédente.

Correction :

1. (a)

()

(b)

Résolvons le systeme (S) :

S5x +Ty +14z = 0 (Li1) 52 +T7y +1ldz = 0 (L)
)= Tr 46y +12: = 0 (L) < 19y —382 = 0 (L)« 5(L2)—7(L1)
2 +4y +8z = 0 (Ls) 6y +12z = 0 (Ls)« 5(L3)—2(L1)

(L)
—19y —38z (L2

Sr 4Ty +14z
4
0

0
0
0

(L3) « 19(L3) + 6(L2)

L’intérét de résoudre (S) est multiple. Il permet de déterminer Ker(f) mais également
dim(Ker(f)), dim(Im(f)) et Im(f).

Etant donné que (S) < f(z,y,z) = 0, résoudre (S) nous permet de déterminer le
noyau de f. On a (L) = y = —2z puis (L1) = = = 0. Donc, si u = (z,y,2) € Ker(f),
u=(0,—-22,2) = 2(0,-2,1). Comme Ker(f)# {0}, f n’est pas injective.

Comme on dénombre une seule équation de compatibilité («0 = 0»), on a dim(Im(f)) =
3—1=2.

0,5pt | On en déduit que I’application linéaire n’est pas surjective car Im(f) # R3.

0,5pt | Finalement, f n’est pas bijective (ca n’est pas un automorphisme de R3, seulement un

endomorphisme).
0
. Une base de Ker(f) est donnée par —2
1
5 7
° Une base de Im(f) est donnée - par exemple - par 71,16 . On a isolé pour
2 4

cela z et y en fonction de z dans (L;) et (Lo).

Il suffit de calculer les images par f des vecteurs de la base canonique de R? (il faut
au moins 3 vecteurs pour engendrer R?. Comme f(1,0,0) = (5,7,2), £(0,1,0) = (7,6,4) et
£(0,0,1) = (14,12, 8), on en déduit la matrice de f dans la base canonique de R3. :

5 7 14

My=1|7 6 12

2 4 8
1 5 7 14\ /1 26
f(1,1,1):Mf 1l=17 6 12 1) 25
1 2 4 8) \1 14
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