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Durée de I’épreuve : 2h00 Aucun document autorisé. Calculatrice autorisée

Correction :

1. | 1pt | Une entreprise notée B la premiere année et passant a la note C au bout de 2 ans peut le faire
de plusieurs manieres :

e B 229 A% C, ce qui est le cas de 0,02 x 0,02 = 0,0004 = 0,04% d’entreprises,
e B 93% B 5;7? C, ce qui est le cas de 0,93 x 0,05 = 0,0465 = 4,65% d’entreprises,
o B ‘175 C 9% C, ce qui est le cas de 0,05 x 0,90 = 0,0450 = 4,50% d’entreprises,

e B (Yf D % C, ce qui est le cas de 0 x 0 = 0 = 0% d’entreprises.

Il y a par conséquent 0,04 + 4,65+ 4,50 +0 = 9, 19% d’entreprises notées A la premiere année qui
passent & la note C apres 2 ans.

0,02
. ) L1 : . 0,93
On remarque que ce résultat s’obtient en réalisant le produit scalaire des vecteurs 0.05
0
0,02
. . 0,05 .
(la ligne B de la matrice) et 0.90 (la colonne C de la matrice).
0

2. Comme on I'a remarqué dans la question précédente, multiplier la matrice par elle méme
donne les pourcentages de passage d’une note a l'autre sur 2 ans. On obtient apres calculs

0,95 0,03 0,02 0 \° 0,95 0,03 002 0O 0,95 0,03]0,02| 0
0,02 0,93 0,06 0 | |/ 002 093 005 0 0,02 0,93005| 0
0,01 0,06 0,90 0,03 001 006 090 003 0,01 0,06 | 0,90 | 0,03
0O 0 0 1 0 0o . 0 0 0 1

0,9033 0,0576 0,0385 0,0006

[ 0,0381 0,8685 [0,0919] 0,0015

0,0197 0,1101 0,8132 0,0570
0 0 0 1

On a encadré les valeurs utilisées dans la question 1.

Correction :

On écrit le bilan des consommations de blé, de charbon et de fer :
- Blé:
Production totale (B)= Consommation finale + le blé utilisé pour produire B unités de blé + le
blé utilisé pour produire C unités de charbon + le blé utilisé pour produire F unités de fer.
— Charbon :
Production totale (C)= Consommation finale + le charbon utilisé pour produire B unités de blé +
le charbon utilisé pour produire C unités de charbon + le charbon utilisé pour produire F unités
de fer.
— Fer :
Production totale (F)= Consommation finale + le fer utilisé pour produire B unités de blé + le fer
utilisé pour produire C unités de charbon + le fer utilisé pour produire F unités de fer.
On traduit ces informations a ’aide du systeme d’équations suivant :
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B =200 B = 200 B = 200
C=20+0,1B+0,2C +0,4F < { C=40+0,2C+0,4F < <{ 0,8C —0,4F = 40
F=5+0,2B+0,3C +0,2F F =45+40,3C 4 0,4F —0,3C +0,6F = 45

On trouve apres résolution B = 200, C' = 1250 p — 1200

13 13
Cornetion

8
1. 10,5pt | On vérifie facilement que * = | —5 | est une solution du systeme Az = b. Cependant, on
0

n’a pas forcément trouvé toutes les solutions du systeme.

2. |1,5pt|On a
-1 -2 3 T —x1 — 229+ 323 =0 (Ll)

0
Ar =0< 2 3 -5 ol =10 & 2x1 4+ 319 — dxg =0 (LQ) .
1 1 -2 T3 0 T+ x9 — 223 =0 (Lg)

On remarque que (La) < (L2) 4+ 2(L1) et (L3) < (Lg) + (L2) donnent deux fois la méme équation,
a savoir x9 = x3. En reportant dans (L), on trouve z1 = x3, donc (z1,z2,x3) = (3,x3,73) =
x3(1,1,1) avec x3 € R. En posant A = x3, on retrouve les solutions annoncées Sp.
Un systeme homogene admettant une infinité de solutions implique nécessairement une matrice
associée non-inversible. Donc, d’apres le résultat précédent, A est non-inversible.

3. OnaA(x—az*):Aaz—Aﬁ*:b—b:O

4. D’apres les questions 2. et 3., si z est une solution de Az = b, alors y = x—z* est un élément de
So. Donc & = *+y est une solution du systéme Ax = b, ce qui permet d’affirmer que ’ensemble des

8 1
solutions du systeme Ax = b s’écrit S = 5] +A|1],XeR ;. Réciproquement, si x = x*+y
0 1

avec y € Sp, on a bien Ax = b.

Correction :

1. E = R3 est un espace vectoriel si et seulement si E est muni d’une addition interne et d’une
multiplication externe vérifiant les 8 assertions suivantes :

— Addition interne : ExE — B
(v,w) = v+w

1. Associativité : Vu,v,w € E, u+ (v+w) = (u +v) + w.
2. Elément neutre : JeeF,YweFE, v+e=e+v=n.
3. Opposé : Yo e E,' € E,v+v =1 +v=ce.
4. Commutativité : Vo,w € E, v+ w = w + v.
RxFE — FE
(A\v) = Ao
5. Associativité : VA, u € R, Vo € E , A(uv) = (Ap)v.
6. Elément neutre : Vv € F, 1v = v.
7. Distributivité (1) : VA, p € R, Vo € E, (A + p)v = Av + pv.
8. Distributivité (2) : VA € R, Vo, w € E, A(v + w) = Av + Aw.
En utilisant les propriétés sur les vecteurs vues au Chapitre 1 ainsi que I’élément neutre e = 0, il
est tres simple de vérifier les propriétés ci-dessus. Conclusion, R? est bien un espace vectoriel.

2. [0,5pt | Etant donné que 0 = (0,0,0) ne vérifie pas I’équation du plan (0 + 0+ 0 # 1), le plan
d’équation cartésienne x + y + z = 1 ne peut pas étre un espace vectoriel.
3. Déterminons Py N P,. Pour cela, il suffit de résoudre le systeme

— Multiplication externe : {
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{a:+y+z:0 (Ly) o

r+y+z=0 x:—%y
r—2y+32=0 (L2)<—(L2)—(L1 ’

—3y+22=0 z:%y

)
Ainsi PN P = {(z,y,2) = (3y,y,3y) = y(—=2,1,2),y € R} (Vintersection de deux plans dans

I’espace est une droite dirigée par exemple par (—g, 1, %))
T X9
1,5pt | Montrons que P; N Py est un sev de R3. Soient @ = |y1 | ,d2 = |y2 | € PL N Py et
21 22
_5 _5
2 2
A, M ER. Onaalorsu; =y | 1 |etuo=yo[ 1 | et
3 3
2 2
_3 _5
2 2
AU + Agtip = (>\1y1 + )\23/2) 1 = A 1 e PLNP.
3 3
2 2

Ceci prouve donc que P; N P, est un sous-espace vectoriel de F = R3.

Correction :

1. | 1,5pt | Soit v = (z,y, 2,t) € R*. On a v €< vy, v2,v3 > si et seulement si il existe A1, A2, A3 tels que

T -1 1 0 T=—=A+ X
o yl 2 0 -4 y:2)\1—4)\3
V= A1 + Aovg + A3v3 & . =\ _3 + Ao 9 + A3 _3 = 2= -3\ 42X\ — 3)g
t 1 1 2 t= A1+ A2+ 2A3

Apres quelques combinaisons linéaires de lignes, on peut montrer que

A= i(—2z4y+2t)
Ao = ¢(da +y+2t)
A3 =t(—z—y+t)
z = +(17x + 2y — 5t)

V= A1 + AU + A\3v3 &

(a) Soit v = (0,0,—5,6). Comme —5 = £(17(0) + 2(0) — 5(6)), v €< v1,v2,v3 > et plus
précisément, v = 2v1 + 2vo + v3.
(b) Soit v = (0, —2,—4,0). Comme —4 # %(—0 —(=2)+0), v ¢< vy, v9,v3 >.
(c) Soit v = (0, —8,—6,4). Comme —6 = (17(0) +2(—8) —5(4)), v €< v1,v2,v3 > et plus
précisément, v = 2vs3.
2. Soit v = (—1,2, —8,t). Pour que v €< vy, v9,v3 >, il faut imposer que z = %(17:1:—1—23/—575) &
—8 = 1(17(—1) +2(2) — 5t) < t = 7. Dans ce cas, v = 3v; + 2v2 + v3.

1 -1 1 0 1

3. Considérons par exemple vg = 0 . On a alors det(v] vo v3 v4) = 2.0 —40 =—-34#
0 -3 2 -3 0
0 1 1 2 0

Si on revient maintenant a la question 1, (0,0, —5,6) et (0, —8, —6,4) s’écrivent comme précédemment.
Par contre, (0, —2, —4,0) peut maintenant s’écrire sous la forme suivante :

1
(0,—-2,—-4,0) = ﬁ(vl — 19v2 + vz + 20v4).
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