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Documents interdits.

(Les deux exercices sont indépendants. Un soin tout particulier sera apporté a la rédaction des réponses)
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On en déduit que la matrice de f relativement a la base B est A = 8 2 2 8 52 .
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2. (a) On sait que Ker(f) ={M € Ma(R), f(M) =0}. On a
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Donc Ker(f) = Vect(E1 — E4, B9 — E3) et dim(Ker(f)) = 2.
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On en déduit que
Im(f)="Vect(I,J).
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4. e Supposons que f(M) = M. Alors I+ J =M ce qui implique que M € Vect(I,J) = Im(f).
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e Soit maintenant M € Vect(I,j) = Im(f). Il existe donc «, 8 € R tels que M = ol + J = (a g) Or

B
f(M) = a;au @J = al + f.J donc f(M) = M.
5. Soit la famille C' = (Ey — Ey, Eo — E3, 1,.J).

(a) C est de dimension 4. Pour démontrer que C est une base, il suffit de montrer que C' est une famille
libre ou génératrice. Montrons que C est libre. Soient oy, ag, ag, gy € R tels que aq (Fy — Ey) + ao(Es —
E3)+053[+OZ4J=0. Comme [ = Fy + FEjset J=FEy+ F3,0n a

Oél(El — E4) —+ a2(E2 — Eg) —+ ag(El + E4) —+ 044(E2 —+ Eg) = 0
< (a1 +a3)Er 4 (e +ag)Ey + (g — ag)Es + (s — aq)

a14+ag = 0 a; =0
N as+ay = 0 N as =10
g — Qg = 0 0320
a3 — 1 = 0 Oé4:0

ce qui prouve que la famille C est libre. Finalement, C' est une base de M2 (R).

(b) Comme
o f(E1—Ey) = f(E1) — f(Es) = %E1 + %E;; - (%E1 + %sz) =
o f(E1— E4) = f(E2) — f(E3) = 5E> + 5E3 — (552 + 5 E3)
o f(I)=1I d’aprés 4.,
e f(J)=J dapres 4.,
la matrice D de f relativement a la base C' est donnée par D = diag(0,0, 1,1).

0,
0,

(¢) On cherche a1, oz, as, a4 € R tels que

3 7
M = <_3 9> = Oél(Eg — E4) +012(E2 — Eg) +043I+044J.

On sait que f(M) = azl + ayJ = <6 2), ceci implique que a3z = 6 et ay = 2. Ensuite,

2 6
3 7 6 2 -3 5
M IOD =B B ea(Be = By = (—3 9) - (2 6) B <—5 3)
ce qui induit que a; = —3 et as = 5. Finalement,

M = —3(E1 — E4) + 5(E2 — E3) + 61 + 2J.

Exercice 2

1. On a le diagramme suivant :

¢

2. On a f{18,19,20,21,22,23,24} — {1,2,3,4,5,6} et Im(f) = {1,2,5,6}. Im(f) correspond en fait aux
chaines effectivement visionnées par la personne, c’est-a-dire la premiére, la deuxiéme, la cinquiéme et la
sixiéme chaines.

3. e f71(1) = {18,20,21},
o f71(2) = {19,22},
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F14) = 0.

Ces ensembles correspondent dans la réalité aux jours auxquels ont été visionnées respectivement la premiére,
la deuxiéme et la quatriéme chaines.

La fonction f n’est pas surjective car il n’existe pas d’antécédent pour chacune des images de f (par
exemple, f~1(4) = 0).

Le résultat peut étre interprété de la maniére suivante : toutes les chaines n’ont pas été regardées durant
la semaine du 18 au 24 septembre.

Il est effectivement possible en faisant un autre choix de chaines chaque jour d’avoir une fonction surjective.
Par exemple, il suffit le 18 septembre de regarder la premiére chaine, le 19 la deuxiéme,. . ., le 23 la sixiéme,
le 24 une chaine parmi les 6.

La fonction n’est pas injective car pour chaque image spécifique, il n’existe pas un unique antécédent (par
exemple, f~1(1) = {18,20,21}).

Le résultat peut étre interprété de la maniére suivante : une méme chaine a été vue plusieurs jours.

En faisant n’importe quel autre choix de chaines, on ne pourra jamais rendre la fonction injective car il y
aura nécessairement une chaine regardée au moins deux fois (il y a plus de jours que de chaines).

La fonction n’est pas bijective puisqu’elle n’est pas injective.
Meéme en faisant un autre choix de chaines chaque jour, on ne pourra pas rendre la fonction bijective
puisqu’elle ne pourra jamais étre injective.
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