ISCID-CO - Prépa 2 ULCO - Dunkerque
MATHEMATIQUES Janvier 2013 - Controle Terminal, Semestre 1, Session 2

Durée de I’épreuve : 2h00 Documents interdits - Calculatrice autorisée.

(Les cinq exercices sont indépendants. Un soin tout particulier sera apporté a la rédaction des réponses)

Exercice 1| |3pts|On doit résoudre le systéme

a+b+c = 18 (L1) a+b+c = 18 (L)
100b 4+ 10a+c¢ = 100a+ 10b+c+ 180 (L2) < ¢ —90a+90b = 180 (L2) —9*10(.[/2)
100c +10b+a = 100a+ 10b+ c—495 (L3) —99a +99¢ = 495 (L3) + —g5(L3)
a+b+c = 18 (L1) a+b+c = 18 (Ly)
<~ a—b = =2 (LQ) (Lg) Lg <~ 2a—b—c = 3 (LQ) — (LQ) + (Ll)
a—c = 5 (L3) a—c = 5 (L3)
a+b+c = 18 (L) a+b+c = 18 (Li1) « (L1) — (Lo)
& 3a = 21 (Lo)+ (L) & { = 7 (L9
a—c = 5 (Ls) a—c = 5 (L3) < —(L3)+ (L2)
b+c¢ = 11 (Ll) — (Ll =9 (Ll) — (Lg) a = 7
= a = 7 (LQ) = a = 7 (LQ) < (Ll) = b = 9
c = 2 (L) c = 2 (L3) c = 2
Le nombre recherché est 792.
2 1 1 3
Exercice 2| |6pts| Soit A = [1 3 —1| la matrice du systéme, b = | —4 | son second membre
4 1 2 7
x 2 1 1
et X = | y | sa solution. Le systéme est de Cramer car |A] = |1 3 —1| = =3 # 0, il admet donc une
z 4 1 2
unique solution.
1. A Daide de la méthode du pivot de Gauss :
2e+y+z = 3 (L) 2e+y+z = 3 (L1)
x + 3y —z = —4 (LQ) — Q(Lg) — (Ll) ~ 5y -3z = -11 (Lg) — (Lg)
dr+y+2z = 7 (Lg) — (Lg) — Q(Ll) -y = 1 (Lg) < —(Lg)
2r+y+z = 3 (L1) 2r4+y+z = 3 (L)
-~ Yy = —1 (LQ) <~ y = —1 (Lg)
5y—3z = —11 (L3)+ (L3) —5(L2) ~3z —6 (L3) < —3(L3)
20+y+2 = 3 (L) 5((L1) = (L2) — (L3)) ro= 1
& y = —1 (L9) eqy = —1
z = 2 (L3) z = 2
Ainsi la solution du systéme est X = (1,—1,2).
2. A laide de la méthode de Cramer :
On a
3 1 1 2 3 1 21 3
—4 3 -1 1 -4 -1 1 3 —4
7T 1 2 -3 4 7 2 3 4 1 7 —6
T = = =1,y= = =—-1,z= = = 2.
2 1 1 (—3) 11 (—3) 2 1 1| (=3)
1 —1 1 3 -1 1 3 -1
4 1 2 1 2 4 1 2
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3. ﬁ En inversant la matrice du systéme par la méthode des cofacteurs.

7T -1 —4
Com(A)T 1
On sait que linverse de A est donné par la formule A™! = om(A) = -6 0 3
det(A) (—3)
—11 2 )
1 7 -1 —4 3 1 -3 1
donc X = A™'b = 5|6 0 3 A== (3 ]=|"
D\ 2 s 7 (=3) \ 6 2
Exercice 3| |3pts
o |0,5pt|rg(A) =2 car A est carrée et det(A) =4 # 0,
e |0,5pt|rg(B) =1 car A est carrée et det(B) =0,
. rg(C) = 2 car (L3) = 3(L1).
e |Ipt|rg(D) = 3 car (C3) = (C3) + (Cy).
Exercice 4| |5pts
2 0 -1 2 0 -1 2 0 -3
1 [05pt] A2= (1 1 0 11 0]=(31 -1
2 0 1 2 0 1 6 0 —1
2 0 —1 2 0 — -2 0 -5
[05pt|A*=A44?=(1 1 0 |[3 1 -1]=[5 1 —4
2 0 1 6 0 — 10 0 -7
2. On cherche a,b,c € R tels que
-2 0 -5 2 0 -3 2 0 —1 100 000
5 1 -4l 4a|3 1 —-1]+b(1 1 0 ]+c|fO0O 1 0]=1[0 00
10 0 —7 6 0 —1 2 0 1 0 0 1 000
—24+2a+2b+c 0 —5—3a-0b 0 00
& 54+3a+0b l+a+b+c —4—a =10 0 O
10 + 6a + 2b 0 —T—a+b+c 0 00

On en déduit alors que a = —4, b= 7 et ¢ = —4 et par conséquent, A3 — 442 +7A —4I = 0.
1
3. A3 —4A? 4 TA -4l =0 A(A2 —4A+T) =4 = A Z(,42—4A+7I) = I. Comme

1
il existe B = 1(A2 —4A + 7I) telle que AB = I(= BA), on en déduit que A est inversible et

) L1 01
A‘lzz(A2—4A+7I):Z -1 4 -1
-2 0 2

Exercice 5| |4pts
1. C? = (AB)(AB) = A(BA)B = 0 car BA = 0.

2. Supposons que A soit inversible alors A™! existe et vérifie AA™! = A=1A = I. Par consé-
quent, BA =0« BAA™' =04 =0 BI =0 B=0.0r AB#0< A'AB # A710 =
0< IB#0< B+#0etilyadonc une contradiction. Par conséquent A n’est pas inversible. On
montre de méme que B n’est pas inversible.

3. On pose B = <b11 b12>. Donc
ba1  b22
bi1 + 2bg1 £ 0
1 2\ /(b1 bio bi1 +2ba1  big + 2b22 00 b1z + 2byy # 0
*[wt]aB A0 <2 4> <b21 b22> 7o <2b11 + by 20 +4b22) 7 (0 0> T 2o o £ 0
2019 + 4bogy # 0
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{ b1 + 2boy # 0 N { b1 # —2bay
bia + 22y # 0 bia # —2by2
bi1 +2b12 =0

bir b2 (1 2 bi1 + 2b12  2b11 + 4b12 00 2b11 +4b12 =0
Ipt| BA=0&% =0< = PN
¢ <bgl b22> (2 4) <1721 + 2b9g  2boy + 4bgg> (O O> bo1 + 2b90 =0

2bo1 + 4byy =0

b1 +2b12 =0 bi1 = —2b1a
= = .
{ ba1 + 2bag = 0 { ba1 = —2boa

—2b12 bi2

De ces derniéres relations, on déduit que B = (
—2bag  bao
condition b1y # —2byy étant redondante). Cette matrice B est bien singuliére.

) avec la condition big # —2bay (la
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