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Chapitre 1

Calcul matriciel

1.1 Les matrices

Définition 1.1.1

On appelle matrice m x n (ou d’ordre m x n) a coefficients dans K tout tableau de m lignes et n
colonnes d’éléments de K. L’ensemble des matrices m x n a coefficients dans K est noté My, ,,(K).

Sim =mn on dit qu’on a une matrice carrée. L’ensemble des matrices carrées de taille n & coefficients
dans K est noté M, (K).

Une matrice m x 1 est appelée vecteur-colonne et une matrice 1 X n est appelée vecteur-ligne.

On convient de noter a;; ’élément de la matrice situé sur la i-éme ligne et j-iéme colonne (1 <i<m
et1 <j<n).

Une matrice A est représentée entre deux parenthéses ou deux crochets :

ail aij e A1n ail aij A1n
A= a;1 CLij e Ain ou A= a;1 CLZ']' N in
aml1 .- - amj o Amnp _am1 e amj e amn_
ou encore
A= (aiy) 1<i<m ouA=l[ay] 1<i<m
1<j<n 1<j<n

Nous travaillerons avec K = R, Q ou Z.

-1 4 2
Exemple 1.1.1 La matrice A= 0 1 —3| est carrée et d’ordre 3.
4 1 5

Définition 1.1.2 - Addition de matrices
Si A= (aij) 1<i<m et B= (bU) 1
1 <n 1

<i <i<m Sont deux matrices m X n, on définit ’addition des matrices par
<jJ <j<n

o

+ B = (aij + bij)

1<i:<m
13j<n

Exemple 1.1.2 Soient les matrices A = <3 4 2> et B = <6 )

1 )
13 5 9 0 3>.On obtient

(346 4+1 249\ (9 5 11
A+B_(1+2 340 5+3>_<3 3 8)'

Remarque 1.1.1 La somme de deux matrices de tailles différentes n’est pas définie.
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Définition 1.1.3

— La matrice nulle, notée O, ,, est la matrice dont tous les éléments sont nuls.

~ La matrice opposée d’une matrice A est notée —A. St A = (a;j) alors —A = (—ayj)

1<i:<m
1<i<n
Propriété 1.1.1 Si A, B et C sont des matrices de méme ordre, alors nous avons

e A+ B =B+ A (commutativité),
e A+ (B+C)=(A+ B)+C (associativité).

Exemple 1.1.3 Soient les matrices A = <1 _01>, B = (6 _5> et C = (0 2). On a alors

3 9 1 9 4
(146 —1-5\ (7T -6 /641 —5-1\ (7T -6
'A+B_<3+2 o+1>_<5 1>etB+A_(2+3 1+0>_<5 1)'
7 _6 7 —4
oA+B_<5 1>et(A+B)+C—<7 5).

6 —3 7 —4
B+C—<4 5>etA+(B+C)—(7 5).
Définition 1.1.4

— On appelle matrice diagonale toute matrice carrée D = (d;j) 1<i;<n telle quei# j = d;j =0. St
on note d; = d;;, une matrice diagonale est de la forme

d 0 ... 0 0
0 do ... O 0
e :
0 0 ... dy—1 O
0 0 ... 0 dn
On la note Diag(dy,da, ..., dy).
— La matrice identité d’ordre n, notée I, est la matrice diagonale Diag(1,1,...,1).

Définition 1.1.5 On dit qu’une matrice carrée A = (ai;)1<i j<n est triangulaire supérieure (resp. infé-
rieure) sii > j = a;; =0 (resp. sii < j = a;; =0).

Remarque 1.1.2 Une matrice triangulaire supérieure et inférieure est une matrice diagonale.

Définition 1.1.6 - Produit d’une matrice par un scalaire
Si A= (aij)

1<i<m estune matrice m xn et sia € K, on définit le produit d’une matrice par un scalaire
par 1<j<n
aA = (aai) 1<i<m
1<j<n
. 3 4 2 1 ,
Exemple 1.1.4 Si A = (1 3 5) et a = 50 on obtient
1 1 1 3
5 X 3 5 x 4 5 X 2 3 2 1
C=ad=1] 1 1 {1 3 5
-x1 —x3 =x5H - = =
2 2 2 2 2 2

Propriété 1.1.2 Soient A et B deuz matrices de méme ordre et o € K un scalaire, on a

a(A+ B) = aA + aB (distributivité).

-3 2 1 2
Soient les matrices A= | 0 4 |etB=\|0 1
1 -1 11
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1. Trouver une matrice C' telle que A — 2B — C' = O.
2. Trouver une matrice D telle que A+ B+ C —4D = O.

Définition 1.1.7 - Produit de matrices

St A = (aj) 1<i<m est une matrice m x p et si B = (by;)
1<k<
produit des matri

s 3

r<p est une matrice p X n, on définit le
i<n

=)

es par

qui est une matrice m X n.

On procéde de la maniére suivante pour multiplier deux matrices :

B : n lignes p colonnes

B o

(_'_Ell—_"""'

Ly

-
£

Op1 - Dgp --- Oag €xt -+ Cmk  ---  Cmp
A o m lignes m colonnes ! C=Ax=B:m lignes p colonnes
1 3 0 L2 0
Exemple 1.1.5 Soient les deux matrices A = eteB=|(0 2 3
-1 1 2 0 —1 -9
e La matrice A est d’ordre 2 x 3, la matrice B est d’ordre 3 x 3 donc la matrice A X B est d’ordre 2 x 3.
e On a
Ax B — 1x1+3%x04+0x0 1x24+3x240x(-1) 1x04+3%x3+0x(—2) (1 8 9
TN x14+1x042%x0 (m1)x24+1x24+2x (1) (-1)x04+1x3+2x(-2) -1 -2 -1

Effectuer les multiplications suivantes

2 1 —-10
LD <(s 0 1 s)
0 -5 3 4
2
2. (-3 0 5)x [—4],
-3
2
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Calculer - lorsque cela est possible - les produits des matrices A et B dans les cas suivants.

2 1
Lasn- ()

A

[\

Il
~—~
[\
=
[
SN—
oy
Il
—_ W =

1 2 1 1 0
5. A=10 -1 2|,B=|2 -1
3 1 1 11

Une usine fabrique deux produits, A et B. Chaque produit contient quatre matiéres différentes
W, X, Y, Z. La fabrication de chaque unité de chaque matiére nécéssite trois forme d’énergie, électricité, gaz,
pétrole. Les deux tableaux suivants présentent les nombres d’unités nécessaires d’énergie pour produire une
unité de chaque matiére, les quantités de matiéres nécessaires pour produire une unité de chaque produit A
et B. Utiliser la multiplication matricielle pour exprimer les quantités d’énergie nécessaires & la production
d’une unité de chaque produit.

Electricité | Pétrole | Gaz
WIX|Y|Z W 5 3 6
Al 213|111 X 1 0 1
Bl 4]2]0]1 Y 0 4 0
7 3 0 4

Exercice 5| Meéme chose avec trois produits finaux A, B, C et trois matiéres intermédiaires X,Y,Z. Les

données étant présentées dans les tableaux suivants.

A|B|C Electricité | Pétrole | Gaz
X231 X 5 2 1
Y|0[2]0 Y 0 2 1
Z 11|21 y/ 0 2 2

Exercice 6| FKcrire sous forme matricielle le sytéme d’équations linéaires suivant :

2 +3y -3z 42t = 5
r =3y —=2 +t = -1
2r 4ty 4z —t = 2

Grace au calcul matriciel (et & la calculatrice) donner le nombre de chemins de longueur 7
allant de 1 & 3 dans le graphe de la page suivante. Combien y-a-t-il de chemins de longueur 5 en tout ?



1.1. LES MATRICES 5

.____.
Tia

Propriété 1.1.3 Si A € M, ,(K), B € M, ,(K), C € M, ,(K), alors
e Ax (B xC(C)=(AxB)xC (associativité),
e Ax(B+C)=Ax B+ AxC (distributivité).
o S5iAe Mu(K) alors Ax I, =1, x A= A.

Remarque 1.1.3 Attention, ‘A X B # B X A‘ en général.

Prenons le cas général avec A d’ordre m x p et B d’ordre p x n. Le produit A x B est défini, c’est une
matrice d’ordre m x n. Qu’en est-il du produit B x A7 Il faut distinguer trois cas :
— si m # n le produit B x A n’est pas défini;
— sl m = n mais p # n, le produit A x B est défini et c’est une matrice d’ordre m x n tandis que le
produit B x A est défini mais c¢’est une matrice d’ordre p x p donc A x B # B x A;
—sim=n=p, A et B sont deux matrices carrées d’ordre m. Les produits A x B et B x A sont aussi
carrés et d’ordre m mais la encore, en général, A x B # B x A.

Exemple 1.1.6 Soient les matrices A = <1 _1) et B = <6 _5>. On obtient A x B = <4 _6> et

3 0 2 1 18 —15
-9 —6
B><A—<5 _2>.

On dit que deux matrices A et B commutent si A x B = B x A. Trouver toutes les ma-

100
trices qui commutent avec A= |0 3 0
0 05

Pour i, j entiers compris entre 1 et n, on note F;; la matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf celui
d’indice (4, j) (ligne i et colonne j) qui vaut 1. Pour toute matrice A = (aij)i<ij<n € Mp(K), on note
— pour tout entier ¢ compris entre 1 et n : L; = (a1, a2, ..., a;p) sa ligne numéro i (c’est une matrice a
une ligne et n colonnes) et

alj
L . a2; e L
— pour tout entier j compris entre 1 et n : C; = . sa colonne numéro j (c’est une matrice a n
Qnj
lignes et une colonne).
Ly
On pourra écrire A = : ou A= (01 . Cn).
L,

Définition 1.1.8 On appelle matrice de transvection toute matrice de la forme :
T;j(A\) = I, + Ejj

avec 1 <i#j<nethek.
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Une matrice de transvection 7Tj;(A) est donc une matrice triangulaire dont tous les termes diagonaux
valent 1 et de termes hors de la diagonale tous nuls sauf celui d’indice (7, j) (i. e. en ligne i et colonne j) qui
vaut A.

Définition 1.1.9 On appelle matrice de dilatation toute matrice de la forme :
avec 1 <i#£j<netekK".

Une matrice de dilatation D;(\) est donc diagonale de termes diagonaux tous égaux a 1 sauf le numéro
1 qui vaut A.

Théoréme 1.1.1

— la multiplication a gauche par une matrice de dilatation D;(\) a pour effet de multiplier la ligne i par

)\7

— la multiplication & droite par une matrice de dilatation Dj(\) a pour effet de multiplier la colonne j
par A,

— la multiplication & gauche par une matrice de transvection Tij(\) a pour effet de remplacer la ligne L;
par L; + ALj,

— la multiplication a droite par une matrice de transvection T;;(X) a pour effet de remplacer la colonne

Cj par Cj + AC;.

Exercice 9| Soit A une matrice 3 x 3. Kcrire sous forme matricielle 'opération qui consiste a ajouter
la premiére colonne multipliée par 3 a la troisiéme colonne.

Définition 1.1.10 - Matrice transposée
St A= (aij) 1< est une matrice de format m x n, on définit la matrice transposée de A, notée AT,
1<

1

1

par A = (aj;)

C’est donc une matrice n X m obtenue en échangeant lignes et colonnes de la matrice initiale.

Exemple 1.1.7 Soit la matrice A d’ordre 2 x 3 suivante A = <;) I)l ?) . Sa transposée est la matrice AT
1 3

d’ordre 3 x 2 suivante AT = | -1 0
5 7

Propriété 1.1.4
o (AT = A si A€ Myp(K),
o (aA)T =aAT sia €K et A€ Mpmn(K),
e (A+B)T=AT + BT si A, B € M, ,(K),
o (AxB)T =BT x AT si A € Myun(K) et B € My, ,(K).

Vrai-Faux 1.

Soient A et B deux matrices. Parmi les affirmations suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses,
et pourquoi ?

1. Si le produit AB est défini, alors le produit BA est défini.

2. Sila somme A + B est définie, alors le produit AB est défini.

3. Si le produit AB est défini, alors le produit BT AT est défini.

4. Si la somme A + B est définie, alors le produit ABT est défini.
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Si les produits AB et BA sont définis, alors la somme A + B est définie.

Si les produits AB et BA sont définis, alors la somme A + BT est définie.
Si les produits AB et BT A sont définis, alors la somme A + AT est définie.
Si les produits AB et BT A sont définis, alors la somme A + BT est définie.
Si le produit AB est défini, alors la somme AAT + BBT est définie.

10. Si le produit AB est défini, alors la somme AT A + BBT est définie.

© ® N o o

Définition 1.1.11 - Matrice symétrique, matrice antisymétrique
— Une matrice A est dite symétrique si AT = A.
— Une matrice A est dite antisymétrique si AT = —A.

Exemple 1.1.8

1 5 -9
e A= 5 4 0 | est une matrice symétrique.
-9 0 7
0 5 -9
e B=|-5 0 7 | est une matrice antisymétrique.
9 -7 0

Définition 1.1.12 - Matrice inversible, matrice singuliére
— Une matrice carrée A € M, (K) est dite inversible ou réguliére si elle est symétrisable pour le produit
matriciel, autrement dit s’il existe une matrice B € M, (K) telle que
AxB=BxA=1,.
— L’inverse, s’il existe, d’une matrice A est noté A™1.
— Une matrice non réguliére est dite singuliére.

" 1 3 a b
Exercice 11| Calculer a,b,c,d tels que <2 8) X (c d) = Is.
-1
" L. 2 1 (1 -1
__Exerc1ce 12| Vérifier que ( 1 1) = (_ 1 9 >

Exercice 13| On considére le systéme d’équations suivant :

{3331 +ro = 1
xry —x2 = Y2

. . . . . 3 1
Exprimer y; et ys en fonction de x1 et x2. En déduire I'inverse de la matrice < )

1 -1
1 1 1
Inverser la matrice A= [ 6 —1 2| en utilisant les opérations sur les lignes. Recommencer
2 4 1

1 20
avec A=[4 2 1
1 11

Exercice 15| Considérons les matrices

111 -3 1 1
B=|111|etA=(1 -3 1
1 11 1 1 -3

1. Vérifier qu’on a B = A + 413.
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2. Trouver une formule liant B et B2.
3. Trouver une relation entre A, A? et I3.

4. Montrer que A est inversible et calculer A~

posons 4= (5 ).

1. Calculer A <(1)> , A? (?) , puis A" <(1)> pour un entier n quelconque. Faire la méme chose avec le vecteur

(;) a la place du vecteur <(1))

2. Ecrire (‘;) comme une combinaison linéaire des deux vecteurs (;) et (?)

3. En déduire A™ <1

0> puis 'expression de A™.

Proposition 1.1.1 Soient A et B deux matrices inversibles, alors
o A7l Dest aussi et (A~H) 71 = A,
o AT lest aussi et (AT)71,
e A x B lest aussi et (Ax B)™' = B71 x A71.

Définition 1.1.13 Deux matrices A et B de méme taille m X n sont dites équivalentes si et seulement s’il
eziste deux matrices inversibles P et Q (de tailles respectives n x n et m x m) telles que : A = QBP~1.

Définition 1.1.14 Deux matrices carrées A et B sont dites semblables s’il existe une matrice inversible P

telle que : A= PBP~!.

Proposition 1.1.2 Si deux matrices sont semblables, alors elles sont équivalentes.

Vrai-Fau 2.

Soit A une matrice carrée. Parmi les affirmations suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses, et
pourquoi ?

1. Si A est inversible, alors AAT = AT A.
Si A est inversible, alors AA” est inversible.
Si A est inversible, alors A + AT est inversible.

Si A est inversible, alors A est équivalente a la matrice identité.

ot N

Si A est inversible, alors A est semblable & la matrice identité.

Vrai-Faux 3.

Soit A une matrice carrée. On dit que A est diagonale si tous ses coefficients d ’ordre (i, j) avec i # j, sont
nuls. Parmi les affirmations suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses, et pourquoi?

1. Si A est diagonale, alors A est inversible.
Si A est diagonale, alors A est symétrique.
Si A est diagonale et si tous ses coefficients diagonaux sont non nuls, alors A est inversible.

Si A est diagonale, alors A est semblable & la matrice identité.

ANl o

Si A est diagonale, alors A est équivalente a la matrice identité.

Définition 1.1.15 - Trace
Si A est une matrice carrée d’ordre n, on définit la trace de A comme la somme des éléments de la diagonale
principale :
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n

tT’(A) = Z (077

=1
1 2 0

Exemple 1.1.9 La trace de la matrice A= |0 2 3 | esttr(A) =ai1+axw+az=1+2+(-2)=1.
0 -1 -2

Propriété 1.1.5
- St A et B sont deux matrices carrées d’ordre n, alors
o tr(AT) = tr(A),
o ir(A+ B) =tr(A) + tr(B).
— Si A est une matrice m x n et B une matrice n x m, alors tr(A x B) = tr(B x A).

20 41
Pour quelle valeur de z la trace de la matrice A = | 0 322 2 est-elle minimale ?
5 6 —12z

Et pour quelle valeur de x est-elle maximale ?

On note tr(A) la trace de A € M, (R).
1. Soient A, B deux matrices de M, (R). Montrer que tr(AB) = tr(BA).

2. En déduire que deux matrices carrées semblables ont la méme trace.

3. Soit A une matrice carrée non nulle. Montrer que les traces de AAT et AT A sont strictement positives.

1.2 Calcul pratique d’un déterminant

Définition 1.2.1 - Déterminant d’une matrice d’ordre n

Soit A = (aij) 1<i<m une matrice carrée d’ordre n. Etant donné un couple (i,j) d’entiers, 1 < i,j < n,
1<j<n

on note A;j la matrice carrée d’ordre n —1 obtenue en supprimant la i-iéme ligne et la j-iéme colonne de A.
On définit le déterminant de A, et on le note det(A), par récurrence sur l'ordre de la matrice A :
—~sin=1 :le déterminant de A est le nombre det(A) = a1,

- sin>1 :le déterminant de A est le nombre
n

det(A) = Z(—l)”jazj det(A;;) quelle que soit la ligne i, 1 <i <mn,
j=1
ou, de maniére équivalente, le nombre
n
det(A) = Z(—l)iﬂaij det(A;j) quelle que soit la colonne j, 1 < j <mn.

i=1
Remarque 1.2.1 Pour retrouver les signes de ces deux formules, on peut remarquer que la distribution des
signes + et — avec la formule (—1)"*7 est donnée par :

Exemple 1.2.1 Soit la matrice A = <a11 a12> alors
a1 a2

det(All) = a92, det(Alg) = aoq, det(Agl) = ajo, det(Agg) = a1l
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et on peut calculer det(A) par I'une des formules suivantes :

e aj1det(Aqr) — ajpdet(A12) = aj1a — ajgag (développement suivant la ligne i = 1),

o —agy det(Agr) + aga det(Agg) = —agiaiz + asgaqy (développement suivant la ligne ¢ = 2),

e ajpdet(A;rr) — ag; det(Aar) = ar1aze — aziaiz (développement suivant la colonne j = 1),

o —ajpdet(Aj2) + ag det(Ag) = —ajgag + agear; (développement suivant la colonne j = 2).

Ces formules donnent bien le méme résultat.

Remarque 1.2.2 Il convient d’utiliser cette définition aprés avoir fait apparaitre sur une méme rangée le
plus possible de zéros sachant que

— si deux colonnes (resp. deux lignes) sont identiques ou proportionnelles, alors det(A) = 0,
— sl on échange deux colonnes (resp. deux lignes), alors le déterminant est changé en son opposé,

— on ne change pas un déterminant si on ajoute a une colonne (resp. une ligne) une combinaison linéaire
des autres colonnes (resp. lignes).

1 0 1
Exemple 1.2.2 Soit la matrice A= |0 2 0] alors
0 3 5

2 0 0 0 0 2
det(A11) = det <3 5) = 10, det(A;2) = det (0 5) =0, det(A13) = det <0 3) =0,
0 1 11 10
det(Az1) = det <3 5) = —3, det(Az2) = det (0 5) = 5, det(Ag3) = det (0 3) =3
01 11 10
det(A3z;) = det (2 0) = —2, det(Asz) = det (0 0) =0, det(Ass) = det (0 2) =2

et on peut calculer det(A) par I'une des formules suivantes :
o 1 xdet(As1)+0 x det(Aj2) + 1 x det(A13) =10+ 0+ 0 = 10,

0 x det(Az21) + 2 x det(Aaz) + 0 x det(A23) = 0+ 2 x 5+ 0 = 10, (formule pratique car il n’y a qu'un
déterminant a calculer),

0 x det(A31) + 3 X det(Agg) + 5 X det(A33) =04+0+5x2=10,

1 x det(A11) + 0 x det(A21) + 0 x det(Asz1) = 104+ 0 + 0 = 10, (formule pratique car il n’y a qu'un
déterminant a calculer),

0 x det(Alg) + 2 % det(Agz) + 3 x det(Agg) =04+2x5+0=10,
1 x det(A13) + 0 x det(Az3) + 5 x det(Asz3) =04+ 0+ 5 x 2 = 10.

Proposition 1.2.1 - Déterminant d’une matrice d’ordre 2

Soit A une matrice carrée d’ordre n = 2. Le déterminant de A peut se calculer & l'aide de la technique
suivante :

a1 a1

a31" "oan

Exemple 1.2.3 Soit la matrice A = <i ;) alors

det(A) =5x3—7x4=15—-28 = —13.
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Proposition 1.2.2 - Déterminant d’une matrice d’ordre 3 : Regle de Sarrus
Soit A une matrice carrée d’ordre n = 3. Le déterminant de A peut se calculer & l’aide de la technique
sutvante :

N/
.ﬂ'n: . I
& B

o db db

Sk
= . -
o1L rq{% a1

o g3 Ox O

1
0]. On a alors
5

w N O

1
Exemple 1.2.4 Soit la matrice A= |0
0

det(A) =(1x2x5+0x0x04+0x0x0)—(1x2x04+0x3x1+5x0x0)=10.

5 7 1
Exemple 1.2.5 Soit la matrice A= |4 3 2|, alors
2 1 6

det(A) = (5 x3x6+4x1x1+2x7Tx2)—(1x3x24+2x1x54+7x4x6)=—-62.
Propriété 1.2.1 Le déterminant d’une matrice triangulaire est égal au produit des éléments diagonaux.

Théoréme 1.2.1 A est inversible si et seulement si det(A) # 0.

Trouver pour quelles valeurs de ¢ la matrice 5 t—3 1 est inversible.

Propriété 1.2.2
o det(AT) = det(A),
1
A =
o det( ) det(A)’
e det(A x B) = det(A) det(B).

Définition 1.2.2 Rang

Le rang d’une matrice quelconque A est égal au plus grand entier s tel que l’on puisse extraire de A une
matrice carrée d’ordre s inversible, c’est-a-dire de déterminant non nul. Les opérations élémentaires sur les
lignes ou les colonnes (ajout a une colonne - resp. une ligne - une combinaison linéaire des autres colonnes
- resp. lignes) d’une matrice ne modifient pas le rang.

1 3 2
1 3 1>.Le1rangdeAes.t2.

— A est d’ordre 2 x 3 donc s < min{2,3} soit s =0,1 ou 2;
— comme le déterminant de la sous-matrice composée de la premiére et de la deuxiéme colonne est nul,

Exemple 1.2.6 Soit la matrice suivante A = (

on ne peut pas conclure;
— comme le déterminant de la sous-matrice composée de la premiére et de la troisiéme colonne est non
nul, alors s = 2.
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1 0 1

Exemple 1.2.7 Soit la matrice suivante A= 0 5 —1
-1 0 -1

e A est d’ordre 3 x 3 donc s < 3,
e le déterminant de A est 0 donc s # 3,

e le déterminant de la sous-matrice <é (5)> est b, donc s = 2.

Exercice 22| Déterminer le rang des matrices suivantes :

2 -3 -4 0 1 -2 1 1 2 1
3 1 ) 1 -1 7 -1 2 1 -1
-1 0 1) -2 0 =10 2 1 3 2
0o 2 4 1 3 -1 0 -1 0 -1

Vrai-Fau 4.

Parmi les affirmations suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses, et pourquoi?

1.

- W

o N> o

10.
11.

Si une matrice est de rang r, alors elle est équivalente a la matrice ..
Une matrice est de rang r si et seulement si la famille de ses vecteurs colonnes est de rang r.
Une matrice est de rang r si et seulement si la famille de ses vecteurs lignes est de rang 7.

Si une matrice A est de rang r, alors toute matrice formée de r colonnes parmi les colonnes de A est
de rang r.

Si une matrice formée de r colonnes parmi les colonnes de A est de rang r, alors A est de rang > r.
La matrice nulle est la seule matrice de rang 0.
Si deux lignes de A ne sont pas proportionnelles, alors le rang de A est au plus 2.

Si deux lignes de A sont proportionnelles, alors le rang de A est strictement inférieur & son nombre de
colonnes.

Si une matrice carrée de M, (R), extraite de A est inversible, alors A est de rang > r.
Si A est de rang r, alors aucune matrice carrée de M, ;(R) extraite de A n’est inversible.

Si toute matrice carrée de M, (R), extraite de A est de rang r, alors A est de rang r.



Chapitre 2

Systémes linéaires

2.1 Intersection de droites et de plans

Une équation linéaire a deux inconnues, du type a1z + a2y = b, est I’équation d’une droite dans le plan.
Plus précisément, si a1, ag et b sont des réels fixés, tels que a; # 0 ou ag # 0, 'ensemble des couples (z,y)
vérifiant a;x + agy = b est une droite affine. Chercher les couples (z,y) qui vérifient plusieurs équations du
méme type, c’est chercher les points communs & plusieurs droites affines. Voici trois exemples de systémes
de 3 équations a 2 inconnues.

r—y = -1 r—y = - x—y = —1
Ty = 1, rT+y = 1, 20 -2y = -2 .
y = 2 y = 1 —r+y = 1

Le premier n’a pas de solution. Le second a une solution unique : la solution de ses deux premiéres équa-

tions vérifie la troisiéme. Le troisiéme systéme a une infinité de solutions : ses trois équations sont équivalentes.

La FIGURE 2.1 donne une interprétation géométrique des trois systémes. Dans chacun des trois graphiques,
D1, Dy, D3 sont les droites correspondant aux trois équations du systéme. Résoudre un systéme de m équa-
tions & 2 inconnues, c’est déterminer l'intersection de m droites dans le plan. Elle peut étre vide, réduite a
un point, ou égale & une droite.

™\

&\\
(]
Lw ]
Lw)
(=]
/Ml.I |
e
o
N
)
(]
"

FIGURE 2.1 — Interprétations géométriques de 3 systemes linéaires de 3 équations a 2 inconnues.

Une équation linéaire & trois inconnues x, y, z est I’équation d’un plan dans ’espace. Voici trois systémes de

N o

Les deux équations du premier systéme représentent le méme plan. L’ensemble des solutions du systéme
est ce plan. Dans le second systéme, les équations sont celles de deux plans paralléles : leur intersection est

deux équations & trois inconnues.

r+y+z = 1
r—y+z = —1°

r+yt+z =

z+y+z = 1
—r—-y—2z2 = -1
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vide. Le troisiéme systéme est le cas général : 'intersection des deux plans est une droite. Les trois cas sont

illustrés par la FIGURE 2.2.

FIGURE 2.2 — Interprétations géométriques de 3 systemes linéaires de 2 équations a 3 inconnues.

Un systéme de 3 équations a 3 inconnues peut avoir une solution unique (I'intersection de trois plans “en
position générale” est un point de l’espace). Mais il peut se faire que deux des plans soient paralléles, auquel
cas le systéme n’aura pas de solution, ou bien que I'un des plans contienne l'intersection des deux autres,
auquel cas le systéme aura une infinité de solutions.

Un systéme linéaire de m équations a n inconnues se présente sous la forme suivante.

a1+ ... Farijxit+ ... ta1axny = by
(8) § am+ ... Haigrit o AT, = b
{ GmiT1+ ... Fam Tt .. FamaTn = by

Une solution de (S) est un n-uplet de réels qui satisfont a la fois ses m équations. Résoudre le systéme (S)
c’est décrire I'ensemble des solutions.

Trouver toutes les fonctions polynémes f du second degré définies sur R sachant que

1
f <—2> = —3 (f’ est la fonction dérivée de f)

1
et dont la courbe représentative passe par le point A (—2, 2).

Lorsqu’on augmente de 10 cm le coté AB du rectangle ABCD, l'aire double. Lorsqu’on
augmente de 40 cm le c6té BC' du méme rectangle ABCD, le périmétre double. Quelle est I'aire du rectangle

ABCD?

Julien cherche a résoudre le probléme suivant. Un pére dit & son fils : « Tiens, aujourd’hui
j’ai 6 fois I’Age que tu avais quand j’avais I’Age que tu as en ce moment ». Sachant que la somme des ages du
pére et du fils est 95 ans, trouver ’age de chacun d’eux.

Julien a écrit : « Soit x I'age actuel du fils, soit y I’age actuel du pére. On a x +y = 95. »
Ne sachant pas traduire la premiére phrase de I’énoncé, il cherche & faire un dessin qui pourrait 'aider. Quel
dessin lui suggérez-vous 7

Exercice 27| On a perdu les coeflicients des trois disciplines d’'un examen mais on connait les résultats
de 3 candidats :
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T Candidat AlBlc
Discipline

Mathématiques 10| 5 | 12
Anglais 12 |1 13 | 20
Informatique 9 |10 | 8
Moyenne 10| 8 | 12

Retrouver les coefficients de chacune des matiéres.

Un capital de 50000 euros est partagé en deux parties. La premiére partie est placée a 6% et
la seconde & 8%. Le revenu annuel est le méme que si tout le capital était placé a 6, 8%.

Calculer la valeur de chaque partie du capital ainsi placé.

2.2 Ensemble des solutions

Considérons un systéme (S) de m équations & n inconnues.

a1+ ... Farijxit+ ... ta1axny = by
(8) § am+ ... Haigzit o FapT. = b
l amiT1+ ... Fam Tt .. FamaTn = by

— Les coefficients a; ; et b; sont des réels donnés.

— Les variables z; sont les inconnues.

— Il faut comprendre (S) comme la conjonction (“et”) de m assertions portant sur les variables (z1, ..., zp).

— Une solution est un n-uplet de réels qui vérifie chacune des m équations. L’ensemble des solutions est
un sous-ensemble de R™.

— Un systéme est impossible ou incompatible s’il n’admet pas de solution. Un systéme est possible
ou compatible s’il admet une ou plusieurs solutions.

— Deux systémes & n inconnues sont équivalents si et seulement si leurs ensembles de solutions sont les
meémes.

— Par convention, on regroupe les termes contenant les inconnues & gauche de l'égalité, les termes
constants a droite. La partie gauche s’appelle le premier membre, le m-uplet des constantes & droite
de I’égalité est le second membre.

— On dit d’un systéme qu'il est homogéne si tous les termes du second membre sont nuls. A un systéme
(S), on associe le systéme homogéne (H ) obtenu en conservant le premier membre de (.5) et en annulant
le second membre.

a1+ ... +a1xi+ ... Fa1aT, = 0
(H) a;1r1+ ... Fai;xi+ ... +FaipTn = 0 .
Am1T1+ ... +am i+ ... Ftamarn, = 0

On a le résultat fondamental suivant :

La solution générale d’un systéme linéaire est la somme d’une solution particuliére et de la solution
générale du systéme homogéne associé.

On retrouve ce méme principe dans des problémes trés différents : équations de récurrence, équations diffé-
rentielles, etc.).
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Exemple 2.2.1 Résolvons le systéme linéaire (S) suivant :

— Le systéme homogene (H) associé a (S) est donné par (H){

20 + 4y = -2
(S){Sx + 3y = 0

2c + 4y = 0 (Ly)

3z 4+ 3y = 0 (L) et peut se
3 3) \y 0

on sait alors que A est inversible (ou que (H) admet une unique solution) si et seulement si det(A) # 0.

Ici det(A) = (2x3) — (3 x4) = —18 # 0 donc (H) admet une unique solution (comme (.S) d’ailleurs).

On a x = —y grace a (L) et par substitution dans (L;) on obtient (x,y) = (0,0), qui représente la

solution générale du systéme homogéne associé.

. .. 2 4 0 . .
réécrire sous la forme matricielle ( ) <:1:) = ( > . Supposons que A désigne la matrice du systéme,

— Déterminons une solution particuliére de (.S). Si on a cette fois-ci

2 + 4y = -2 (L1)
(5) _
3z + 3y = 0 (L)
la ligne (L2) nous fournit comme précédemment 1’égalité © = —y et par substitution dans (Li), on

trouve 2y = —2 < y = —1. Par conséquent, (z,y) = (1, —1) est une (la) solution particuliére de (S5).

Finalement (0,0) + (1, —1) = (1, —1) est la solution générale de (.5).

Exemple 2.2.2 Résolvons le systéme linéaire (S) suivant :

— Le systéme homogeéne (H) associé & (S) est donné par (H)

2 + 4y = -2
(S){—x - 2y =1

2r + 4y =

0 et peut se
—x — 2 = 0 (L) P

réécrire sous la forme matricielle (_21 _42> (g

systéme, on sait alors que (H) admet une unique solution si et seulement si det(A) # 0. Ici det(A) =
(2 x (—=2)) = (4 x (=1)) = 0 donc (H) n’admet pas une unique solution (méme conclusion pour (S)
d’ailleurs), (H) peut admettre une infinité de solutions ou n’admettre aucune solution. On a x = —2y
grace & (L9) et par substitution dans (Li) on obtient 0 = 0 (équation qui ne nous sert a rien). Par
conséquent, la solution générale du systéme associé est donnée par (z,y) = (—2y,y) = y(—2,1) ou y
est un réel quelconque.

Déterminons une solution particuliére de (S). Si on a cette fois-ci

) = <8) Supposons que A désigne la matrice du

2r + 4y = -2 (Ll)
(S){ —r — 2y = 1 (L)
la ligne (L9) nous fournit 1'égalité = —2y — 1 et par substitution dans (L), on trouve —2 = —2

(équation qui ne nous sert a rien). Si on choisit y = 1 par exemple, (z,y) = (—3,1) est une solution
particuliere de (S5).

Finalement y(—2,1) + (—3,1) (y € R) est la solution générale de (5).

1

2
3
4

. Un systéme d’équations linéaires peut-il avoir deux solutions ?
. Un systéme ayant moins d’équations que d’inconnues a-t-il nécessairement une infinité de solutions ?
. La somme de deux solutions d’un systéme est-elle une solution de ce systéme ?

. Un systéme homogéne a-t-il toujours une solution ?

Vrai-Faus 1

Parmi les affirmations suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses, et pourquoi?
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1. Si un systéme a plus d’inconnues que d’équations, alors il a une infinité de solutions.

2. Si un systéme a plus d’équations que d’inconnues, alors il a au plus une solution.

@

Si le rang d’un systéme est égal au nombre d’équations, et strictement inférieur au nombre d’inconnues,
alors le systéme a une infinité de solutions.

Si un systéme a une solution unique, alors il a autant d’équations que d’inconnues.
Si un systéme a une solution unique, alors son rang est égal au nombre d’inconnues.

Si un systéme n’a pas de solution, alors son second membre est non nul.

o ot

Si un systéme a un second membre nul et si son rang est égal au nombre d’équations, alors sa solution
est unique.

8. Si un systéme de deux équations & deux inconnues n’a pas de solution, alors les deux équations sont
celles de deux droites paralléles dans le plan.

9. Si un systéme de deux équations & trois inconnues n’a pas de solution, alors les deux équations sont
celles de deux droites paralléles dans 'espace.

Viai-Faus 2

Soit (S) un systéme linéaire et (H) le systéme homogéne associé. Parmi les affirmations suivantes, lesquelles
sont vraies, lesquelles sont fausses et pourquoi ?

1. Si (S) n’a pas de solution alors (H) n’a pas de solution.

Si (S) n’a pas de solution alors (H) a une solution unique.

(S) a une solution unique si et seulement si (H) a une solution unique.
Si (S) a une solution unique alors (H) a une solution unique.

Si (S) a une infinité de solutions, alors (H) a une infinité de solutions.
Si sp et s1 sont deux solutions de (S) alors sg + s1 est solution de (H)

Si sp et s1 sont deux solutions de (S) alors 2(sg — s1) est solution de (H)

)
)

R S A e

(S)
Si sp et s1 sont deux solutions de (S) alors 2(sg — s1) est solution de (S
(S)

Si sp et s1 sont deux solutions de (S) alors —sg + 2s1 est solution de (S

Le reste de ce chapitre sera consacré a la méthode du pivot de Gauss qui permet de calculer explicitement
la (les) solution(s) de (5).

2.3 Transformations équivalentes

L’idée de la méthode de Gauss est de transformer par étapes, le systéme & résoudre en des systémes plus
simples, tous équivalents au systéme initial, jusqu’a un systéme dit “résolu”, sur lequel on lit directement
la solution. Pour un systéme linéaire, “plus simple” signifie “avec moins de termes”, ou encore “plus de
coefficients nuls”. Pour annuler des termes, la méthode de Gauss combine les trois transformations de la
proposition suivante.

Proposition 2.3.1 Les transformations suivantes changent tout systéme en un systéme équivalent :
1. échanger deuz lignes,
2. multiplier une ligne par un réel non nul,

3. ajouter une ligne a une autre ligne.

Ici, une mise en garde s’impose. Lorsqu’on remplace une ligne par une combinaison linéaire des autres,
toute solution du systéme initial est encore solution du nouveau systéme. Mais ’ensemble des solutions du
nouveau peut étre strictement plus grand. La méthode de Gauss consiste a appliquer successivement les
transformations de la Proposition 2.3.1. Dans les deux sections suivantes, nous allons décrire les deux étapes
principales.
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2.4 Forme échelonnée

Nous dirons qu’un systéme est échelonné s’il se présente sous la forme suivante.

py1 +eigyet ... teiyit oo FCia¥ya = dy

paye+ ... +e2iyit ... FCaayn = da

(SE) DY+ oo ACrnyn = dy
0 = dr+1

0 = d

Mettre un systéme (S) sous forme échelonnée, c’est passer de (S) a (SE) par les transformations de la
Proposition 2.3.1, et une permutation éventuelle des coordonnées, de sorte que

1. les inconnues (yi,...,yn) de (SE) sont celles de (S), mais dans un ordre qui peut étre différent,
2. les coefficients p1, ..., p, sont tous non nuls.
Les coefficients pi,...,pr, que 'on appelle les pivots, jouent un réle important. Pour arriver & la forme

échelonnée avec des pivots non nuls on peut étre amené au cours des calculs, a
1. permuter des variables
2. permuter des équations (application du point 1. de la Proposition 2.3.1).

Le principe général consiste & utiliser une équation & pivot non nul pour annuler les termes au-dessous
du pivot dans les équations suivantes du systéme. Décrire formellement 1'algorithme dans le cas général,
conduirait & des notations compliquées. Le mieux est de comprendre son fonctionnement sur des exemples.
Dans ce qui suit nous utilisons la notation algorithmique “+" pour “prend la valeur”. A part les permutations
éventuelles de variables ou d’équations, les seules transformations utilisées sont du type L; + L; + ALy, soit
“la ligne 4 est remplacée par la somme de la ligne ¢ et de la ligne & multipliée par A\”. Cette transformation
change le systéme en un systéme équivalent, d’aprés la Proposition 2.3.1.

Exemple 2.4.1 On considére :

z 42y —2 4+t =1 x +2y —z +t =1
(S ) r +3y +z —t = 2 o Y +2z =2t = 1 Lo+ Lo— 1,4
! —z 4y 47z 42t = 3 3y +6z 43t = 4 L3+ Ls+ Ly
2 4y -8z +t = 4 -3y —6z —t = 2 Li<+ L4—21,
r Y2y —z +t =1 r 2y +t -z =1
y 42z =2t = 1 y =2t 42z = 1
< 49t = 1 Ly Ly—3Ly ot - et
-7t = 5 Lyi<+ Li+3Ls —Tt =5
r +2y 4+t —2 = 1
y =2t +2z = 1
4 (SEl) ot - 1
0 = 2 Ly+ Li+{Ls
Exemple 2.4.2 On considére :
z 4y -3z -4t = -1 z +y -3z -4t = -1
(Sh) 2¢ +2y +2z -3t = 2 - 8z +5t = 4 Lo+ Lo—2I4
2 3r +6y -2z +t = 8 3y 47z +13t = 11 L3+« L3 —3L,
2t 4y 45z 4+t = 5 —y 411z 49 = 7 Li<+ Ly—214
z 4y -3z -4t = -1 z 4y -3z -4 = -1
o -y +1llz +9t = 7 Ly+ Ly N -y +1lz 49t = 7
3y +7z +13t = 11 40z 440t = 32 L3+ L3+ 3Lo

8z +5t = 4 Lo+ Ly 8z +5t = 4
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z +y -3z -4 = -1

-y +1lz 49 = 7

< (SEr) 40z 440t = 32
-3t = -2 Ly« Ly—1Ls

Exemple 2.4.3 On consideére :

T -y 4z +t = 3 r —y 4z +t = 3

(Ss) o 42y —2z =3 = 5 - Ty —6z —8 = —10 Lg<+ Lo —5I1,

3 —3z —4y +3z 42t = 1 —Ty 46z +5t = 10 Lg< L3+ 3L,

6r +y -2t = 8 Ty —6z —8 = —10 Li<+ Ly—6IL,

r -y +z 4+t = 3 r -y +t +z = 3
+7y —62z —8 = —10 +7y —8t —62z = —10

E
< 3t = 0 Ly Lyt Ly O OF) 3t = 0
0o = 0 Ly« Ly— Lo 0 = 0

Remarquez - dans le premier exemple - I’échange de z et ¢ pour respecter la régle des pivots non nuls. La
forme échelonnée n’est pas tout a fait la fin de I’histoire, mais elle donne déja beaucoup de renseignements
sur 'ensemble des solutions. Le systéme (S) peut contenir deux types d’équations. Celles dont le premier
membre est nul, s’il y en a, sont les équations de compatibilité. Le systéme ne peut avoir de solution que
si leur second membre est aussi nul.

r—y+2z =1 r—y+2z = 1
Montrez que le systéme 20+ 12y +2 = 5 est équivalent a 14y — 3z =
Jr —12y+8z = 1 z = —1

Observons que 'entier r est nécessairement inférieur ou égal & m et a n.
r < min(m,n).

Définition 2.4.1 Le rang d’un systéme d’équations linéaires est le nombre d’équations que compte tout
systeme échelonné équivalent. Il est égal au rang de la matrice des coefficients du systéeme.

Définition 2.4.2 Si on ajoute le vecteur colonne des seconds membres b a la matrice des coefficients A, on
obtient ce qu’on appelle la matrice augmentée que l’'on note [A|b].

Théoréme 2.4.1 Un systeme Ax = b de m équations a n inconnues est compatible si et seulement si
rg(A) = rg([AI).
1. Si le systéme a n équations et n inconnues, la matrice A carrée d’ordre n.
(a) Sirg(A) =n, (i.e. sidet(A) #0) alors rg(A) = rg([A|b]) et la solution est unique.
(b) Sirg(A) =rg([A]b]) < n, il y a une infinité de solutions.
(c) Sirg(A) #rg([A|b]), il n’y a pas de solution.
2. Si le systéme a m équations et n inconnues avec m > n alors
(a) Sirg(A) =rg([A|b]) =n, la solution est unique.
(b) Sirg(A) =rg([A]b]) < n, il y a une infinité de solutions.
(c) Sirg(A) #rg([Alb]), il n’y a pas de solution.
3. Si le systéme a m équations et n inconnues avec m < n alors
(a) Sirg(A) =rg([A]b]) <m <n, il y a une infinité de solutions.
(b) Sirg(A)#rg([A]b]), il n’y a pas de solution.
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Remarque 2.4.1 Soit A = (a;;) la matrice des coefficients du systéme (.5). Alors

0 <rg(A) < min{n,p}
rg(A) < rg([A[b]) < min{n,p+1}

Exemple 2.4.4

1. n équations et n inconnues.

1 2 3 12
(a) A= 1 -3 —7],b=|—-26].0narg(A) =3 (det(A) # 0) donc rg(A) = rg([A]b]) et la
-6 4 2 —4
solution est unique.
1 2 3 14
(b A=11 -3 —=7],b=|-26].Onarg(A) =rg([A|b]) =2 < 3 donc il y a une infinité¢ de
3 -2 -7 —22
solutions.
1 2 3 14
(¢ A=11 -3 —=7],b=1|-26|.0narg(A) =2%#rg([A|b]) =3 donc il n’y a pas de solution.
3 -2 =7 —20
2. m équations et n inconnues avec m > n.
2 4 4
(a) A=[2 —-3],b=118].0narg(A)=rg([A]b]) = 2 donc la solution est unique.
1 —4 14
2 -2 2 6
-1 2 3 0 . . "
(b) A = 0 -1 —4]| b= s On a rg(A) = rg([A]b]) = 2 < 3 donc il y a une infinité de
-2 3 2 -3
solutions.
2 =2 2 6
-1 2 3 0 . .
(c) A= 0 -1 —4]| b= | On arg(A) =2 # rg([A]b]) = 3 donc il n’y a pas de solution.
-2 3 2 -3

3. m équations et n inconnues avec m < n.

(a) A = (_21 _21 g), b = (;) On a rg(A) = rg([A]b]) = 2 < 3 donc il y a une infinité de

solutions.

(b) A= (i :; ;), b= (i) On arg(A) =1 # rg([A]b]) = 2 donc il n’y a pas de solution.

Viai-Faus 3

Soit (S) un systéme, que 'on résout par la méthode de Gauss. On note (SE) le systéme sous forme échelonnée.
Parmi les affirmations suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses et pourquoi ?
1. Si au moins un des pivots est nul, le systéme est impossible.
2. Si (S) a une solution unique, alors dans (SE), aucune équation n’a son premier membre nul.
3. Si (S) a plus d’équations que d’inconnues, alors dans (SE), au moins une équation a son premier membre
nul.
4. Si (S) a moins d’équations que d’inconnues, alors dans (SE) aucune équation n’a son premier membre
nul.

5. Si dans (SE) une équation a ses deux membres nuls, alors (S) a une infinité de solutions.
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Si (S) a moins d’équations que d’inconnues, et si dans (SE) toute équation dont le premier membre est
nul a un second membre nul, alors le systéme a une infinité de solutions

Si le systéme a une infinité de solutions alors il a moins d’équations que d’inconnues, ou bien au moins
une équation dans (SE) a un premier membre nul.

Si le systéme est impossible alors dans (SE) aucune équation n’a un second membre nul.

2.5 Forme résolue

Une fois le systéme mis sous forme échelonnée, s’il y a des équations de compatibilité et si I’'un des seconds
membres de ces équations est non nul, le systéme n’a pas de solution (on dit qu’il est impossible). C’est le
cas par exemple pour le systéme (S7) de la section précédente. S’il n'y a pas d’équations de compatibilité
ou si leurs seconds membres sont nuls, le systéme a des solutions et il faut les calculer. A partir du systéme
échelonné (SH), les étapes successives sont les suivantes :

1.
2.
3.
4.

supprimer les équations de compatibilité s’il y en a,
diviser chacune des équations restantes par son pivot,
si r < n, passer les termes en y,41,...,y, dans le second membre,

calculer y,,y,_1,...,y1, par combinaisons de lignes, en annulant les termes au dessus de chaque pivot
et en commengant par le dernier. Sir < n, yp4+1,. .., Yy, sont traités comme des paramétres, qui peuvent
prendre des valeurs réelles arbitraires.

Nous reprenons comme exemples les systémes (S2) et (S3) de la section précédente.

x +y -3z -4t = -1 x +y -3z -4t = -1
B A B A v
-3t = -k t = % Li+ —iLy
r +y —3z Y Li<+ Li+4L4 x +y 4 Ly« Ly +3L3
o y -1z = 5 Ly« Ly+9Ls y = & Loy« Ly+11L3
z = 0 L+ L3 — 14 4 = 0
t 2 t 2
x 2 L1<—L1—L2
N
z = 0
' =4

Le systéme est maintenant sous forme résolue : (2, %, 0, %) est la seule solution.

Voici un autre exemple.

zx -y +t +z = 3

r -y +t +z = 3
+7y —8 —6z = -—10
(SE3) _3¢ - 0 = y -3t =%z = - Ly %1L2
0 . 0 t = 0 L3 — —§L3

r -y -+t = 3—z x -y = 33—z L1+ L1 — L3
< Y —%t = —1—704—%2 < Y = —1—70+$z L2<—L2+%L3

T = L71 — %Z Ly« L1+ Lo
= Y = —% + gz

t = 0

Le systéme est maintenant sous forme résolue. Il admet une infinité de solutions, dépendant du paramétre
z. L’ensemble S des solutions s’écrit
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11 _ 10 16

S = {(7, ) 070) =+ Z(—77 7 1,0), z € R}
S est une droite affine, passant par la solution particuliére (1—71, —%, 0,0), de vecteur directeur (—%, g, 1,0).
Evidemment I’écriture de I’ensemble des solutions obtenue par la méthode de Gauss n’est pas la seule possible.

Dans I'exemple ci-dessus, S pourrait aussi s’écrire :

S ={(z,y,2,t) = (2,—4,-3,0) + \(1,—6,—7,0), A € R}.

Viai-Faus 4

Soient a et b deux paramétres réels. On considére le systéme :

r—2y = a
() { —2x+4z = b

Soit S ’ensemble des solutions de (S). Parmi les affirmations suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont
fausses et pourquoi?

1. Pour tout couple (a,b), S est un singleton.

2. Il existe (a,b) tel que S soit un singleton.

3. Si a = b alors S est I’ensemble vide.

4. Si b= —2a alors § est I’ensemble vide.

5

. Si b= —2a alors S est une droite affine.

Vrai-Fauz 5

Soient a et b deux parameétres réels. On considére le systéme :

r+ay = 1
() { r+by = 0°

Soit S 'ensemble des solutions de (S). Parmi les affirmations suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont
fausses et pourquoi ?
1. Pour tout couple (a,b), S est un singleton.
Il existe (a,b) tel que S soit un singleton.
Sia =0 alors S est I’ensemble vide.

Si b = 2a alors S est ’ensemble vide.

AN R

Sia#0etb=2aalors S est un singleton.

Viai-Faus 6

Soient a et b deux paramétres réels. On considére le systéme :

r+ay = 1
(%) { 204+by = 2

Soit S I’ensemble des solutions de (S). Parmi les affirmations suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont
fausses et pourquoi?

1. Pour tout couple (a,b), S est une droite affine.

2. 1l existe (a,b) tel que S soit une droite affine.

3. Il existe (a,b) tel que S soit I'ensemble vide.
4. Si b= 2a alors S est I’ensemble vide.
5

. Si b= 2q alors S est une droite affine.
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Viai-Faus 7

Soient a et b deux paramétres réels. On considére le systéme :

r—y+z =1
(S) ¢ —ax+ay—z = —1.
bz = 1

Soit S I'ensemble des solutions de (S).

1. Pour tout a, S est non vide.
Si b # 0, alors pour tout a, S est un singleton.
Si (a,b) = (1,1), alors S est une droite affine.
Si (a,b) # (1,1), alors S a au plus un élément.
Si(0,0,1) € S, alors b = 1.

Exercice 38| Déterminer, selon les valeurs du paramétre réel a, 'ensemble des solutions des systémes

AR

suivants.
-2y = 2 ax+y = 2
r—ay = a rc4+ay = 2
ax+(l—a)y = 1 ar+(1—a)y = a
(l1—a)xr—ay = a ar+ay = a
Résoudre les systémes linéaires suivants.
r—2y+3z = 5 x+2y—z = 5
2c —4y+2z = 5 2c+y+2z = 10
3r—by+2z = 8 z+2z = 0
r—y+3z = 2 2r4+y—2z = 3
—x+4dy+z = —1 rT—y+z = 2
3r—2y—3z = 4 r+y+2z = 0
—y+z =1 +y—2z = 3
—Hr+2y—z = -1 —2r—-3y+z = 2
r—2z = 4 3r+y—2z = 0
10z +9y+2 = -50 10z 4+9y+2 = -50

92 4+ 10y + 52 = 41

9z + 10y + 5z = 40
r+oy+9z = 180

r+5y+9z = 180

Résoudre les systémes linéaires suivants.

r—2y+3z = 0 z+2y—2z = 0
2c —4y+z2z = 0 2c+y—2z = 0
3r—6y+2z = 0 r—z = 0
r—y+3z = 0 20 4+y—2z = 0
—z+4dy+z = 3 z—y+z = 1
—3Jy—4z = -3 r4+2y—3z = =2
—y+z = 1 +y—2z = 3
3x4+2y—2 = 2 —2r—-3y+z = -2

x—2z = -1 3z+y—3z =1
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Exercice 41| Résoudre les systémes linéaires suivants.

r—y—z—1t = 3 z—y+z—t =1
20 —z+3t = 9 x+y—z—1t = -1
3r+3y+2z = 4 z4+y+z—t = 0
—rz—-2y+z—t = 0 rT—y—z2z+t = 2
3r+4y+z2+2t = 3 rT—2y+z+t = -2
6x+8y+2z+5t = 7 2t —y—z—t = —1
9r + 12y + 32410t = 13 r+y+z+t = -8
r+2y—3z = 4 y+z = 5
z+3y—z = 11 rx+z = 4
2¢ +5y—5z = 13 r+y+2z = 9
r+4dy+z = 18 —r+y = 1

Exercice 42| Déterminer, selon les valeurs du parameétre réel a, 'ensemble des solutions des systémes

linéaires suivants.

20 4+3y—2z = 5 rT—y+az = a
r—2y+3z = 2 z+ay—z = -1
dr—y+4z = a rT+y+z = 2
r4+y+2a—-1)z = 1 3ax+ (Ba—Ty+(a—5)z = a—1
ar+y+z = 1 (2a— Dz + (da—1y+2az = a+1
r+ay+z = 3(a+1) dar+ (ba—Ty+ (2a—5)z = a—1
drtay+dz = 0 r+2y—z+t = 1
eyt oe — 3 T+3y+z-t = 1
Y N 2r+y—8z+t = a
r—2y+az = 1 ax+y+z+t = 1
3z —ay+2z = 1 r4+ay+z+t = -1
ax+y—z = 0 r+yt+az+t = 1
r—2y+z = a z+y+z+at = -1

Exercice 43| Déterminer, selon les valeurs des paramétres réels a et b, ’ensemble des solutions des systémes

linéaires suivants.

Jr+y—2z = 1 ar+(b—-1y+2z = 1

bx4+2y—2z = a ar+ (20 —-3)y+3z = 1

dr+y—2z = b ar+(b-1y+(b+2)z = 2b—-3
2r+y—z = 2 ax+y+z+t = 1
r—y+z = 4 r4+ay+z+t = b
3r+3y—2z = d4da r+ytaz+t = b

(2—a)z+2y—2z —2b r+y+zt+at = b

Exercice 44| Donnez-vous une heure pour répondre & ce questionnaire. Les 10 questions sont indépen-
dantes. Pour chaque question 5 affirmations sont proposées, parmi lesquelles 2 sont vraies et 3 sont fausses.

Pour chaque question, cochez les 2 affirmations que vous pensez vraies. Chaque question pour laquelle les 2
affirmations vraies sont cochées rapporte 2 points.

1. (a) Siun systéme a 4 équations et 2 inconnues, alors il est impossible.
(b) Si un systéme a 1 équation et 3 inconnues, alors il a une infinité de solutions.

(c) Si un systéme a 3 équations, 2 inconnues, et un second membre nul, alors il a au moins une
solution.
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(d) Si un systéme a 2 équations, 2 inconnues, et un second membre nul, alors il a exactement une
solution.

(e) Si un systéme a 3 équations et 2 inconnues, et un second membre nul, alors il a une infinité de
solutions.

2. Soit (S) un systéme de 2 équations & 3 inconnues.

(a) Le systéme (S) a forcément une infinité de solutions.

(b) Siles deux équations ont le méme premier membre, alors le systéme (S) a une infinité de solutions.

(c¢) L’ensemble des solutions du systéme (S) est forcément une droite affine.

(d) Le systéme (S) est impossible si et seulement si les deux équations sont celles de deux plans

paralléles non confondus.

Si le systéme (S) a une solution, alors il en a une infinité.

(S) un systéme linéaire et (H) le systéme homogene associé.

Le systéme (H) a forcément au moins une solution.

Si le systéme (S) est impossible, alors le systéme (H) a une infinité de solutions.

Si le systéme (S) a une infinité de solutions, alors le systéme (H) a une infinité de solutions.

(d) Si sg et s1 sont deux solutions de (S), alors 3sg — 2s; est solution de (H).
(e) Si sp et s1 sont deux solutions de (H), alors 3sg — 2s; est solution de (S).
4. Soit (S) un systéme, que l'on résout par la méthode de Gauss. On note (SE) le systéme sous forme
échelonnée.

(a)
(b)

5. Soit
(a)
(b)
(c)

(d)
(e)

Si (S) a 2 équations et 3 inconnues, alors dans (SE) aucune équation n’a son premier membre nul.

Si (S) a 3 équations et 2 inconnues, alors dans (SE) au moins une équation a son premier membre
nul.

Si (S) a 4 équations et 3 inconnues, alors dans (SE) exactement une équation a son premier
membre nul.

Si dans (SE) toute équation dont le premier membre est nul a aussi un second membre nul, alors
le systéme (S) a au moins une solution.

Si (S) a une solution unique, alors dans (SE) aucune équation n’a son premier membre nul.
(S) un systéme de 4 équations & 3 inconnues.

Le rang de (S) est au moins égal a 3.

Si (S) est de rang 3, alors (S) a une solution unique.

Si (S) est de rang 2, alors soit (S) est impossible, soit ’ensemble des solutions de (S) est une droite
affine.

Si (S) est de rang 1, alors I'ensemble des solutions de (S) est un plan affine.

Si (S) est de rang 3 et si son second membre est nul, alors (0, 0, 0) est 'unique solution de (S).

6. Soient a et b deux paramétres réels. On considére le systéme :

dr —2y = a
(S){—2x+y = b

Soit S I'ensemble des solutions de (S).

(a)
(b
(
(d
(e

C

)
)
)
)

Sia=0b+#0 alors S est I’ensemble vide.

Il existe un couple (a,b) tels que S soit un singleton.

Pour tout couple (a,b) tel que a # b, le systéme (S) est impossible.

Il existe un couple (a,b) tels que S soit un espace affine de dimension 2.

Sia = —2b alors S est une droite affine.
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7.

10.

Soient a et b deux parameétres réels. On considére le systéme :
r—ay = a
() { a:n—aggj = b

Soit S I'ensemble des solutions de (S).

(a) Si(a,b) =(1,1), alors S est une droite affine.

(b) Si a =0, alors pour tout b le systéme est impossible.

(c¢) Si(a,b) =(1,2), alors S est un singleton.

(d) Si(a,b) =(2,1), alors S est un singleton.

(e) Sia#b,alors S n’est pas vide.

Soient a et b deux paramétres réels. On considére le systéme :

z—ay = 1
(S) { -2z +by = -2
Soit S I’ensemble des solutions de (S).

(a) Sile produit ab est nul, alors S est un singleton.

(b) Pour tout couple (a,b), le systéme (S) a au moins une solution.

(c) Pour tout couple (a,b), (1,0) appartient a S.
(d) Il existe un couple (a,b) tel que (0,0) appartienne a S.
(e) Sia=b, alors S est une droite affine.

Soient a et b deux paramétres réels. On considére le systéme :

r—y+z = 1
(S) ay+z = 1 .
bz = 2a

Soit S I'ensemble des solutions de (S).

(a) Pour (a,b) = (1,1) le systéme (S) est sous forme échelonnée.

(b) Si (a,b) = (0,1), alors S est vide.

(c¢) Si (a,b) =(0,0), alors S est un plan affine.
(d) Sib#0, alors pour tout a, S est un singleton.
(e) Sia =0, alors pour tout b, S est vide.

Soient a et b deux paramétres réels. On considére le systéme :

r—y+z =1

(S) —ar+ay—z = —1 .

—x+y+bz = b
Soit S I'ensemble des solutions de (S).
(a) Sia =1, alors pour tout b, S est une droite affine.
(b) Pour tout (a,b), S est non vide.
(c) Il existe (a,b) tel que S soit un singleton.
(d) Pour (a,b) = (1,0), (0,0,0) € S.
(e) Pour (a,b) = (1,—1), S est un plan affine.

Essayez de bien rédiger vos réponses, sans vous reporter au cours. Si vous souhaitez vous évaluer,
donnez-vous deux heures; puis comptez un point pour chaque question & laquelle vous aurez correcte-

ment répondu.
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Soient a et b deux paramétres réels. On considére le systéme :

ay+az = ab
(S) bz = a
r+y+z = 1

1. Mettre le systéme (S) sous forme échelonnée, discuter son rang selon les valeurs de a et b.

2. Sia et bsont tous les deux non nuls, montrer que le systéme a une solution unique, et donner I’expression
de cette solution en fonction de a et b.

3. Pour a = 0, donner des équations paramétriques de ’ensemble des solutions de (S).

2.6 Les formules de Cramer

Quand un systéme linéaire de n équations & n inconnues est de rang n, il a une solution unique. Il existe
une formule explicite qui relie la solution (z1,...,z,) aux coefficients. Elle est connue, au moins pour les
faibles valeurs de n, depuis trés longtemps, méme si elle est attribuée traditionnellement au mathématicien
genevois Gabriel Cramer (1704-1752)

Commengons par le cas n = 2 :

1,171 +a12x2 = by
a2,1%1 + as2x2 = b
Ce systéme a une solution unique si et seulement si son déterminant est non nul :

a1l aip
a1 Q22

A= =ay1a22 —az1012 7 0.

Si c’est le cas, les coordonnées de la solution s’écrivent comme des rapports de déterminants :

br aiz2 a1 b
biaz — boay 2 by azz baai 1 — bias; asy bo
Trl = = T = =
A A ’ A A

Une formule analogue permet de calculer la solution d’un systéme 3 x 3 :

a7, + a1272 +a13r3 = b
a 171 + ag2xs +as3rz = by .
asz w1 + az2rs +azzry = b3

Ce systéme a une solution unique si et seulement si son déterminant est non nul :

a1 012 Qi3
A=|ax1 azp a3 | #0.
asi as2 ass

Si c’est le cas, les coordonnées de la solution s’écrivent encore comme des rapports de déterminants :

bi a2 a3 a1 b a3 a1 aiz by

by as2 az3 a1 by asg3 as1 az2 by

b3 asz2 asz3 azq bz as3 az1 az2 b3
x = A , Ty = A , T3 = A

La notion de déterminant s’étend & des tableaux carrés de nombres n x n pour n quelconque. On peut en
donner la définition récursive suivante.

Définition 2.6.1 Soit (a;;), i,j =1,...,n un tableau carré de n x n réels.
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1. Sin =1, on appelle déterminant d’un tableau contenant un seul réel ce réel lui-méme.

2. sin>1, pouri,j=1,...,n notons A;; le déterminant du tableau carré (n — 1) x (n — 1) obtenu en
supprimant la i-ieéme ligne et la j-iéme colonne du tableau initial. On appelle déterminant du tableau
n X n la quantité

A = Z(—l)i+jai7in7j .
=1

Vous pouvez vérifier que I'application de cette définition & un déterminant 2 x 2 ou 3 x 3 donne bien le calcul
que vous savez effectuer.

Les formules de Cramer expriment les coordonnées de la solution d’'un systéme de n équations a n
inconnues comme des rapports de déterminants. Soit le systéme

a1+ ... Hajrit o0 Faipr, = b
(S) a;1T1+ ... Fai T+ ... FaipTn, = b;
am71$1+ . +am7j$]+ cee +am,nxn = bm

Le déterminant de ce systéme est celui du tableau des coefficients du premier membre :

air .- aLj -.. Q1n
A= a1 e ai,j .. Qn
an,1 .- amj -e. Onn

Théoréme 2.6.1 Le systéme (S) a une solution unique si et seulement si son déterminant A est non nul.

Pour j = 1,...,n, notons A; le déterminant obtenu en remplacant la j-ieme colonne de A par le second
membre. Si A # 0, lunique solution du systéeme (S) est telle que :
Aj

Pour séduisantes qu’elles soient, les formules de Cramer sont parfaitement inefficaces. Le probléme vient du
calcul du déterminant. Si on applique la Définition récursive 2.6.1, elle implique n calculs de déterminants
de taille (n — 1) x (n — 1), suivis de n multiplications et (n — 1) additions. Pour chacun des déterminants de
taille (n — 1) x (n — 1), il faudra recommencer avec n — 1 déterminants de taille (n — 2) x (n — 2). Au total,
si on programme avec un algorithme récursif la Définition 2.6.1, le calcul d’un déterminant n X n prendra
de 'ordre de n(n!) opérations. Il se trouve que le bon moyen algorithmique de calculer un déterminant est

la méthode du pivot de Gauss. On montre en effet qu'un déterminant n’est pas modifié si on ajoute a une
ligne une combinaison linéaire des autres. Il est changé en son opposé si deux lignes ou deux colonnes sont
permutées. Si on applique la méthode du pivot de Gauss au systéme (S), on arrive a un systéme échelonné
(SE). Le déterminant de (SE) est celui d’un tableau de nombres triangulaire : ses coefficients au-dessous de
la diagonale sont nuls. Le déterminant de (SE), qui est égal ou opposé a celui de (S), est tout simplement
le produit des pivots. Le nombre d’opérations pour calculer un déterminant n x n par la méthode du pivot
de Gauss est de 'ordre de %n3, soit trés inférieur a ce que requiert la Définition 2.6.1. Donc pour utiliser les
formules de Cramer, il faudrait appliquer la méthode du pivot de Gauss & (n+ 1) systémes, avant d’effectuer
les quotients des déterminants obtenus : mieux vaut ne 'appliquer qu’a un seul!

1 -1 2 x 2
Résolvez le systéme |2 1 0 y|l=1-1
3 2 0 z 1
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2.7 Calcul de l'inverse de A

Définition 2.7.1 Soit A une matrice carrée d’ordre n. Etant donné un couple (i,7) d’entiers avec 1 < 1,7, <
n, on note A;; la matrice carrée d’ordre n — 1 obtenue en supprimant la i-iéme ligne et la j-ieme colonne de
A. On appelle cofacteur de ’élément a;; le nombre (—1)" det(A;;).

A étant inversible, pour obtenir A~! il suffit de résoudre le systéme Az = b qui admet pour solution
z = A71b. On peut alors calculer A~ de deux maniéres suivantes :

1. (a) On calcule la matrice des cofacteurs des éléments de A, appelée comatrice de A,
(b) on transpose la comatrice de A,
(c) on divise par det(A).

2. La matrice A est inversible si et seulement si on obtient par opérations élémentaires sur les lignes
de A une matrice triangulaire sans zéros sur la diagonale. Elle est non inversible si et seulement si
on obtient une matrice triangulaire, avec un zéro sur la diagonale. Si A est inversible, on effectue les
mémes opérations sur la matrice [A|,,] jusqu’a obtenir [I,,|A™!].

1 1 -1
1. Calculez I'inverse de la matrice A= | -1 1 1 | al’aide des deux méthodes précédentes.
1 -1 1
2. Utilisez la question précédente pour résoudre le systéme
r+y—z = 2
—x+y+z = 5.
r—y+z = 3

Un modéle de chaine haute fidélité en vente promotionnelle est constituée de 3 éléments :

— un amplificateur-récepteur de radio de prix =z,

— une platine CD de prix y,

— une paire d’enceintes acoustiques de prix z.
(Les prix sont donnés en euros).
Si une remise de 10% est faite sur le prix x et une remise de 10% sur le prix y, la chaine compléte cotiterait
435, 6 euros.
Si les remises sur les prix z et z étaient respectivement de 20% et de 10%, la chaine compléte cotiterait 422, 4
euros.
Finalement, si les remises sur les prix y et z étaient respectivement de 10% et de 20%, la chaine compléte

cotiterait 421, 3 euros.
1. Former le systéme de trois équations & trois inconnues z, y et z qui résulte des données précédentes.

2. Calculer z, y et z.

Soit f la fonction définie sur | — 1; 00| par

flx)=—-2Inzx+ —2.

2 —1
1. Déterminer les réels a, b et ¢ tels que la fonction F' définie sur | — 1; +o0[ par :

F(z)=axInz +bln(x — 1) + cln(x + 1) soit une primitive de f sur | — 1;+o0[.

3
2
2. Calculer/ (—21nx+ 5 — 2) dz.
2 s —1
(on donnera la valeur exacte en fonction de In2 et de In 3).
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Une entreprise fabrique trois produits A,B et C & partir de trois facteurs de production
U, V et W. La fabrication :

— d’une unité de A consomme 3 unités de U, 1 unité de V et 2 unités de W,
— d’une unité de B consomme 2 unités de U, 2 unités de V et 1 unité de W,
— d’une unité de C consomme 0 unité de U, 1 unité de V et 1 unité de W.
L’entreprise dispose d'un stock de 18 unités de U, 9 unités de V et 10 unités de W.
Un programme de fabrication est défini par les trois valeurs
.« : quantité de produit A fabriqué,
.y : quantité de produit B fabriqué,
. z : quantité de produit C fabriqué.
On demande de déterminer, s’il existe, un programme de fabrication qui épuise exactement le stock de
facteurs disponibles.

1. Ecrire sous la forme d’un systéme linéaire les relations que doivent remplir z, y et z.
2. Résoudre ce systéme en détaillant la méthode choisie.

3. Donner en conclusion la réponse au probléme.

Une entreprise de mécanique fabrique trois types de piéces A, B et C dans trois ateliers
d’usinage, montage et finitions. Les données techniques et commerciales relatives a cette fabrication sont

résumées dans le tableau suivant :

Nombre d’heures-machines | Prix de
nécessaires a la fabrication vente
d’un lot de 10 piéces d’un
usinage | montage | finitions lot
Piéces A 1 1,5 1,5 335
Piéces B 2 1,5 2,5 515
Piéces C 4 4,5 1,5 925
Cott
variable de 60 80 50
I'heure (euros)
Capacité
de l'atelier 2000 2400 2400
(h/mois)

1. Existe-t-il un programme de fabrication utilisant & plein les capacités de chaque atelier ?
2. Quel est le bénéfice réalisé :
(a) lors de la fabrication et de la vente de 800 piéces A, 200 piéces B et 200 pieces C?

(b) pour le programmme trouvé au 1.7

Une entreprise fabrique des appareils de trois types différents (L), (C) et (V).

Pour un appareil de type (L), on a besoin de 10kg d’acier, 2kg de peinture et 10h de travail.

Pour un appareil de type (C), on a besoin de 4kg d’acier, 1kg de peinture et 6h de travail.

Pour un appareil de type (V), on a besoin de 10kg d’acier, 2kg de peinture et 12h de travail.

On appelle respectivement z, y et z les quantités d’appareils (L), (C) et (V) fabriqués et a, p et t les quantités
d’acier (en kg) de peinture (en kg) et de travail (en heures) nécessaires pour leur fabrication.
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1. Déterminer a 'aide des données précédentes le systéme linéaire induisant z, y, z, a, p et t.

2. En déduire les quantités d’appareils de chaque type (L), (C) et (V) fabriqués en un mois, sachant que
4200 kg d’acier, 800 kg de peinture et 5000 heures de travail ont été nécessaires.



Chapitre 3

Dimension finie

Ce chapitre est fondamental : les espaces vectoriels vous accompagneront tout au long de vos études
mathématiques, et il est indispensable d’avoir compris les espaces de dimension finie avant d’aller plus loin.
Méme si les espaces vectoriels vous sont présentés ici sous forme assez générale, I’objectif principal est de
comprendre le cas de R", I'espace vectoriel des n-uplets de réels. N’hésitez pas & vous reporter & 'intuition
géométrique que vous avez des vecteurs en dimension 2 et 3.

3.1 Espaces et sous-espaces

Nous considérons dans ce chapitre la théorie des espaces vectoriels de dimension finie. Dans la mesure
ou il ne sera question que de vecteurs, abandonner les fléches au-dessus de leurs écritures ne devrait pas
introduire de confusion. Un espace vectoriel est un ensemble sur lequel sont définies

— une addition interne (on peut ajouter entre eux deux éléments de I’ensemble) ;

— une multiplication externe (on peut multiplier un élément de I’ensemble par un nombre réel).

Ces deux opérations doivent vérifier certaines propriétés de compatibilité qui sont listées dans la Définition
3.1.1.

Définition 3.1.1 On dit que E est un espace vectoriel sur R si E est muni d’une addition et d’une multi-
plication externe vérifiant les propriétés suivantes.

— Addition : ExE = B
(v,w) — v+w

1. Associativité : Yu,v,w € E, u+ (v 4+ w) = (u+v) + w.
2. Elément neutre : e €¢ E ,Yv e E, v+e=e+v =v.
3. Opposé :Yve E, W e E,vo+v =v +v=ce¢.
4. Commutativité : Yv,w € E, v+ w = w + v.
RxFE — FE
(ANv) = o
5. Associativité : YA\, p € R, Vv € B, AMpw) = (Ap)v.
6. Elément neutre : Vv € FE, 1lv = v.
7. Distributivité (1) : YA\, p € R, Yo € E, (A4 p)v = Av + pwo.
8. Distributivité (2) : VA € R, Vo,w € E, A(v+ w) = Av + \w.

— Multiplication externe : {

La proposition suivante nous autorisera a noter 0 1’élément neutre pour l'addition (nous I’appellerons
“vecteur nul”) et —v l'opposé de v.
Proposition 3.1.1 Soit & un espace vectoriel.

1. Le produit par le réel 0 d’un vecteur v quelconque est I’élément neutre pour l'addition :

Yv e FE, Ov=ce.
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2. Le produit par le réel —1 d’un vecteur v quelconque est son opposé pour ’addition :

Voe E, v+ (-1v=e.

Exercice 53| Parmi les espaces suivants, quels sont ceux qui sont des espaces vectoriels 7

{<>€M21 )tellequea—l—b:l}
a
2. B b | € M3i(R) telle que 2a —5b+c=0etb+c=0
c
Q@
3. C f € My 1(R) telleque a+v—20 =—-1let2a—3+3y=0
0
4. D = {<Z>EM21 tellequea2+b20}
a
5. F i € My1(R) telle que a —2b — 3¢ —4d =0
d
a a—2b+c = 0
6. F b| € M31(R) telle que { b—2a+c = 0
c—2b+a = 0
2 5
7. G = {XGMQl ) telle que (1 3>X—3X}
8. H= {XGMgl ) telle que (2 §>X <;>}
1 2 3
9. K=¢XeM;3i(R) telleque |3 1 2| X=X
2 3 1
L’exemple fondamental est ’ensemble des n-uplets de réels :

R™ = {(x1,...,Zn),x1,...,Tn € R}.

L’ensemble des n-uplets de réels (couples pour n = 2, triplets pour n = 3,...), est muni de l'addition et de
la multiplication par un réel, coordonnée par coordonnée.

— Addition : (1,2,3,4) + (3,-1,-2,2) = (4,1,1,6),

— Multiplication externe : (—2)(3,—1,—-2,2) = (—6,2,4, —4).
Le singleton contenant seulement le vecteur nul est un espace vectoriel particulier.

L’associativité de I'addition permet d’écrire (sans parenthéses) des combinaisons linéaires de vecteurs.

Définition 3.1.2 Soient vy,...,v, n vecteurs d’un espace vectoriel E. On appelle combinaison linéaire de
V1, ..., Upn, tout vecteur s’écrivant :

n
)\11}1 +...+ )\nvn = Z )\ivi;
i=1

ot A1,...,\, sont des réels.



3.2. COMBINAISONS LINEAIRES 33

Il est inutile de s’inquiéter de la quantité de propriétés a vérifier dans la Définition 3.1.1. Dans tous les
exemples que 'on rencontrera, les opérations sont parfaitement naturelles et leurs propriétés évidentes. On
ne vérifie d’ailleurs jamais les 8 propriétés de la Définition 3.1.1. La raison pour laquelle c’est inutile est que
tous les espaces vectoriels que I'on utilise sont des sous-espaces d’un espace vectoriel, c’est-a-dire qu’ils sont
des sous-ensembles, sur lesquels on applique localement les opérations de I’espace entier.

Définition 3.1.3 Soit E un espace vectoriel et F' un sous-ensemble non vide de E. On dit que F est un
sous-espace vectoriel de E s’il est un espace vectoriel pour l’addition et la multiplication externe de E.

Observons que tout sous-espace vectoriel de E contient au moins le vecteur nul. La notion prend tout son
intérét grice au théoréme suivant.

Théoréme 3.1.1 Soit E un espace vectoriel et F' C E un sous-ensemble non vide de E. L’ensemble F' est
un sous-espace vectoriel de E si et seulement si :

Yo,w e F v+wéeF

Yve F,YAeR Ml eF. (3.1)

Théoréme 3.1.2 Soit E un espace vectoriel et F' C E un sous-ensemble non vide de E. Les trois affirmations
sutvantes sont équivalentes.

1. F est un sous-espace vectoriel de E.
2. F contient toutes les combinaisons linéaires de 2 de ses vecteurs.
Vo,we F, VA, p € R, \v+ pw € F.

3. Pour tout n > 1, F' contient toutes les combinaisons linéaires de n de ses vecteurs.

Vor,.. 00 € F, VA1, A €R, D A € F.
i=1

Vrai-Faux 1. Parmi les sous-ensembles suivants de R3, lesquels sont des sous-espaces vec-
toriels, lesquels ne le sont pas et pourquoi?

L. {(z,y,2) € Rz =0},

2. {(z,y,2) ER3, . +y =1},

3. {(x,y,2) ER}z=0et z+y+2z=0},
4. {(z,y,2) ER}z=0et x+y+2=1},
5. {(x,y,2) € R sin(x) = 0},

6. {(x,y,2) ER3 z =19y =2},

7. {(z,y,2) € R [z| = [y| = |2[},

8. {(x,y,2) € R3, 22 + 9% + 22 =1},

9. {(z,y,2) € R® 2% + 4% + 22 = 0}.

3.2 Combinaisons linéaires

D’aprés le Théoréme 3.1.2, un sous-espace vectoriel contient toutes les combinaisons linéaires d’un nombre
quelconque de vecteurs : pour tout entier n, pour tous vecteurs vy, ..., v, de E, et pour tous réels A{,..., \,,

n
Av1 + ..+ A, :Z)\ivi e F.
=1
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Une des maniéres de fabriquer un sous-espace vectoriel est de partir d’'un ensemble quelconque d’éléments,
puis de lui ajouter toutes les combinaisons linéaires de ces éléments.

Définition 3.2.1 Soit E un espace vectoriel et V. un ensemble non vide (fini ou non) de vecteurs de E.
On appelle sous-espace engendré par V [’ensemble des combinaisons linéaires d’un nombre fini quelconque
d’éléments de V.

L’ensemble des combinaisons linéaires d’éléments de V' est un espace vectoriel, d’aprés le Théoréme 3.1.2. Le
méme théoréme implique aussi que tout espace vectoriel contenant V' doit contenir toutes les combinaisons
linéaires de ses éléments. Donc le sous-espace engendré par V' est inclus dans tout sous-espace contenant V.

Une famille finie de vecteurs est un n-uplet de vecteurs.
F = (vl,...,vn)

L’espace vectoriel engendré par F est 'ensemble des combinaisons linéaires de vy, ..., vy,.

{Z)\ivi,Vi: 1,...,n, A GR}.
=1

A cause de la commutativité de I’addition, changer I’ordre dans lequel on écrit les vecteurs de la famille, ne
modifie pas 'espace engendré.
Pour n = 1, l'espace engendré par un seul vecteur v (non nul) est une droite vectorielle :

{\v, A € R}.
Pour n = 2, l'espace engendré par deux vecteurs v et w (non proportionnels) est un plan vectoriel :
{\+ pw, A\, € R},
L’espace vectoriel R™ est engendré par les n vecteurs
(1,0,...,0), (0,1,...,0),...,(0,0,...,1).
En effet, on peut écrire tout vecteur (x,xa,...,x,) de R”, comme la combinaison linéaire :
x1(1,0,...,0) +x2(0,1,...,0) + ...+ 2,(0,0,...,1).

Deux familles de vecteurs différentes peuvent engendrer le méme espace vectoriel. Par exemple R? est engendré
par

F= ((1a0)7(07 1))7
mais aussi par
g= ((171)7(17_1))'

En effet, tout vecteur (x,y) s’écrit :

Tty r—y
1 1
Onposee;=|—-1]etea=1| 1
2 -1

1. Déterminer tous les vecteurs de R? qui sont combinaisons linéaires de e et es.

2. Parmi les vecteurs suivants, repérer ceux qui sont combinaisons linéaires de e; et es puis expliciter la
combinaison linéaire correspondante.
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3 4 10 -1 1 10
A=\1|,B=|1],C=|-4|, D=3, E=|-5|,F=|-2
0 0 11 4 8 9
1 1 1
On considere les vecteurs ey = | 1], ea=|2],e3= |2
1 2 3

1. Montrer que tout vecteur X de M3 1(R) est combinaison linéaire de ey, ez, es.

2. Est-ce le cas si I'on considére seulement la famille ey, eg ?

-1
3. Est-ce le cas si I'on remplace eg par le vecteur é3 = | —4 | 7
—4
1 1 2 0
4. Est-ce le cas si 'on choisit la famille 11,121,13],(1 ?
1 2 3 1

Pour chacune des familles des vecteurs suivantes, déterminer son rang et donner une base
de ’espace vectoriel qu’elle engendre.

1. ((1,0,1),(-1,0,-1),(2,0,2))

2. ((1,0,1),(~1,0,-1),(2,0,2),(0,1,0), (1,1,1), (1, -2, 1))

3. ((1,0,1),(~1,0,-1),(2,0,2),(0,1,0), (1,1,1), (1, -2, —1))
4. ((1,0,1,0), (—=1,0,—1,0),(1,1,1,1),(0,1,0,1), (1,2,1,2))
5. ((1,0,1,0), (~1,0,-1,0), (1,1,1,1),(0,1,0,1), (1,2, 1,0))
6. ((1,0,1,0),(=1,0,-1,0),(1,1,1,0),(0,1,0,1),(1,2,1,0))

Définition 3.2.2 Soit E un espace vectoriel et F une famille d’éléments de E. On dit que F' est une famille
génératrice si ’espace engendré par F' est égal a E.

Par exemple 7 = ((1,0),(0,1)) et G = ((1,1),(1,—1)) sont deux familles génératrices de R?. Par contre
((0,1), (0,2)) n’est pas une famille génératrice de R2. Les familles suivantes sont aussi des familles génératrices

de R2.
((17 0)7 (07 1)7 (17 1)) ) ((17 1)7 (17 _1>7 (07 1)) ) ((17 0)7 (O, 1>7 (17 1)7 (17 _1))'

Par rapport a F et G, elles contiennent des vecteurs superflus. Si dans une famille de vecteurs, un vecteur est
combinaison linéaire des autres, on peut 'enlever de la famille sans changer I'espace engendré. Une famille
de laquelle on ne peut rien enlever sans changer I'espace engendré est une famille libre.

Définition 3.2.3 Soit F' = (v1,...,v,) une famille finie de vecteurs. On dit que F est une famille libre si
pour tous Ai,...,\p € R,

D Awi=0= (Vi=1,...,n,X =0).
i=1

Elle est dite liée dans le cas contraire.

On dit aussi que les vecteurs v1, ..., v, sont linéairement indépendants quand leur famille est libre. Comme
cas particuliers, une famille contenant le vecteur nul est liée ; une famille contenant un seul vecteur non nul
est libre. On utilise souvent la caractérisation suivante :

Proposition 3.2.1 Soit n un entier au moins égal a 2. Une famille de n vecteurs est liée si et seulement si
['un des vecteurs est combinaison linéaire des autres.
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Dans R?, la famille ((0,1),(0,2)) est liée. A I'inverse, les familles F = ((1,0),(0,1)) et G = ((1,1), (1, —1))
sont deux familles libres de R?. Dans R”, ((1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,0,...,1)) est une famille libre.

Vrai-Faux 2. Parmi les familles suivantes de vecteurs de R3, lesquelles sont génératrices,
lesquelles ne le sont pas, et pourquoi ?

1. {(1,1,0),(0,1,1)},
2. {(0,0,1), (0,1,1) (1,1,1)},
3.{(0,1,-1),(1,0,-1),(1,-1,0)},
4. {(1,2,3),(4,5 6),(7 8,9)},

{( (0,1,1

5. {(0,0,1),(0,1,1),(1,1,1),(1,2,1)}.

Vrai-Faux 3. Parmi les familles suivantes de vecteurs de R?, lesquelles sont génératrices,
lesquelles ne le sont pas, et pourquoi ?

1. {(0,1,-2,1),(1,-1,0,3),(-2,7,-10, -1)},
2{@001%@QLD(QLLU(LLLU}
3. {(1,2,3,4),(5,6,7, 0) (8,9,0,0),(1,0,0,0)},
4. {(0,1,-1,0),(1,0,—1,0),(1,-1,0,0),(0,0,0,1)},
5. {(1,1,1,2),(1,1,2 1) (1 2,1,1),(2,1,1,1)}.

Vrai-Faux 4. Parmi les familles suivantes de vecteurs de R3, lesquelles sont libres, lesquelles
ne le sont pas, et pourquoi?

1. {(1,1,0), (0,1, 1)}

2. {(1,1,0),(=1,-1,0)},

3. {(0, 0,1),(0,1,1) (1,1,1)}

4. {(0717_1)7( ( _170)}7
5. {(0, 0,1),(0,1,1) (1,1,1) (1,2,1)}.

Vrai-Faux 5. Parmi les familles suivantes de vecteurs de R*, lesquelles sont libres, lesquelles
ne le sont pas, et pourquoi?

1. {(0,1,-2,1),(1,-1,0,3),(=2,7,-10,—1)},
2. {(0,1,-2,1),(1,-1,0,3), (1,4, —6,0)},
S{WOOILWOJJ)mJJJ)QJJJﬂ
4. {(0,1,-1,0), (1, ,0),(1,-1,0,0),(0,0,0,1)},
5. {(1,1,1,2),(1,1,2 1) (1 2,1,1),(2,1,1,1)}.

3.3 Bases

Ce chapitre ne traite que des espaces finiment engendrés.

Définition 3.3.1 On dit qu’un espace vectoriel est finiment engendré s’il est engendré par un nombre fini
de vecteurs.

Voici deux observations symétriques.

1. Si on ajoute un vecteur a une famille génératrice, alors elle ne peut plus étre libre. En effet, tout vecteur
ajouté est forcément combinaison linéaire des précédents, ce qui n’est pas possible dans une famille
libre.
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2. Sion enléve un vecteur a une famille libre, alors elle ne peut plus étre génératrice. En effet, le vecteur que
I’on vient d’enlever n’est pas combinaison linéaire des autres, donc il n’est pas dans I'espace engendré
par les autres.

Définition 3.3.2 On appelle base toute famille a la fois génératrice et libre.

Nous avons déja rencontré plusieurs bases. Les familles ((1,0),(0,1)) et ((1,1),(1,—1)) sont deux bases de
R2. Dans R", ((1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,0,...,1)) est une base, que 'on appelle la base canonique.
Soit B = {e1,e2,e3} la base naturelle de R® (ou base canonique). On considére les trois

vecteurs v1, vy et vs définis par :
v = —2e1 — 4eg + Deg, vy = 3e; + 4eq — deg, vz = —4de; — Teg + 10e3.

Montrer que B’ = {v1,v2,v3} est une base de R3.
La proposition suivante nous permettra de parler de bases en étant assurés de leur existence. Sa démons-
tration montrera aussi qu'on peut extraire une base de toute famille génératrice.

Proposition 3.3.1 Dans un espace vectoriel, différent de {0} et finiment engendré, il existe une base.

1. Montrer que la famille S = {(1,0), (1,1)} € R? engendre R2.
2. La famille S est-elle une base de R? ? Pourquoi ?
Le résultat principal de cette section est le suivant.

Théoréme 3.3.1 Dans un espace vectoriel, différent de {0} et finiment engendré, toutes les bases ont le
méme nombre d’éléments.

Le Théoréeme 3.3.1 permet de définir rigoureusement la notion de dimension.

Définition 3.3.3 Soit E un espace vectoriel, différent de {0} et finiment engendré. On appelle dimension
de E le nombre d’éléments commun a toute base de E.

On étend la définition a un espace vectoriel contenant seulement le vecteur nul, en convenant que sa dimension
est 0. Les espaces de dimension 1 sont les droites vectorielles, ceux de dimension 2 sont les plans vectoriels.
L’espace R" est de dimension n. Les sous-espaces de dimension n — 1 dans R" s’appellent les hyperplans de
R™. Si on connait la dimension de I'espace, il est facile de vérifier si une famille de vecteurs est ou non une
base, grace au Théoréme suivant.

Théoréme 3.3.2 Dans un espace vectoriel de dimension n :
1. toute famille libre a au plus n éléments,

toute famille libre de n éléments est une base,

toute famille génératrice a au moins n éléments,

Lo o

toute famille génératrice de n éléments est une base.

Comme il est naturel, tout sous-espace vectoriel d’une espace vectoriel de dimension finie est lui-méme de
dimension finie.

Proposition 3.3.2 Soit E un espace vectoriel de dimension n. Tout sous-espace vectoriel de E est de di-
mension finie, inférieure ou égale a n.

La dimension de I'espace engendré par une famille de vecteurs est le rang de cette famille.

Définition 3.3.4 On appelle rang d’une famille de vecteurs la dimension de ’espace vectoriel qu’elle en-
gendre. .
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Les observations suivantes sont des conséquences faciles du Théoréme 3.3.2 :

— le rang d’une famille de n vecteurs est au plus n,

— le rang d’une famille de n vecteurs est n si et seulement si cette famille est libre,

— le rang d’une famille de n vecteurs est n si et seulement si cette famille est une base de I’espace vectoriel

qu’elle engendre.

Nous verrons plus loin un moyen systématique pour déterminer le rang d’une famille de vecteurs, et en
extraire une base de I'espace engendré. L'intérét des bases est qu’elles permettent d’identifier tout espace de
dimension finie & R™, grace & la notion de coordonnées.

Théoréme 3.3.3 Soit E un espace de dimension n et (by,...,b,) une base de E. Pour tout vecteur v € E
il existe un n-uplet de réels (x1,...,x,) unique tel que :

n
V= E 13le
=1

Les réels 1, . .., x, sont les coordonnées de v dans la base (by, ..., b,). Par exemple, les coordonnées de (2, 3)
dans la base ((1,0), (0,1)) sont 2 et 3. Dans la base ((1,1), (1, —1)), ses coordonnées sont 3, Z*. Les coordon-
nées de (T1,...,2p) dans la base canonique de R” sont Tlyen., Xy,

Déterminer, parmi les familles suivantes, celles qui sont des bases de M3 ;(R).

2 1 1 1 3 1 0 1
B, = 1,12] , B2= 1), 1-1],(1] ¢, Bs= O1,{1).11] ¢,
1 1 1 -1 1 1 1 0
1 1 1 1 1 1 1
B, = 1,{-1],[1 ,{-1),(1],-1
1 1 -1 1 1 -1 -1
3 -2 1
On considére 'ensemble F' = {X e M3 1(R) telleque |2 —2 2| X =2X
2 -4 4

1. Montrer que F' est un espace vectoriel.
2. Donner une famille génératrice.

3. Cette famille génératrice est-elle une base de F'?

Exercice 66| On considére les espaces vectoriels (e.v.) suivants

E={(x,y) eR%x+y =0}, E={(z,y) € R% 2z =y}
E={(z,y,2) eR o +y+2=0}, E={(z,y,2) ER3 z =y =z}
1. Déterminer la dimension de FE.

2. Donner une base de E.

Compléter les familles suivantes de vecteurs de R? en une base de R3.
1. ((1,1,1))

1,1,0))

1,1,1

) )

)
((1,1,0)
(1, 1,1),(1, =1, -1))
((1,1,0), (1, -1,0))
((1,1,0), (1
((1,1,0),(

171707 a]-u]-))
1,1,0),(1,-1,1))

S o
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3.4 Morphismes

Une application entre deux espaces vectoriels est dite linéaire si elle envoie une combinaison linéaire de
vecteurs sur la méme combinaison linéaire de leurs images.

Définition 3.4.1 Soient E et F' deux espaces vectoriels et f une application de E dans F. On dit que f est
une application linéaire si

VYo,w e E flo+w) = f(v)+ f(w),
Vv e E,2VAeR f(w) = Af(v).

Une application linéaire f de E dans F' envoie nécessairement le vecteur nul de F sur le vecteur nul de F.
Elle envoie I'opposé de v sur 'opposé de f(v). La proposition suivante se démontre facilement, dans le style
du Théoréme 3.1.2.

Proposition 3.4.1 Soient E et F' deux espaces vectoriels, et f une application de E dans F. Les trois
affirmations suivantes sont équivalentes.

1. f est une application linéaire.
2. Vo,w e E, Y\, peR, f(Av+ pw) = Af(v)pf(w).
3. Pour toutn > 1, Vvi,...,v, € E, V)1,...,. A €R

S (Z )\ivi> = Xif (i),
i=1 i=1

Voici quelques exemples d’applications linéaires :

— de R? dans R? : (z,9) — (z + vy, 2z + 3y),

— de R? dans R? : (2,9) — (y,z,2 +y),

— de R3 dans R? : (2,9,2) — (y — 2,22 + 7).
Une application linéaire respecte la structure d’espace vectoriel : I'image d’une somme est la somme des
images, I'image du produit par un réel est le produit de I'image par le méme réel. D’une application entre
deux structures algébriques (groupes, corps, ...) qui respecte la structure, on dit qu’elle est un morphisme.
Le vocabulaire classique est le suivant.

Définition 3.4.2 Une application linéaire de E dans F' est un
— endomorphisme st B = F,
— isomorphisme si elle est bijective,
— automorphisme si EE = F et Uapplication est bijective.

La composée de deux applications linéaires est une application linéaire.

Théoréme 3.4.1 Soient E, F,G trois espaces vectoriels, f une application linéaire de E dans F et g une
application linéaire de F' dans G. La composée g, f est une application linéaire de £ dans G :

f g
F - F - G

Si une application f est un isomorphisme, son application réciproque, que nous noterons f~' est aussi une
application linéaire.

Théoréme 3.4.2 Soit f un isomorphisme de E dans F. Sa réciproque f~' est un isomorphisme de F dans
E.
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La composée de f par f~! est application identique, ou identité, de E dans lui méme. C’est un automor-
phisme particulier, que nous noterons Idg :

IdEiE — FE
v — Idg(v)=wv

Une combinaison linéaire d’applications linéaires est encore une application linéaire.

Théoréme 3.4.3 Soient E et F' deux espaces vectoriels. Soient f et g deux applications linéaires de E dans
F et A\, pu € R deux réels. L’application A\f + pg est encore une application linéaire.

Nous terminons la section par des interprétations géométriques d’applications linéaires de R? dans R2.
Considérons un plan vectoriel muni d’une base orthonormée (;, j) A tout couple de réels (z,y) est associé le
vecteur zy+ Y5 Une application linéaire de R? dans lui-méme est associée a une transformation géométrique
du plan, qui & un vecteur associe un autre vecteur. En voici trois (cf. FIGURE 3.1) :

— rotation d’angle 7/2 : (z,y) — (—y,x),

— symétrie par rapport & la premiére bissectrice : (z,y) — (y, ),

— projection (orthogonale) sur la premiére bissectrice : (z,y) — ((z +)/2, (x +y)/2).

Rotation Syméirie Proges tion
{y.x}
[=xxl "
{ ¥Ry D
» [x.x) et A
T i | ey T )
o o F o] I

FIGURE 3.1 — Interprétations géométriques de trois applications linéaires de R? dans R? : rotation d’angle
/2, symétrie par rapport a la premiére bissectrice, projection sur la premiére bissectrice.

Les rotations et les symétries sont des automorphismes du plan vectoriel. Les projections sont des endomor-
phismes, mais elles ne sont pas bijectives. Observons que les translations, par exemple (z,y) — (z+2,y —1),
ne sont pas linéaires. Ce sont des bijections, mais pas des automorphismes du plan vectoriel.

3.5 Images et noyaux

Qu’une application linéaire respecte les combinaisons linéaires entraine qu’elle respecte aussi les sous-
espaces vectoriels, au sens suivant.

Théoréme 3.5.1 Soient F, F' deux espaces vectoriels, et f une application linéaire de E dans F'.
1. Soit A un sous-espace vectoriel de E. Alors
f(A) ={f(v),v e A},
est un sous-espace vectoriel de F.
2. Soit B un sous-espace vectoriel de F. Alors
fU(B)={veE fv) € B},

est un sous-espace vectoriel de E.
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L’ensemble des images par une application linéaire des éléments d’un espace vectoriel est un sous-espace
vectoriel de I'espace d’arrivée (point 1.). L’ensemble des éléments de I'espace de départ dont I'image par une
application linéaire est dans un sous-espace de ’espace d’arrivée, est un sous-espace de ’espace de départ
(point 2.). Attention & la notation f~!(B) : elle a un sens méme si 'application f n’est pas bijective et donc
si I'application réciproque f~! n’existe pas.

Parmi les cas particuliers du Théoréme 3.5.1, I'image et le noyau jouent un réle important.
Définition 3.5.1 Soient E et F deux espaces vectoriels et f une application linéaire de E dans F. On
appelle :
1. image de f et on note Im(f) le sous-espace vectoriel de F' :
Im(f) = f(E) ={f(v),v € E}.

2. noyau de f et on note Ker(f) le sous-espace vectoriel de E :

Ker(f)=f71(0)={v € E, f(v) = 0}.
La notation Ker vient de 'allemand, ol noyau se dit “Kern”.

Considérons par exemple I'application f de R? dans R? définie par : f : (z,9) — (z +y,z +y,z + y).
Son image est la droite vectorielle de R? engendrée par le vecteur (1,1,1). Son noyau est 'ensemble des
vecteurs (z,y) de R? tels que = + y = 0 : c’est la droite vectorielle de R? engendrée par le vecteur (1,—1).

Im(f) ={\1,1,1),A e R} et Ker(f) ={A(1,—-1),A € R}.

Proposition 3.5.1 Soient E et F' deux espaces vectoriels et f une application linéaire de E dans F'. L’ap-
plication f est :

1. surjective si et seulement si Im(f) = F,
0

}.

2. injective si et seulement si Ker(f) =

Le rang d’une application linéaire est la dimension de son image.

Définition 3.5.2 Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie et f une application linéaire de
E dans F. On appelle rang de f la dimension de Im(f) :

rang(f) = dim(Im(f)).

Supposons que E soit de dimension n et choisissons une base (b, ..., b,). L’'image par f de tout vecteur de
E est une combinaison linéaire des vecteurs f(b1),..., f(b,). Donc Im(f) est le sous-espace vectoriel de E
engendré par (f(b1),..., f(bn)). Le rang de f est la dimension de ce sous-espace; c’est donc le rang de la
famille de vecteurs (f(b1),..., f(bn)) (cf. Définition 3.3.4). Observons que le rang est inférieur ou égal aux
deux dimensions des espaces vectoriels de départ et d’arrivée.

rang(f) < min{dim(E), dim(F)}.

Théoréme 3.5.2 Soit E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie. Soit f une application linéaire de
FE dans F'. L’application f est :

1. surjective si et seulement si l'tmage de toute famille génératrice dans E est une famille génératrice dans
F,

2. injective si et seulement si l'image de toute famille libre dans E est une famille libre dans F,

3. bijective si et seulement si ['tmage de toute base de E est une base de F'.

La conjonction des Théorémes 3.5.2 et 3.3.2 implique les relations suivantes entre les dimensions des espaces
de départ et d’arrivée.
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Corollaire 3.5.1 Soient E et F' deuz espaces vectoriels de dimension finie et f une application linéaire de
E dans F.

1. Si f est surjective alors dim(E) > dim(F).
2. Si f est injective alors dim(E) < dim(F).
3. Si f est bijective alors dim(E) = dim(F').

La dimension est donc une forte contrainte sur la nature des applications linéaires. On peut aussi voir cette
contrainte comme suit :

Corollaire 3.5.2 Soient E et F' deux espaces vectoriels de méme dimension. Une application linéaire de E
dans F' est bijective si et seulement si elle est injective ou surjective.

Il ne peut exister un isomorphisme entre deux espaces vectoriels que s’ils ont la méme dimension. Réciproque-
ment, si deux espaces ont la méme dimension, on peut toujours construire un isomorphisme entre eux, en
envoyant une base de I'un sur une base de 'autre. En particulier, tous les espaces vectoriels de dimension n
sont isomorphes & R™. Si F est de dimension n, avec une base (b1, ...,by,), tous les vecteurs de E ont une
décomposition unique

n
v = E $ibi,
=1

ot les x; sont les coordonnées de v (cf. Théoréme 3.3.3). L’application de E dans R™ qui & v associe le n-uplet
de ses coordonnées (x1,...,x,) est un isomorphisme de E dans R". La somme des dimensions de I'image et
du noyau est la dimension de ’espace de départ : le Théoréme 3.5.3 ci-dessous, est le Théoréme du rang.

Théoréme 3.5.3 Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie et f une application linéaire de
FE dans F.

dim(Im(f)) + dim(Ker(f)) = dim(E).

On considére les applications suivantes de R? dans R? :

f:(l’,y)*—)(*SU,*y) f1($,y)*—>(293,2y)
fi(zy) = (2,0) fi(z,y) e (z,2)
fo(z,y) = (y,0) fo(zy) = (y,y)
fo@y) = (@t+y,z—y) | f:(ry) = (x—y,2+y)

Pour chacune de ces applications :
1. Vérifier que f est une application linéaire.
2. Donner une inEel;prétation géométrique de f comme transformation du plan vectoriel, muni d’une base
orthonormeée (i, 7).
3. Déterminer Ker(f) et Im(f). L’application est-elle un automorphisme de R??

4. Reprendre les deux questions précédentes pour I’application f — I, ou f est 'application considérée et
I désigne 'application identique de R2.

On considére les applications suivantes.
f: R3 — R? ot 9° R? — R3
(337y,Z) = (QLE—y,y—Z) (337y) = (95+ya$—%295+3y)
L’application f est-elle injective ? surjective ?
L’application g est-elle injective ? surjective ?

Déterminer g o f. Est-elle injective 7 surjective ?

- W e

Déterminer f o g. Est-elle injective ? surjective 7
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3.6 Ecriture matricielle

Les espaces vectoriels considérés sont tous de dimension finie > 1. Observons d’abord qu’une application
linéaire est déterminée par I'image qu’elle donne d’une base de I'espace de départ.

Proposition 3.6.1 Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie. Soit (by,...,b,) une base de
E. Soit (wy,...,wy,) un n-uplet de vecteurs de F. Il existe une application linéaire unique f telle que pour
tout i =1,...,n, f(b;) = w;.

Si on choisit une base dans l'espace d’arrivée, alors les images des vecteurs de la base de départ ont des
coordonnées dans cette base. S’il y a n vecteurs de base au départ et m a 'arrivée, 'application linéaire
est déterminée par m X n réels : m coordonnées pour chacun des n vecteurs de base. Une matrice est la
représentation sous forme de tableau de ces m x n réels. Notons (b1, ..., b,) une base de I'espace de départ,
et (c1,...,cm) une base de I'espace d’arrivée. Soit a, ; la i-iéme coordonnée de f(b;) :

m
Vi=1,...,n, f(b]) =ayc1+ ...+ a6+ ...+ amicm = Zai,jci.
=1

Les coordonnées des vecteurs images f(b1),..., f(b,) sont conventionnellement notées en colonnes. L’indice
i (des vecteurs de la base d’arrivée) est U'indice de ligne, l'indice j (des vecteurs de la base de départ) est
I'indice de colonne.

départ
flor) oo f(bg) . f(bn)
ai.1 e al,j Ce Q1n C1
Qi1 . Q4,4 . ain C; arrivée
Gm,1 ce Q5 ce Qm,n Cm

Le plus souvent, on se rameénera au cas ou 'espace de départ est R et ’espace d’arrivée R, les deux étant
munis de leurs bases canoniques.

Comme premier exemple, considérons I’application de R? dans R3 :
fi(xy) = (@ +y, 20+ 3y, —y).
La base canonique de R? est ((1,0),(0,1)). L’image de ces deux vecteurs est
f((1,0)) = (1,2,1) et f((0,1)) = (1,3, -1).

La matrice de f est donc la suivante (attention & I’écriture des vecteurs de I’espace d’arrivée en colonnes).
1 1
2 3
1 -1

Munissons maintenant R? de la base ((1,1), (1, —1)) au départ, et R? de la base ((1,0,0), (1,1,0),(1,1,1)) a
I’arrivée. Les images des vecteurs de la base de départ sont

F((1,1)) = (2,5,0) = —3(1,0,0) 4+ 5(1,1,0) +0(1,1,1) et
£((1,-1)) = (0,-1,2) = 1(1,0,0) — 3(1,1,0) + 2(1,1,1).

D’ou la matrice
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-3 1
5 -3
0 2

Quand l'espace d’arrivée et l'espace de départ sont les mémes (l’application est un endomorphisme), on
choisit la méme base au départ et a 'arrivée. La matrice d’'un endomorphisme a autant de lignes que de
colonnes : on dit qu’elle est carrée.

Voici les matrices de trois endomorphismes de R?, dans la base canonique.

— Rotation d’angle 7/2 : (z,y) — (—y, z)
0 -1
1 0)/)

— Symétrie par rapport a la premiére bissectrice : (x,y) — (y,x)

(o)

— Projection sur la premiére bissectrice : (z,y) = ((z +y)/2, (z +y)/2)

(19

Dans un espace de dimension n, la matrice de I'application identique est la matrice carrée n X n qui a des 1
sur la diagonale (termes d’indices (i,7)) et des 0 en dehors (termes d’indices (7, ) avec i # j). On 'appelle
matrice identité d’ordre n et on la note I, :

N[ =D =
NN

1 0 0
Inzo

0

0 0 1

La représentation matricielle présente 'avantage d’automatiser de nombreux calculs. Nous consacrerons le
chapitre suivant au calcul matriciel. Pour I'instant nous allons voir comment la matrice d’'une application
linéaire permet de calculer I'image d’un vecteur dont on se donne les coordonnées dans la base de départ.
Reprenons la situation générale : (by,...,b,) est une base de l'espace de départ, et (ci,...,cy) une base
de 'espace d’arrivée. Le coefficient d’indice (4, j) de la matrice de f, noté a;;, est la i-iéme coordonnée de

f(bj) -
m
Vi=1,...,n, f(bj) =ayjc1+ ...+ ai ¢+ ...+ amicm = Zamci.
=1

Considérons maintenant un vecteur v de 'espace de départ, dont les coordonnées dans la base (b1, ...,by,)
sont (z1,...,&y,) :

v=2x1b1 4+ ...+ Tpby.
L’image de v par f est :
f)=z1f(b1) + ...+ znf(bn) = Z$jf(b]) = ij Q; jC; = Z Zamxj C;.
Jj=1 j=1 =1 i=1 \j=1

Donc le vecteur f(v) se décompose dans la base (c1,...,¢n) en f(v) =yic1 + ... + YmCm, avec :

n
Vi = 1,...,m, Yi = E A 5Lj.
j=1
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On dit que le vecteur (y;)i=1,....m est le produit de la matrice (a; ;) par le vecteur (x;);=1, . n. Observez que
ce produit n’a de sens que si le nombre de coordonnées du vecteur est égal au nombre de colonnes de la
matrice. Il est commode, pour calculer le produit d’une matrice par un vecteur, de représenter les z; en
colonne, au-dessus et a droite de la matrice (a; ;) (voir FIGURE 3.2) :

I
Lj
T,
ai,1 cee Q14 -.. Q1n U1
Qi1 e aiyj e Qjn yj
am1 -+ Gmgj ... OGmn Un

Reprenons I'exemple de Papplication de R? dans R? :

Les bases respectives de R? et R? étant les bases canoniques, la matrice de f est :

1 1
2 3
1 -1
2
%,
lﬂ
B o w 0

P PO, [P SO, ..a:u'+bb‘-|-|::|::'+d|:1'

FIGURE 3.2 — Comment présenter le produit d’une matrice par un vecteur colonne.

Pour vérifier la cohérence de la notation matricielle, calculons le produit de cette matrice par un vecteur de
R? quelconque (z,%).

x
Y
1 1 z+y
2 3 2z 4+ 3y
1 -1 T —y
On considére les applications suivantes de R? dans R2.
f : (Z’,y) = (—.’B, _y) f : (l’,y) — (21}, 2y)
[ (@,y) = (2,0) fi(@y) = (z,2)
f(zy) = (y,0) f(@y) = (y,y)
fi@y)= @+ya—y) | f:(@y)~(@-yz+y)
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Déterminer la matrice de chacune de ces applications dans les bases suivantes de R2.

((1,0),(0,1))

—

2
3
4.
5

Pour tout entier n, on munit R” de sa bas canonique. Donner la matrice de chacune des
applications f suivantes. Déterminer une base de Im(f) et une base de Ker(f).

L f: R = RS (z,y) = flo,y) = (v +y,z —y,2).

(R¥ = R3, (z,y,2) = f(z,y,2) = (0,y — 2,2 — ).

RF = R3, (z,y,2) — f(z,y,2) = (x —y,y — 2,2 — ).

: RY — R2, (z,y,2,t) = f(z,y,2,t) = (x +y+2z—t,2x +y+ z + t).
‘R SR, (z,y,2,t) — f(z,y,2,t) =2 — y + 22 + 3t.

ork W N
e

3.7 Détermination pratique de 'image et du noyau

Nous reprenons les notations de la section précédente : E et F sont deux espaces vectoriels, munis

respectivement des bases (b1, ...,b,) et (c1,...,cy). La matrice de Papplication linéaire f relative a ces deux
bases est (a; ). Le noyau de f est I'ensemble des vecteurs de E dont l'image par f est le vecteur nul. Soit
v un vecteur de F et x = (x1,...,zy) le n-uplet de ses coordonnées dans la base (b1, ...,b,). La condition

nécessaire et suffisante sur x pour que f(v) soit nul est que toutes les coordonnées de f(v), c’est-a-dire toutes
les lignes du produit Az, soient nulles :

4
a1+ ... +a1;xi+ ... Fa1aT, = 0
(H) a;1x1+ ... Fai;rit+ ... FAaTn = 0.
Am1T1+ ... +am T+ ... tamarn, = 0

Le systéme linéaire (H) est homogeéne : I’ensemble de ses solutions est un sous-espace vectoriel de R". La
méthode du pivot de Gauss permet de déterminer une base de l’ensemble des solutions de (H), donc une
base de Ker(f). Nous allons voir qu’elle permet aussi au passage de déterminer le rang de f, et méme une
base de Im(f).

D’aprés la Proposition 3.6.1, a toute famille de n vecteurs de R™ correspond une application linéaire de R™
dans R™. Nous avons vu que le rang de cette application est le rang de la famille de vecteurs (Définitions 3.3.4
et 3.5.2). La technique décrite ici s’applique indifféremment & une famille de vecteurs ou & une application
linéaire. La premiére étape de la méthode de Gauss consiste & mettre le systéme (H) sous forme échelonnée :

D1Y1 +a’1’2y2+ +a’17jyj+ +a'1’nyn = 0
poyet ... tahyit ... Fah,yn = 0
(H') pryr+ o Hapyn = 0.
0 = 0
0 =0

Mettre le systéme (H) sous forme échelonnée, c’est passer de (H) a (H') par des transformations de lignes
consistant a ajouter a une ligne le produit d’une autre par une constante, échanger deux lignes, permuter
éventuellement des coordonnées, de sorte que
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1. les systémes (H) et (H') sont équivalents,
2. les inconnues (y1,...,y,) de (H') sont celles de (H), mais dans un ordre qui peut étre différent,
3. les pivots p1,...,p, sont tous non nuls.

Au systéme (H') on peut associer la matrice suivante :

/ !/ /
pl a172 “ . al"] “ e a17n
/ /
P2 ... Gy ... Agy,
! __ !/
A= Prooee Gy,
0
0

Cette matrice est celle d’une autre application linéaire f’, de E vers F.

Théoréme 3.7.1 Les applications f et f’ sont de rang r.
= (f'(b1), ..., f'(by)) est une base de Im(f').
— Sotent i1,...,1, les indices tels que (i, ..., @) = (Y1, -, Yr)-

— (f(biy)y---, f(bi,)) est une base de Im(f).

La technique est beaucoup plus facile & appliquer qu’il n’y parait. Considérons I’application suivante, de R*
dans R3 :

fi(ryy,z,t) = (x+2y+ 2+ t,2x +4y+ 32+ t,x + 2y + 22).

Sa matrice, relative aux bases canoniques de R* au départ, et R3 a 'arrivée est :
1 2 11
A=12 4 3 1
12 2 0

Le systéme homogéne permettant de déterminer Ker(f) est :

r +2y +z +t = 0 r +2y 4z +t = 0
(H) 20 44y +3z +t = 0 & z —t = 0 Lo<¢+ Ly—2I4
r 42y +2z =0 z —t = 0 Lsg+ L3— 1L,
r +z 42y +t = 0 r +2y +z +t = 0
= z -t = 0 Yz & z —t =0 .
z -t =0 0 =20 L3 — L3 — Lo

Le systéme est de rang 2, il en est de méme de 'application f. La mise sous forme échelonnée montre que les
colonnes de A correspondant aux variables x et z, & savoir la premiére et la troisiéme, forment une famille
libre, donc une base de Im(f) :

1 1
Im(f)=4A[2] +u[3],\peRr
1 2

Nous avons écrit les vecteurs en colonnes, pour souligner le fait qu’il s’agit nécessairement de vecteurs colonnes
de la matrice A. Pour trouver une base de Ker(f), il faut continuer la résolution.

(H) {x +z = -2y —t @{x = 2y -2t LleLlng.
z = i z = 13

L’ensemble des solutions est I'ensemble des quadruplets (—2y—2t, y, t, ), ot y et t sont deux réels quelconques.
Donc :
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Ker(f) ={y(=2,1,0,0) +£(=2,0,1,1),y,t € R}.

C’est un sous-espace de dimension 2 dans R*.

L’espace vectoriel R? est rapporté & sa base naturelle B = {e1, €2, e3} oil
e1 = (1,0,0), es=(0,1,0), es=(0,0,1).

Soient les vecteurs u = (1,0,1), v = (0,1,1), w = (1,2,0) et B/ = {u,v,w}.
1. Montrer que B’ est une base de R3.
. Déterminer la matrice de passage P de la base B a la base B'.

2
3. Déterminer la matrice de passage @ de la base B’ a la base B.
4. Vérifier que P = Q1.

On considére dans R?* le systéme

1+ 3x0+ 723 —5x4 = 1
21+ 5x0+ 1023 — 624 = 1
—3x1 —4dxo+ 3 —Try =

1. Résoudre ce systéme par la méthode du pivot de Gauss.

2. On considére les vecteurs v1, vo, vg et vy définis par
v =(1,2,-3), ve=1(3,5,—-4), v3=(7,10,1), vy = (—5,—6,-7).

(a) La famille By = {v1,v3,v4} est-elle une base de R3?
(b) La famille By = {v1, ve,v3} est-elle une base de R3?

(c) Déterminer les coordonnées de vy dans la base By (utiliser une matrice de passaage particuliére).

Soit B = {ey, e2,e3} la base naturelle de R3. On considére les trois vecteurs

v] =e1+ey+e3, vy=e1 —ey, V3 =e€] —e3.

1. Montrer que B’ est une base de R3.
2. Quelle est la matrice de passage P de la base B a la base B'?

3. Déterminer sa matrice inverse P~!. A quoi correspond-elle ?

Soient les vecteurs

2 0 3 -1
1 1 0 3
a= 1 , b= 9 ,C= 9 ,d = 3
1 0 -2 1

1. Vérifier que la famille B = {a, b, ¢, d} est libre et génératrice.
2. Ecrire la matrice de passage de la base canonique a 3.

X

3. Exprimer le vecteur dans cette base.

+~ N <
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Soit S = {(1,0,0),(0,1,1),(1,0,1)} = {v1,v9,v3} une base de R? ainsi que la base cano-
nique de R? soit 7 = {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)} = {i,j, k}.

1. Comment s’écrit la matrice de changement de base P de 7 4 S7
2. Comment s’écrit la matrice de changement de base P’ de S a T ?

3. Que peut-on conclure ?

On considére les bases suivantes de R? :
S={(1,-2),(2,-5)} et T ={(1,0),(0,1)} = {e1, e2}.

1. Ecrire la matrice de passage P de T a S.
2. Ecrire la matrice de passage Q de S a 7.
3. Veérifier que P = Q! ou que P! = Q.

. 2 -3
4. 801‘5A—<4 1

que A mais exprimée cette fois-ci dans la base S.
Calculer P~1AP. Conclure.

44 101

18 41 ) la méme matrice

) une matrice exprimée dans la base 7. Soit B = <



