ISCID - PREPA 2¢me année - Mathématiques appliquées a ’économie et a la gestion 2 - 2013/2014

CORRECTION Exercices Chapitre 2 - Systemes linéaires.

Soit f(z) = ax? + bx + c. Le probléeme revient & déterminer les réels a, b et ¢ qui vérifient le

1
f <) =2 1 1
Za— = = =—-2(1-2
systeme (S) 21 ¢ 1 2b—|—c 2 <:>{ Z_ 5( 4 Z
f’(_2)23 —a+b=-3 = Totac
Tous les triplets solutions sont du type (—2 + 4¢, —5 + 4¢, ¢) ol ¢ € R. Par exemple, pour ¢ = 0, on obtient la
solution (—2,5,0).

Soient x = AB = CD et y = BC = AD. On a le systeme linéaire

(x+10)y = 2zy x4+ 10 =2y x =10
2y +40+z) = 4(z + y) 2z 42y =80 y =30

Finalement, 1’aire du rectangle ABCD est 300 cm?.

On peut représenter le probleme de la fagon suivante :

y — x années

autrefois aujourd hui

pere T ]
i i

fils 1 =i (g — ) ﬂ;
Onadoncy =6x [z — (y — x)] ou T est ’age que le fils avait lorsque le peére avait ’dge actuel de son fils (c’est-a-dire
N
x ans). Finalement,
y=6x—(y—x) =62z —y] & Ty=12z

On peut donc résoudre le systeme d’équations

rz+y=95 r=95—y r=95—y r =35
Ty =12x Ty =12(95 — y) 19y = 1140 y =60

Soient z, y, z les coefficients respectifs en mathématiques, en anglais et en informatique. On a

le systéeme

10z + 12y 4+ 92

=10
5xﬁt%tﬁw 10z +12y + 92 = 10(z + y + 2) 2y—2=0
ﬁZS & 5$+13y+102:8(1'+y+z) o —3x4+5y+22=0
12£U+2y0y+82_12 122 + 20y + 82 = 12(z + y + 2) 8y —4z=0
r+y+z

— x =3y

@{ =3z +5y+22=0 PN B

y-z=0 yeR

Il est normal que le systéme soit de rang 2 car si (z,y, z) est un triplet de coefficients solutions alors tous les triplets
de la forme (kz, ky, kz) avec k réel positif seront aussi solutions. La solution offrant les calculs les plus simples est
(3,1,2).

Soient z et y les deux parties du capital (placées respectivement & 6% et 8%). On a le systeme

d’équations suivant :

z4+y = 50000
0,06z + 0,08y = 0,068 x 50000
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On obtient aisément (par substitution ou par combinaison) (z,y) = (30000, 20000).

1.
2.
3.
4.

NON, soit le systeme admet une unique solution, soit une infinité de solutions, soit aucune solution.
NON, le systeme peut étre incompatible et n’avoir donc aucune solution.
OUI, si le systeme est homogene et NON sinon.

OUI, il admet la solution nulle.

1.

Jr+ty+z = 1 | . .
Faux. (Contre-exemple { rtyt+z = 2 0 admet aucune solution.)
z+y = 1
. Faux. (Contre-exemple : 2z 4+2y = 2 admet une infinité de solutions.)
3r+3y = 3

Vrai. (Soit m le nombre d’équations du systéme et n son nombre d’inconnues. On a donc rg(4) =m < n et
d’apres le Théoreme 2.4.1, le systéme admet une infinité de solutions.)

. Faux. (Toujours d’apres le Théoréme 2.4.1, si un systéme vérifie m > n avec rg(A) = rg([A]b]) = n, il admet

aussi une solution unique.)

5. Vrai. (Voir Théoreme 2.4.1.)

6. Vrai. (Contraposée de “Un systéme homogene admet toujours au moins une solution”.)

r+y+z

c4y—z = 1 n’admet pas de solution unique.)

Faux. (Contre-exemple : {

Vrai. (Les deux équations du systéme sont repréentables graphiquement a 1’aide de droites. Comme le systéme
n’admet pas de solution, il n’y a pas d’intersection entre les droites ce qui signifie que les deux droites sont
paralleles disjointes.)

Faux. (Deux plans paralleles dans ’espace.)

1.

. R Tty , . z+y = 0
Faux. (Contre-exemple : le systéme (S) { iy = 2 " admet pas de solution alors que (H) { iy = 0
en admet une infinité.)
Faux. (Méme contre-exemple que précédemment.)
z+y = 0 z+y = 1
Faux. (Contre-exemple : 2x+2y = 0 admet une unique solution alors que 2r+2y = 1 n’en
r—y = 0 r—y = 0

admet aucune. L’implication de droite & gauche est donc fausse contrairement & 'implication de gauche a
droite.)

Vrai. (Si rg(A) = rg([A[b]) = n, alors rg(A) = rg([A|0] = n, 0 désignant le vecteur second membre nul.)

5. Vrai. (Si rg(A) = rg([A]b]) < n, alors rg(A4) = rg([A]0]) < n.)

Faux. (Si sp et s; sont solutions du systeme (S) Az = b, alors Asg = b et As; = b ce qui implique que
A(s— 0+ s1) = 2b. Donc sg 4 s1 n’est pas solution de (H).)

Vrai. (Si sg et s sont solutions du systeme (S) Az = b, alors Asy = b et As; = b ce qui implique que
A(s — 0 — s1) = 0 ou encore, en multipliant 1’égalité par 2, que A(2(s — 0 — s1)) = 0. Donc 2(sg + s1) est
solution de (H).)

8. Faux. (sg et s; définies précédemment ne vérifient pas A(2(s —0—s1)) =b.)
9. Vrai. (Ona A(sp—s1) = A(s1—50) = A(281—80—51) =0 A(2s1—59) — Asy =0 < A(2s1—59) = Asy = b.

Donc —sg + 2s; est bien solution de (S).)

- Etape de descente :

r—y+2z=1 (L)
20+ 12y +2=5 (L2) < 2(L1) — (Lo)
3v—12y+8z=1 (L3)« 3(L1) — (L2)
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r—y+2z=1
& —14y 4+ 3z = -3

(L1)

(
9y —2z=2 (

L

L
L)
L3) < 9(La) + 14(Ls)

r—y+2z=1 (L) r—y+2z=1 (L)
= 14y —32=3 (Lo) = 14y —32=3 (Lo)
—z=1 (Ls) < —(Ls) z=-1 (Ls)
N @x +y = 1 . . . N .
1. Faux. (Le systeme N 9 implique un pivot nul et pourtant le systéme est compatible.)
r+y =
z+y = 1
2. Faux. (Si on considere le systeme (.5) 2z +3y = 2 qui admet une unique solution (z,y) = (1,0), le
20 +2y = 2
z+y = 1
systéme échelonné associé (SE) y = 0 admet une équation dont le premier membre est nul.)
0 =0
3. Vrai. (Soient m et n les nombres d’équations et d’inconnues du systéme (S) avec m > n. Comme le rang s

de (S) vérifie s < min(m,n), on a s < n. Cela signifie donc bien qu’il y a au moins une ligne dont le premier
membre est nul.)

) N r+y+z = 1 . ) I e
Faux. (Contre-exemple : le systeme (.5) { 9p+2y+2, — o &moins d’équations que d’inconnues et
N . . . z+y+z =1 . . .
pourtant le systéme échelonné associé (SE) 0 = o aune équation dont le premier membre

est nul.)

Faux. (Il peut y avoir, conjointement avec 1’équation dont les membres sont nuls, une équation de la forme
0 = b avec b # 0, c’est-a-dire une équation incompatible. Le systéme n’admettra donc aucune solution.)

Vrai. (Si (S) admet moins d’équations que d’inconnues, le systéme n’admet pas une unique solution. On sait
dans ce cas que la prsence d’équations de compatiblité de la forme 0 = 0 exclusivement implique une infinité
de solutions.)

Vrai. (Si le systéme admet une infinité de solutions alors rg(A) = rg([A]b]) < n avec n le nombre d’équations
du systeme. Cela implique que le systéme a moins d’équations que d’inconnues ou qu'une équation dans (SE)
au moins a un premier membre nul.)

1 N . . . . .
Faux. (Contre-exemple : { iiz 0 est un systeme impossible qui admet pourtant une équation avec

un second membre nul.)

1.

2.

Faux. (Si b = —2a, (S) admet une infinité de solutions.)
1 -2

Faux. (det( (_2 4

>) = 0 donc S ne peut pas étre un singleton.)

Vrai. (Sia=b#0, on a (rg (_12 _42) —1) 4 (rg (_12 L “) —9).

a

. Faux. (Sia=1et b= -2, b= —2a, (1,0 est une solution du systéme.)

= a+2y
yeR
peuvent s’écrire sous la forme (z,y) = (a+2y,y) = (a,0) + y(2,1) avec y € R, ce qui implique bien que S est
une droite affine.)

Vrai. (Si b = —2a, le systéme peut se réécrire sous la forme : { x donc les solutions du systeme

1.
2.
3.

Faux. (Si (a,b) = (0,0), le systéme n’admet pas de solution.)
Vrai. (Si (a,b) = (1, —1), le systeme admet une unique solution (3, 1).)

Vrai. (Si a =, les deux équations sont incompatibles.)

. Faux. (Si b = 2a avec a # 0, det (1 9 > = a # 0, ce qui siginifie que le systme est inversible et admet une

unique solution.)

Vrai. (Voir ci-dessus.)
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1.

2.

1 a

9 b) = b — 2a # 0 donc le systéeme admet une unique solution.)

Faux. (Supposons que b # 2a. On a det (

1—ay
yeR
sous la forme (z,y) = (1 — ay,y) = (1,0) + y(—a, 1) avec y € R, ce qui implique bien que S est une droite
affine.)

Vrai. (Sib = 2a, le systéme est équivalent & { $ donc les solutions du systeme peuvent s’écrire

1

. Faux. (Comme on rg (; 2) =rg (2 Z ;) quel que soit le couple (a,b), S ne peut jamais étre I'ensemble

vide.)

4. Faux. (Voir 2.)
5. Vrai. (Voir 2.)

1.
2.

Faux. (Si b =0, S est vide.)

Faux. (Si a = 0, le systéeme admet une infinité de solutions puisque (Lg3) est égale a (Ls).)

r—y+z = 1 T =y
Vrai. (Si (a,b) = (1,1), alors (S) & ¢ —z+y—2 = -1 & y € R donc les solutions du systeme
z = 1 z = 1

peuvent s’écrire sous la forme (x,y,2) = (y,y,1) = (0,0,1) + y(1,1,0) avec y € R, ce qui implique bien que
S est une droite affine.)

4. Faux. (Si (a,b) = (0,1) # (1,1), le systéme admet une infinité de solutions.)
5. Vrai. (En remplacant (z,y, z) par (0,0, 1) dans (S), on retrouve la condition b = 1.)

1.

1 -2

1 —a>' On a det(4) = —a + 2 qui s’annule pour a = 2. Par

La matrice du systeme est égale & A = (

conséquent,
—sia=2,rg(4) =rg([A]b]) < 2, il y a donc une infinité de solutions,
—sia#2, rg(A) =3 et le systéme admet une unique solution.

(11 (11> On a det(A) =a? — 1 = (a —1)(a + 1). Par conséquent,
—sia=1, rg(A) =rg([AJb]) < 2, il y a une infinité de solutions,
—sia=—1,rg(A4) =1 #rg([A]b]) = 2, il n’y a aucune solution,
—sia#1leta#—1,rg(A) =2 et le systéme admet une unique solution.

a 1
1—-a
ne s’annule jamais. Par conséquent, rg(A) = 2 et le systéme admet une unique solution quel que soit a € R.

La matrice du systeéme est égale & A =

La matrice du systéme est égale & A = —aa>. On a det(4) = —a? — (1 —a)? = —(2a® —2a+ 1) qui

. La matrice du systéme est égale & A = Z 1 ; a). On a det(A4) = a®> —a(l—a) = a(2a—1). Par conséquent,

~sia=0oua=1,rg(A) =rg([Alp]) <2, il y a une infinité de solutions,
—sia#0eta# %, rg(A) = 2 et le systéme admet une unique solution.

Pour chacun des systémes nous calculons le déterminant qui permet, d’'une part de statuer sur
I’ensemble des solutions du systéme et d’autre part de former la solution explicite.

(a) A =5#0, le systéme admet une unique solution. On obtient

5 -2 3 15 3 1 -2 5
z=15 —4 1|/A=10/5=2,y=[2 5 1|/A=0/5=0etz=|2 —4 5|/A=5/5=1.
8 -5 2 3 8 2 3 -5 8

(b) A =—-3+#0, le systéme admet une unique solution. On obtient

5 2 -1 1 5 -1 12 5
x=110 1 1|/A=-30/(-3)=10,y =2 10 1|/A=15/(-3)=-5etz=|[2 1 10//A =
0 0 2 1 0 2 10 0

15/(—3) = —5.
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(¢) A =—40+#0, le systéme admet une unique solution. On obtient

2 -1 3 1 2 3
x = |-1 4 1|/A = —63/(—40) = 63/40, y = |-1 —1 1|/A = —4/(—40) = 1/10 et z =
4 -2 -3 3 4 =3
1 -1 2
-1 -4 -1|/A=-7/(—40) = 7/40.
3 -2 4
(d) A =—-9+#0, le systtme admet une unique solution. On obtient
3 1 -1 2 3 -1 2 1 3
z=12 -1 1|/A=-15/(=9)=5/3, y=1[1 2 1|/A=T/(-9)=-T/9etz=|1 —1 2//A=
0 1 2 1 0 2 1 1 0
—4/9.
(e) A =90, le systétme admet une unique solution. On obtient
1 -1 1 0 1 1 0 -1 1
z=|-1 2 —1|/A=-6/9=-2/3,y=|-5 —1 —1|/A=-30/9=-10/3etz=|-5 2 —1|/A=
4 0 -2 1 4 =2 1 0 4
—21/9=-7/3.
(f) A =-15+0, le systéme admet une unique solution. On obtient
3 1 =2 0 3 -2 0o 1 3
z=12 -3 1|/A=15/(-15)=-1,y=|-2 2 1|/A=9/(-15)=-3/5etz=|-2 -3 2|/A=
o 1 =2 3 0 -2 3 1 0
27/(—15) = —9/5.
(g) A =1#0, le systeme admet une unique solution. On obtient
=50 9 1 10 =50 1 10 9 —=50
x =140 10 5//A=10/1=10,y=1]9 40 5|/A =-20/1=-20etz=|9 10 40|/A =
180 5 9 1 180 9 1 5 180
30/1 = 30.
(h) A =540, le systeme admet une unique solution. On obtient
=50 9 1 10 —-50 1 10 9 =50
x =141 10 5//A =-66/1=—-66,y =9 41 5 /A=69/1=69et2z=|9 10 41|/A =
180 5 9 1 180 9 1 5 180
—11/1 = —11.

Pour chacun des systémes nous calculons le déterminant qui permet, d’une part de statuer sur
I’ensemble des solutions du systeme et d’autre part de former - si cela est possible - la solution explicite.

(a) A = 0, le systéme n’est pas inversible. On ne peut donc pas utiliser les formules de Cramer...On peut
néanmoins utiliser la méthode du pivot de Gauss pour préciser si le systeme n’admet aucune solution ou s’il
en admet une infinité.

xr—2y+32 = 0 (L)
r—2y+3z = 0 r = 2y
& -5z = 0 ¢y € R
-7z =0 z = 0

On en déduit que le systeme admet une infinité de solutions, qui s’écrivent toutes sous la forme (z,y,2) =
(2y,y,0) = y(2,1,0). Conclusion, § = {a(2,1,0),« € R}.

(b) A =0, le systéeme n’est pas inversible. On a

r+2y—z = 0 (L)
2e+y—2z = 0 (L2) < (L2)—2(L1)
x—z = 0 (L3) <« (L3)—(L1)
r+2y—z = 0 T = z
& -3y = 0 ¢y = 0
—2y = 0 z € R

On en déduit que le systeme admet une infinité de solutions, qui s’écrivent toutes sous la forme (z,y,z) =
(2,0,2) = 2(1,0,1). Conclusion, § = {«(1,0,1),x € R}.

(¢) A =0, le systeme n’est pas inversible. On a
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r—y+3z = 0 (L1)
—x + 4y +z = 3 (LQ) — (LQ) + (L1)
—3y—4z = =3 (Lj)
r—y+3z = 0 (L) r—y+3z = 0
& 3y+4z = 3 (Lo) = 3y+4z = 3
73y74z = -3 (Lg) — (L3)+(L2) 0 = 0
r—y+3z = 0 r = —13—3z—|—1
& y = —32+1 & y = —12+1
z € R z € R

On en déduit que le systeme admet une infinité de solutions, qui s’écrivent toutes sous la forme (z,y,2) =

(—1—332 +1, —%z +1,2) = z(—l—;, —%,1) + (1,1,0) ou encore (x,y,2) = «(13,4,-3) + (1,1,0). Conclusion,
S = {a(13,4,-3) + (1,1,0),a € R}.

(d) A =340, on peut donc utliser la méthode de Cramer. On obtient

0 1 -1 2 0 -1 2 1 0
z=|1 -1 1|/A=1/3,y=|1 1 1|/A=1/3etz=[1 -1 1|/A=3/3=1.
-2 2 =3 1 -2 -3 1 2 =2
() A =—-T7#0, le systéme admet une unique solution. On obtient
1 -1 1 0 1 1 0o -1 1
x=12 2 =1/A=-7/(-1)=1,y=13 2 =1|/A=0/(-T)=0etz=|3 2 2|/A=
-1 0 -2 1 -1 -2 1 0 -1
—7/(=7) =1
(f) A =—17#0, le systéme admet une unique solution. On obtient
3 1 =2 0 3 -2 o 1 3
z=|-2 -3 1|/A=17/(-17)=-1,y=|-2 -2 1|/A=-17/(-1T)=1letz=|-2 -3 —2|/A=
1 1 =3 3 1 -3 3 1 1
17/(~17) = —1.

(a) A =58 #0, le systeme admet une unique solution. Développons le déterminant plus explicitement, selon par

exemple la deuxiéme colonne (on choisira en général une ligne ou une colonne qui contient des zéros afin de
diminuer le nombre de calculs) :

1 -1 -1
> o] -1 3 IR R
A= = [[)n™2{3 2 o|+[o]-D*2|3 2 o0
3 0 -1 1 -1 -1 1 -1

-1 1 -1
1 -1 -1 1 -1 -1
H3](=1**2 2 -1 3| +[2]-D*2|2 -1 3
-1 1 -1 3.2 0

& A=[-1)-1)"2 x 8 +[0](—1)212 x (=10) +[3](—1)3+2 x (=2) +[-2](~1)*+2 x (-22) = 58.
On montrera dans le chapitre 3 comment créer des zéros dans un déterminant et simplifier de ce fait les
calculs.

On peut ensuite utiliser les formules de Cramer (4 nouveaux déterminants d’ordre 4 & calculer) ou utiliser la
méthode du pivot de Gauss, ce qu’on choisit de faire.

r—y—z—t = 3 (L)
—z—2y+z—t = 0 (L1 <« (La)+(L1)

r—y—z—t = 3 (L1)
- 20 +z+5t = 3 (L)
r—y—z—t = 3 (L1)
N 2u+2z2+5t = 3 (L)
2:—12t = —14 (Ls)

3z4+11t = 15 (L4) — 2([/4) + 3(L2)
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r—y—z—t = 3 (L1) x 59
2u+z2+5t = 3 (L) y = -3
< 2:-12t = 14 (L) ) 2z = 1
58t = 72 (Lg) t = 22
(b) A =80, le systeme admet une unique solution.
x—y+z—t = 1 (L)
l’+y—Z—t = -1 (LQ) — (Lg)—(Ll)
r+y+z—1t = 0 (Ls) — (Lg)—(Ll)
.’IJ—y—Z-ﬁ-t = 2 (L4) — (L4>—(L1>
r—y+z—t = 1 (L) r =1
2 —2: = -2 (L) y = -1
= 54
2y = —1 (L3) <+ (L3)—3(Ls) z = 3
2242t = 1 (L4) — 2(L4) + 3(L2) t = 1
(¢) On utilise la méthode du pivot de Gauss :
3x+4dy+z+2t = 3 (L1)
9z + 12y + 32+ 10t = 13 (Ls) < (Lz)—3(L1)
3x+4dy+z+2t = 3 (L) v E ﬁ
o t = 1 (L) « (L)—2(L) & Z S sy
4 = 4 (L3) <« (Ls)—3(L1) p o= 1

On en déduit que le systéme admet une infinité de solutions, qui s’écrivent toutes sous la forme (z,y, z,t) =
(x,y,—3z —4y +1,1) = 2(1,0,-3,0) + y(0,1,—4,0) 4+ (0,0,1,1). Conclusion,

§= {a<1’0’ _370) + 6(07 1, _4a0) + <0a0a 1, 1)70176 € R}-

(d) On utilise la méthode du pivot de Gauss :
T—2y+z+t =
20 —y—z—t =
r+yt+z+t =
r—2y+z+t = -2 (
& 3y—3z—-3t = 3 (La2)
3y = —6 (

t €

-3

-2
-3t
R

On en déduit que le systéme admet une infinité de solutions, qui s’écrivent toutes sous la forme (z,y, z,t) =
(-3,-2,-3—1t,t) =t(0,0,—1,1) + (—3,—2,—3,0). Conclusion,

S ={a(0,0,—1,1) + (=3,-2,-3,0),a € R}.

(e) On utilise la méthode du pivot de Gauss :

z+2y—3z = 4 (L)
r+3y—z = 11 (Lg) <
2e+5y—5z = 13 (L3) +«
x4+4dy+z = 18 (Ly) <+
x4+2y—32 = 4 (L)
y+z = 5 (L3) ¢+
r+2y—3z = 4 (L)
< —2 = -2 (Ly
2z = 4 (L4) —
r+2y—3z = 4
o y+2z =7 N {
-z = =2
0 =0
(f) La méthode du pivot de Gauss n’est pas nécessaire ici :
y+z = 5 (L
x+z = 4 (L
c+y+2z = 9 (L
—z+y = 1 (L

(L2) — (L1)
(Ls) —2(L1)
(La) — (L1)
(Ls) — (L2)
(La) —2(L2)
(Ly) +2(L3)
z = 4
y = 3
z = 2
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On remarque que (L1)+(L2) = x+y+2z = 9 donc (L3) est redondante. De plus, (L1)—(L2) = —z+y = —1
donc (L4) est redondante. Finalement, le systeme se réduit a (Lq) et (Lg). On en déduit que (z,y,2) =
(4—2,5—22) =2(—-1,-1,1) + (4,5,0). Conclusion, § = {a(-1,-1,1) + (4,5,0),« € R}.

(a)

2 3 -2
Onarg|1l -2 3 | =2. Dautre part,
4 -1 4
2 3 5
e |1 -2 2/=(-4a—-5+24)—(—40—-4+3a) =—-Ta+63=—-7(a —9),
4 -1 a
2 =2 5
o |1 3 2|=(6a+20-16)— (60+ 16 — 2a) = 8a — 72 = 8(a — 9),
4 4 a
3 -2 5
e -2 3 2|=(9%a—40+4)— (—15+24+ 4a) =5a — 45 =5(a — 9).
-1 4 a

On en déduit que
—sia=9,rg(A) =rg([A]b]) = 2 < 3 et il y a une infinité de solutions.
—sia#9, rg(A) #rg([Alb]) et il n’y a pas de solution.

On peut procéder autrement :

20 +3y—22z = 5 (L) 204+3y—22z = 5 (L1)
4x — Y+ 4z = a (Lg) — (Lg) — 2(L1) —7y +82 = a—10 (Lg) — (Lg) — (Lg)
20+3y—2z = 5 (L1)
& -Ty+8z = -1 (L)
0 = a—9 (L3)

Le systeme admet donc bien des solutions si et seulement si a # 9. Dans ce cas, (L2) = y = % + %z et
(L1) = o= 1(5—3(3 + 82) +22) = 1 — 22 Finalement, si a # 9, le systéme admet une infinité de solutions

qui s’écrivent sous la forme :

1 1 16 1
(z,y,2) = <76 — iz,7+§z,z> = <7677,0> +z (—?,i,l) avec z € R.

1 -1 a
Onadet(A)=[1 a -1l=(a+a+1)—(a®>—-1-1)=—-a?>+2a+3=(a+1)(—a+3).
1 1 1

- Sia € R-{-1,3}, on a det(A) # 0, ce qui implique alors que rg(4) = 3 = rg([A|b]). Dans ce cas, le
systeme admet une unique solution.
— Sia= -1, rg(A) = 2. D’autre part,

1 -1 -1 1 -1 -1 -1 -1 1
1 -1 -1j=11 -1 —-1|=|-1 -1 -—-1|=0.
1 1 2 1 1 2 1 1 2
Par conséquent, rg(A) = rg([A]b]) = 2 < 3 et le systéme admet une infinité de solutions.
1 -1 3
—sia =3, rg(4A) = 2. D’autre part, |1 3 —1| =4 # 0 donc rg(A) # rg([A|b]), ce qui implique que le
1 1 2
systeme n’admet pas de solution.
On peut procéder autrement :
x—y+az = a (L)
xt+ay—z = =1 (Lg)+ (La)—(L1)
r—y+az = a (L1)
& ya+l)—za+1) = —(a+1) (L)
2y+z(1—a) = 2-—a (L3) < (a+1)(L3) — 2(L2)
r—y+az = a (L1)
4§ ya+l)—za+l) = —(a+1) (L2)
z(a+1)(—a+3) = (a+1)4d—a) (L3)
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— Sia € R—{-1,3}, la solution est unique et on obtient par substitution du bas vers le haut :

( ) = a—1 1 a—4
YA\ LT3 a—3a-3)

r—y—2z = -1
— Supposons maintenant que a = —1. Le systéme échelonné se réécrit 0 = 0
0 = 0

Le systéme (S) admet donc une infinité de solutions de la forme :
(.13, Y, Z) = (_1 + Yy + 2, Y, Z) = (_17 Oa 0) + (yv Y, O) + (Z7 07 Z) = (_la 0; 0) + y(la 1; 0) + Z(L 07 1)
avec ¥,z € R
— Sia =3, laligne (L3) du systéme échelonné s’écrit 0 = 4, ce qui prouve donc que le systéme n’admet pas
de solution.

1 1 2a-1
(c) Onadet(A)=|a 1 1 | =(1+d*2a-1)+1)—((2a—1)+a+a) = 2a® —a®*—4a+3 = (a—1)?(2a+3)).
1 a 1

~ SiaeR-{1,-2}, on adet(4) # 0, ce qui implique alors que rg(A) = 3 = rg([A[b]). Dans ce cas, le
systeme admet une unique solution.

— Sia =1, le systéme est incompatible donc il n’admet aucune solution.
1 1 -4 1

~Sia=-2, onarg(4) =2etrg([Ab]) =rg -3 1 1 1 | = 2. Par conséquent, le systéme admet
1 -2 1 s
une infinité de solutions.
On peut procéder autrement :
r4+y+(2a—-1)z = 1 (L1)
ar+y+z = 1 (L2) = (L2) — a(L1)
r4+ay+z = 3(a+1) (Ls) <« (L3)— (L)
r+y+(2a—1)z = 1 (Ly)
< yl—a)+2(1—-a(2a—1)) = 1—a (La)
yla—1)+2(2(1—a)) = 3a+2 (L) < (Ls) + (L2)
r+y+(2a—1)z = 1 (Ly)
< yl—a)+2(1—a2a—1)) = 1—a (La) .
za—1)(—2a—3) = 2a+3 (L3)

Le systeme est maintenant échelonné.
— Sia€R—{1,-2}, le systeme admet une unique solution :

( ) = 2 —3a 1
YA T\ I 1 1—a)

— Sia =1, la ligne (L3) du systéme échelonné s’écrit 0 = 5 ce qui prouve que le systéme n’admet pas de

solution
— Sia= -3, le systeme s’écrit
r+y—4z = 1 T =2z
y—2z = 1 ¢ y=1+4+2z .
0 = 0 z€eR

Finalement, le systeme admet une infinité de solutions de la forme
(z,9y,2) = (22,1 4+22,2) = (0,1,0) + 2(2,2,1) avec z € R.

3a 3a—T7 a—5 2a+5 3a—7 a-5 2a+5 3a—7 a-5
(d) Onadet(d)=|2a—1 da—1 2a |T=| -1 4a—-1 22 || -1 4a-1 2a
4a 5a—7 2a-—5 2a+5 ba—T7 2a-5 0 2a a
Crm20, 2a_+15 a_+13 a2a5 _ Qa-qi5 a+13‘ = a(—a—2).
0 0 a B B

- Sia € R-{0,-2}, on a det(A) # 0, ce qui implique alors que rg(4) = 3 = rg([A|b]). Dans ce cas, le
systeme admet une unique solution.

—T7y—5z = -1
— Sia = 0, le systeme se réécrit —rx—y = 1 et est manifestement de rang 2. Par conséquent,
—Ty—52z = -1
rg(A) = rg([A]b]) = 2 et le systéme admet une infinité de solutions.
—6r — 13y — 7z = -3
— Si a = —2, le systeme se réecrit —5r—9y—4z = —1 et on peut vérifier qu’il est de rang 3.
—8x—17y—9z = -3

Finalement, puisque rg(A) # rg([A]b]), le systéeme n’admet pas de solution.
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On peut procéder autrement :

Bax+ Ba—Ty+(a—5)z = a—1 (Ly)
2a—Dz+{da—1y+2az = a+1 (L)< 3a(La)— (2a—1)(L1)
dax + (ba—T)y+(2a—5)z = a—1 (L3) <+ 3(L3) —4(L1)
3ax+ Ba—Ty+(a—5)z = a-—1 (Ly)
& (6a>+14a—T)y+ (4a®> +1la—5)z = a®>+6a—1 (Lg)
Ba+Ty+(2a+5)z = —a+1 (L3) < (6a® 4+ 14a — 7)(L3) — (3a + 7)(L2)

3az+ (Ba—T)y+(a—5)z = a—1 (Ly)
&< (6% +14a —T)y + (4a® +1la—5)z = a?+6a—1 (L)
—3ala+2)z = —ala+3)(3a+2) (Ls)

Le systeme est maintenant échelonné.
— Sia € R—{0,—2}, le systéme admet une unique solution :
a? +5a + 2 a’+4a+2 3a®>+1la+6
(37, Y, Z) = ) —2 )
a+2 a+2 a+2
— Sia =0, on ne peut pas utiliser le systéme échelonné. En effet, le pivot de la ligne (Lq) du systéme initial
aurait été nul et il aurait fallu permuter des lignes ou des variables. Le systéme initial se réecrit donc :

—Ty—5z = -1 r=—-1—y
—r—y = 1 <{ yeR
—Ty—>5z = -1 z:lf%y

5
Finalement, le systeme admet une infinité de solutions de la forme

1 7 1 7 1 7
(l’,y,Z) = <_1 - Y9, 5 - 51/) = <_170a 5) + <_yay7_5y) = (_1707 5) +y <_15 17_5) avec y S R

— Sia= -2, laligne (L3) du systéme échelonné (on peut I'utiliser puisqu’il n’y a plus de pivot nul) donne
0 = —8 ce qui prouve que le systeme n’admet pas de solution.

A (2 a 4 (2 a 4 0 , B
(e) Déterminons les rangs de A = (1 1 2a) et [A]b] = <1 1 2 3). Tout d’abord, rg([A|b]) = 2 car

2 0 .

‘1 _3’750. On a ensuite
2 al a 4| 5 . 2 4y B
‘1 | =2-a | Mw_m —4—%a—¢%m+w@%L2J—4a 4 =4(a—1).

Comme aucun des déterminants ne s’annule pour une méme valeur, on a systématiquement rg(A) = 2 =
rg([A|b]) donc le systéeme admet une infinité de solutions. Le systéme s’écrit sous la forme

{2x+ay+4z = 0 (L) @{ 20 +ay+4z = 0 (L)
T+ Yy -+ 20z = -3 (LQ) < 2(L2) — (Ll) (2 — a)y + 4((1 — 1)2’ = —6 (LQ)

— Sia € R — {2}, les solutions s’écrivent sous la forme :

3a 2(a® —2) 6 4(a—1)
(@.9,2) = <_a—2_ a—2 a-2 a—2 °
3a 6 2(a®> —2) 4(a—1) ’
< a—2’a—2’0)+z( w9 a3 avec z €
— Sia =2, le systeme échelonné se réécrit
2r+2y+42z = 0 r+y+22=0
4z = —6 z= —g
et admet une infinité de solutions de la fornzl))e : 3
(3571%75): _y+37ya_§ = (3707_2> +y(_1a170) aVchER.
1 2 -1 1
(f) Onarg|1l 3 1 —1| =3=rg([A]b]), donc le systeme admet une infinité de solutions quelle que soit
2 1 -8 1
la valeur de a. On a
x+2y—z+t = 1 (L)
x+3y+z—t = 1 (L2)+ (L2)—(L1) <&
r4+2y—z+t = 1 (Ly) r+2y—z+t = 1 (L1)
—3y—6z2—1t = a—2 (Lg)(—(L3)+3(L2) -7t = a-—2 (L3)
En remontant le systéme échelonné, on peut montrer que les solutions s’écrivent sous la forme :
— 2(2 — 2 — -3 2(2- 2 —
(Ly,@__<5“7 3 45s, 2 7‘”<-242, 7“>__<5“73, (7 @) o, 7“)-%2@,—114n
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avec z € R.

-2 a+1

—a

1

3
-1

1 -2 a
Déterminons le rang de A = 2 —1a 1 puis celui de [A]b]. On a
1 -2 1

1 -2 a
e |3 —a 2|=(a+3a—4a)—(—a®>+2+6)=0a®>—-8=(a—2)(a®+2a+4).

a 1 -1

1 -2 a
o3 —a 2|=(-a—6a—4)—(—a®?—4-6)=a>—-Ta+6=(a—1)(a—6).

1 -2 1

1 -2 a
ela 1 —1l=(1-2a*+2)—-(a+2-2a)=-2a>+a+1=(a—1)(—2a—1).

1 -2 1

3 —a 2
e la 1 —1:(374a+a)7(2+6—a2):a273a75:(a73_§/@)(a73+5/®).

1 -2 1
Comme aucun des déterminants ne s’annule pour une méme valeur, on a systématiquement rg(A) = 3.
Ensuite,

1 -2 a 1 1 -2 a 1 1 -2 a+1 1 1
. 3 —a 2 1lrL,-L,|3 -—a 2 1 C3+Cy |3 —a 3 1 —(a-1)|3

a 1 -10 a1 -1 0|  Ja1 -1 0o |\

1 -2 1 a 0 0 l1—a a—1 00 0 a-1 “

=(a—1D[(a+3(a+1)—6a) — (—a*(a+1)+3+6)] = (a — 1)(a® + a® — 2a — 6) = a* — 3a® — 4a + 6.

[1P )

Ce polynéme en “a” s’annule pour a; =1 et ay =

(M

V/71+9v58 7
3 3 o
33/71+9v/58
Par conséquent rg([A]b]) =4 < a € R — {1, az}. Sinon, rg([A]d]) = 3.
On en déduit les cas suivants :
— Sia€{l,a2}, rg(A) = rg([A]b]) = 3 et le systéme admet une unique solution.
— SiaeR—{1,a2}, rg(A) # rg([A|b]) et le systeme n’admet pas de solution.
Le systeme s’écrit :

r—2y+az = 1 (L)
3x—ay+22z = 1 (La)+ (L2)—3(L1)
ar+y—z = 0 (Lg) — (Lg) — a(Ll)
r—2y+z = a (L)< (Lg)—(L1)
x—2y+az = 1 (L1)
N 6—a)yy+(2—-3a)z = =2 (L)
(14+2a)y—(1+a?)z = -a (L3) < (6 —a)(L3) — (1 + 2a)(L2)
(I-a)z = a—-1 (Lg)
r—2y+az = 1 (L1)
- 6—a)y+(2—-3a)z = -2 (Ls)
(@®>-8)z = a®>—2a+2 (L3)
(I-a)z = a-—1 (Lyg)
— Sia=2,laligne (L3) donne 0 = 2 ce qui est impossible donc le systéme n’admet pas de solution.
- Sia#2,0na:
x—2y+az = 1 (Ly
6—a)yy+(2—3a)z = -2 (Ls)
(a®>—8)z = a®>—2a+2 (L3) -
0 = a*—3a®>—4a+6 (Lg)
On en déduit aisément que 1’équation (L4) est compatible si et seulement si a =1 ou @ = ay. Donc

. Sia€R—{1,az}, le systéeme n’admet pas de solution.

2 1
. Si a =1, on obtient la solution (x,y, z) = < 23 )

A G
-2
. Si a = ag, on obtient la solution (z,y,z) = (a5 )(a2+3)’ 342 ,—1].
0,2—6 a2—6
a 1 1 1
(h) On a det 1 Cll clz 1 =a*—6a>+8a—3 = (a+3)(a—1)%doncrg(A) =4 acR—-{-3,1}. Onen
1 1 1 a

déduit les cas suivants :
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— SiaeR—{=3,1}, rg(A) = rg([A|b]) = 4, le systéme admet dans ce cas une solution unique.
— Sia=1, (rg(A) =1) # (rg([A]b]) = 2) et le systéme n’admet pas de solution.
— Sia= -3, (rg(A) =3 =rg([A]b]) < 4 et le systeme admet une infinité de solutions.

Le systeme s’écrit :
ar+y+z+t
TH+ay+z+1t
T+y+az+t
r+y+z+at

= 1 (L)« (L) z+y+z+at = -1 (L1)+« (L)
= -1 (LQ)F(Lg) o r4+yt+az+t = 1 (L2)<—(L2>—(L1)
= 1 (L3) < (L2) rtay+z+t = —1 (L3) « (L3) — (L)
= -1 (L4) $— (Ll) axr + Y +z+4+t = 1 (L4) — (L4) — a(Ll)
r+y+z+at = -1 (L1)
(a—1)z4+1Q—-a)t = 2 (L2) < (Ly)
(a—y+(1—a) = 0 (Ly)
(l-ay+(1—-—a)z+(1—-a*t = 1+a (Lg) <+ (L)
r+y+ztat = -1 (L1)
l-a)y+(1—a)z+(1—-a*)t = 1+a (Lg)
(a—Dy+(1—-a)t = 0 (Ls) + (Ls) + (L2)
(a—1)z4+1Q—a)t = 2 (Lyg)
x4+y+z+at = -1 (L1)
l-ay+(Q—a)z+(1—-a®*)t = 1+a (L)
(I1—a)z+(1—a)2+a)t = 14a (L3)
(a-1z+(1—-a)t = 2 (La) < (La) + (L3)
r+yt+z+at = -1 (Ly)
N l-ay+(1—-a)z+1-a®)t = 1+a (L)
1—-a)z+(1—a)2+a)t 1+a (L3)
(1—a)3+a)t = 3+a (Lg)

— Sia €R—{1,-3}, le systéme admet une unique solution donnée par :

1 1 1

(wz0 = (5

1
-1 a—1a-1" a—-1)°

— Sia=1, (Ly4) donne 0 = 3 ce qui signifie que le systéme n’admet pas de solution.
— Si a = -3, le systeme se réécrit :

z+y+2z2-3t = -1 p—t_1
dy+42-8 = -— - B 2
4z — 4t = =2 y= 1

0 = 0 2=1-3

et admet donc une infinité de solutions qui s’écrivent sous la forme :

@yet) = (t— -ty =(-Lo-Lo
x’y’z7 - 277 2’ - 2’7 27

(a) On a rg(A) = 2. De plus,

3 1 1

e |5 2 al=b+a-—3,
4 1 1
3 -1 1

o5 —2 al=-b-—a+3,
4 -1 b
1 -1 1

e 2 —2 a|=0.
1 -1 b

) +¢(1,1,1,1).

Donc rg([A]b]) = 2 si et seulement si a + b = 3 et rg([A4|b]) = 3 sinon. Conclusion,
— Sia+b=3,rg(A) =rg([A]b]) = 2 < 3 et dans ce cas, il y a une infinité de solutions.
— Sia+b#3,rg(A) #rg([A|b]) et le systeme n’admet pas de solution.

Le systeme s’écrit :

3x+y—z = 1 (Ly)
S5r+2y—2z = a (L2)<+ 3(La)—5(L1)
de+y—2z = b (Lz) <« 3(L2) —4(Ly)
3x+y—2z = 1 (L1)
& y—z = 3a—5 (La)
—y+z = 3b—4 (L3) <« (Ls)+ (L2)
Jr+y—2z = 1 (L1)
& y—z = 3a—5 (L)
0 = 3(a+b—3) (L3)+ (Ls) + (L2)
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— Sia+b# 3, Péquation (L3) est incompatible donc le systéme n’admet aucune solution.
— Sia+ b=3, le systeme se réécrit :

3r+y—2z = 1 (Ly) r=—a+2
y—z = 3a—5 (L3) ¢ y=2+3a—5
0 = 0 (L3) 2 eR

Le systéme admet donc une infinité de solutions de la forme :

(b) Le systéme s’écrit de la manieére suivante :

(x,y,2) =(—a+2,z+3a—5,2) = (—a+2,3a — 5,0) + 2(0,1,1) avec z € R.

ax+(b-1y+2z = 1 (L)
ar+(b—1y+(b+2)z = 20—3 (L3) <+ (L3)— (L1)
ax+(b—-1y+2z = 1 (L)
& b—-2)y+z = 0 (L)
bz = 2b—4 (L)
— Si b =0, le systeme n’admet pas de solution.
— Sib#0, le systeme se réécrit :
ar+(b—-1y+2z = 1 (L) ar=-3+% (Ly)
b-2y+z = 0 (L2) &4 y=-1% (L2)
bz = 2b—4 (L3) 7= _% (L3)
. Si a # 0, le systeme admet une unique solution
3.2 2 4
(z,y,2) = (a(b - 1)7*5,2 - b)'

. Sia =0, 'équation (L1) est incompatible, le systéme n’admet donc pas de solution.

(c) Le systeme s’écrit :

2e+y—2z = 2 (L1)
rT—y+z = 4 (Lg) (—2<L2)—(L1)
3x+3y—z = 4da (L3) + 2(L3) —3(L1)
2—-a)x+2y—2z = —=2b (L4) <« 2(Ly)—(2—-0a)ls
2e4+y—2z = 2 (L1)
“3y+3z = 6 (L)
3y +2z = 8a—6 (L3) — (L3) + (LQ)
yla+2)—z(a+2) = 2(a—2b—2) (L4) <« 3(Lg) + (a+2)(L3)
2e+y—2z = 2 (L)
—3y+3z = 6 (L)
< iz = Sa (L)
0 = 122a—b—2) (Ly)

— Si 2a — b # 2, le systéeme n’admet aucune solution.
— Si 2a — b = 2, le systeme admet une unique solution :
(z,y,2) = (2,2a — 2,2a).

(d) On reconnait une matrice vue dans 'exercice précédent (systeme (h)). Le systeme s’écrit :

ar+y+z+t = 1 (L1) < (L) r+y+tztat = b (L1)« (I
r4+ay+z+t = b (L2)+ (L3z) - r+ytaz+t = b2 (L)« (
r+y+taz+t = b2 (L3)« (L) r+ay+z+t = b (L3)+ (L3
r+y+ztat = b (L) + (L) ar+y+z+t = 1 (Ly) < (
r+y+z+at = b (L1)
N (a—1Dz+(1—a)t = b2 (1-0b) (La) <+ (Ly)
(a—Dy+(1—a)t = b1-b* (L3)
1-a)yy+(1—a)z+(1—a®)t = 1—ab®> (L) <+ (L2)
r+y+z4+at = b (Ly)
- 1-ay+(1—-a)z+1—-a®)t = 1—ab® (Lo)
(a—Dy+(1-a)t = b1—t?) (Ls) < (Ls)+ (L)
(a—1z+(1—a)t = b2(1-0b) (Ly)
r+y+z+at = b (L1)
o l-ay+(Q-a)z+(1—-a*)t = 1-—ab3 (L)
(1-a)z+(1—-a)2+a)t = 1+b-0*a+1) (L3)
(CL — 1)2’ + (1 — a)t = b2(1 — b) (L4) — (L4) + (L3)
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=

- SiaeR—-{1,

~ Sia= -3, (Ly) donne 0 =1+b+b%>+b*=

1—a)y+(1—a)z+(1—a?t
a)z+ (1—a)(2+a)t

(-

(:L.7 y? Z’

t) =

r+y+z+at b3

(I-a)3+a)t

1+a
1+b—0b%(a+1)
1+b+b%—b%(a+2)

—3}, le systéme admet une unique solution donnée par :

a®—b>4+2+4a—b+2ab>—2b° 44>

(34+a)(a—1)
_ a®4b%+143a—2b—ab+4ab®+2b%+a?b3

(3+a)(a—
a?b3+2b% —b4-3ab® —14b>+ab?

1)

(34+a)(a—1)

—b—b%4b3—

1

(B3Fa)(a—1)
— Sia=1, (Lz) donne 0 = 1 ce qui signifie que le systéme n’admet pas de solution.

(1+b)(1 + %)

. Sib# —1, le systeme n’admet pas de solution.

.Sib=

—1, le systeme se réécrit :

Il admet une unique solution donnée par :

1 1
(-4t t,——tt) = (-2
(z,9,2,y) ( 5 T 2+,> <

1. Réponses (b) e
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Réponses (a) e
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Réponses (b) e
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1. II suffit de réarranger les lignes :

(5)

ay + az
bz
r+y—+z

z+y+z-3t = -1
dy+4z -8t = -2
dz—4t = -2 °
0 = 0
1 1
—= t(1,1
2707 270>+ (7 )
ab (L1) « (Ls) xr4+y+z = 1
a (L)« (L3) & ay+az = ab
1 (Lg)(—(Ll) bz = a

— Sib=a=0, le rang de (S) est égal & 1.

— Sia=0et b+#0,lerang de (5) est égal a 2.
— Sia#0etb=0,lerang de (S) est égal a 2.
— Sia,b € R*, le rang de (S) est égal a 3.

2. Dans ce cas, comme rg(A

rTry+z =
(S) & ay+az =
bz =
— 2a
= y = b—%
z = ¢

3. Sia=0 (et b#0), le systeme (S5) admet une infinité de solutions ((rg(A4) =

Par conséquent, (z,y,z) =

) =3, on arg([A]Y]) =

1 (L)« (L )—%() T+y
ab (L2) < ( 2) — §(L3) & ay
a (Lg)  3(Ls) z

r+y—+z
0
bz

(]— - yvyvo) =

1 r+y+z=1
0 &< yeR
0 z=0

a
-5
a
ab—

a
b

(L1)

r=1-y
yeR
z=0

=

(1,0,0) +y(—1,1,0) avec y € R.

(L2) +

2) # (rg([A[b])

1,1).

et (S) admet une unique solution :

— (L1) — L(Lo)

1(Ly)

=3).On a
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On obtient par la méthode de Cramer :

2 -1 2 1 2 2 1 -1 2
-1 1 0 2 =1 0 2 1 -1
o2 o B 1o w32 1] 10
T o o) T2 T VT 22 T T o] 2
2 1 0 2 1 0 2 1 0
3 2 0 3 2 0 3 2 0
b0
1. On trouve & l'aide des deux méthodes A™! = % % 0
0 5 3
z 2 0 3\ (2 >
2.0nay:%%0 5:%
1 1 8
z 0 3 3/ \3 2
1. On a le systeme
0,94+ 0,9y + 2z = 435,6
(9) 0,8c+y+0,92 = 4224
rz+0,99+0,82 = 421,3
2. On utilise la méthode du pivot de Gauss en multipliant au préalable chacune des lignes du systeme par 10 :
9x 4+ 9y + 102 = 4356 (Lq)
(S)e ¢ 8x+10y+92 = 4224 (L) <« 9(La) —8(L1)
10z +9y+82 = 4213 (Ls) + 9(Ls) — 10(Ly)
9+ 9y + 10z = 4356 (L1)
& 18y+2 = 3168 (La)
Oy —28z = —5643 (L3) <+ 2(L3)+ (Ls)
9 +9y + 10z = 4356 (L1) x = 1522
= 18y+2z = 3168 (L) Sy = 167,8
—55z = -—8118 (Ls) = 147,6
1. F est une primitive de f (sur | — 1;+00]) si et seulement si F’ = f. Comme
1 1 1 bz +1)+c(x—1) (b+c)z+ (b—c)
F'(z) =al —4+b— =al =al
(x) anx—i—amx—i— x71+ca:+1 alnxr+a+ @D+ alnx + 21 + a,
on obtient par identification avec f(z), le systéme
a = =2
a = -2
b+c = 0 o b o— 1
b—c = 2 4
a = =2 ¢

Finalement, F' est une primitive de f (sur | —1; 4o00[) si et seulement si F'(z) = =2z Inz+1n(x—1) —In(x+1).

3
2
2. / <21nm+212> de = [F(x)]3 = [-2z¢nz+In(z —1) —In(z + 1)) = (—6In3 + In2 — In4) —
2 e =
(=4In24+In1-1n3) = -5In3+5In2—1n4 = —5In3+5In2-1n2%2 = —5In3+5In2—-2In2= —5In3+31n2.

1. On a le systeme

3x+2y = 18
(9) r+2y+z = 9
2c+y+2z = 10

2. On utilise la méthode du pivot de Gauss :
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3x+2y = 18 (L)
T+ 2y +z =9 (LQ) — 3(L2) — (Ll)
3z+2y = 18 (L)
& dy+3z = 9  (Lo)
-y + 3z = —6 (Lg) < 4(L3) + (Lg)
3x+2y = 18 (Ly) x = 4
&¢ dy+3z2 = 9 (L) ¢y = 3
152 = =15 (L3) z = -1

3. Il ne peut exister de programme de fabrication qui épuise exactement le stock de facteurs disponibles puisqu’il
faudrait produire —1 quantité de produit C. Le systéme (S) admet bien une solution mathématique mais non
interprétable au sens économique.

1. Afin de répondre a cette question, nous devons résoudre le systéme linéaire suivant

r+2y+4z = 2000 (Ly)
(S) 1,524+ 1,5y +4,52 = 2400 (Lo)
1,52 +2,5y+ 1,52 2400 (Ls)
traduisant le probleme. Vérifions dans un premier temps que le systeme est inversible, c’est-a-dire qu’il admet
une unique solution. On calcule pour cela le déterminant du systeme :
1 2 4
1,5 1,5 4,5/ =6+0.
1,5 2,5 1,5
Le déterminant est non nul, le systeme est inversible, il admet une unique solution. On peut maintenant
utiliser la méthode du pivot de Gauss en multipliant au préalable les lignes (Ls) et (L3) du systéme par 2.

Ainsi,
x+2y+4z = 2000 (L)
(S) = { 30+3y+92 = 4800 (L») <« (L2)—3(L1)
r4+2y+4z = 2000 (L)
& —3y—3z = —1200 (Lo)
—y—9z = —1200 (L3) < 3(L3)— (Ls)
x+2y+4z = 2000 (Ly) x = 1000 (Lq)
= 3y 32 = —1200 (La) &4 y = 300 (Lo
924y = —2400 (Ls) = 100 (Ly)

Il existe donc bien un programme de fabrication utilisant a plein les capacités de chaque atelier et générant
1000 lots de pieces A, 300 lots de pieces B et 100 lots de pieces C.

2. (a) On souhaite déterminer le bénéfice réalisé lors de la vente de 800 pieces de A, 200 pieces de B et 200

pieces de B, c’est-a-dire de 80 lots de pieces A, 20 lots de pieces B et 20 lots de pieces C, sachant qu’un

lot est constitué de 10 pieces. Le bénéfice est obtenu en soustrayant aux revenus les cotits de fabrication.

On a donc
B(80,20,20) = 80 % [335 — (1 x 60+ 1,5 x 80+ 1,5 x 50)]
+ 20x (515 —[2x60+1,5x 80+ 2,5 x 50])
+ 20 % [925 — (4 x 60 +4,5 x 80 + 1,5 x 50)]
= 14400
(b) Pour le programme trouvé au 1., on trouve
B(1000, 300, 100) = 1000 x [335 — (1 x 60+ 1,5 x 80 4+ 1,5 x 50)]

+ 300 x (515 — [2x 60+ 1,5 x 80 + 2,5 x 50])
+ 100 X [925 — (4 x 60 4+ 4,5 x 80 4 1,5 x 50)]

= 150000
1. On a le systeme
10z +4y+ 10z = a
(9) 2r4+y+2z = p
10z +6y+ 122 = t

2. On remplace a par 4200, p par 800 et ¢ par 5000 dans (S). Vérifions que le systéme est inversible :
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10 4 10
2 1 2|=4+4£0.
10 6 12

Le déterminant est non nul, le systéme est inversible, il admet une unique solution. On peut maintenant
utiliser la méthode du pivot de Gauss pour résoudre (S).

10z + 4y + 10z = 4200 (L)
2 +y+22z = 800 (L2) <+ 5(L2)—(L1)
10z +4y + 102 = 4200 (L)
2y+2z = 800 (L3) <« (L2)
10z 4+ 10z +4y = 4200 (L;) xz = -—100
. 2 +2 = 800 (L) &4 z = 600
y = —200 (L3) y = —200

Par conséquent, il n’existe pas de production permettant d’utiliser exactement 4200 kg d’acier, 800 kg de pein-
ture et 5000 heures de travail. Le systéme admet bien une solution numérique mais elle n’est pas interprétable
économiquement.
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