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CORRECTION Exercices Chapitre 3 - Dimension finie.

1. Soient u,v,wW € A. On a alors 4 = <u1> U = (Ul) = (wl) € My1(R) avec ug + ug = v1 + v =

Uz V2 w2

wy + wy = 1.

(a)

(b)

L’associativité de I'addition (interne) dans A découle de celle dans R? (et de celle dans R finalement). En
) _(w vit+wr) _ [ur+vr+w
effet, on a d’une part @+ (04 w) = ( ) (( ) ( ))_(uz>+(v2+w2>_<m+vg+w2)'
) S o - _ (w1 +n wy\ _ fur+v+w
D’autre part, (u—i—v)—i—w—(( ) ( )) ( )_<uQ+v2>+<w2)_(u2+v2+w2>'ona
donc bien 4 + (74 W) = (4 + 7)

Elément neutre pour I'addition. Cherchons & = (Zl> € A (donc vérifiant e; +e3 = 1) tel que €+ € =
2

€+ 1 = 4. On a tout d’abord

ﬂ+€:ﬁ<:> U1 + (] _ uy + ey _ Uy PN U +e1 =1up PN 61:0 '
U2 €9 U + €2 U2 Uy + €2 = U2 ey =10
Cependant, on remarque que e; +ex = 0+ 0 # 1 donc € ¢ A. Par conséquent, le travail s’arréte ici, A
n’est pas un espace vectoriel.

Uy U1 w1
2. Soient @,0,wW € B. On a alors @ = (ug | , 0 = |va |, W = [ w2 | € M31(R) avec 2u; — Sug + ug =
us3 U3 w3

2v1 — Bug + v = 2wy — bws + w3z = 0 et ug + uz = vy + v3 = wo + w3 = 0. Soient également A, u € R.

(a)
(b)

L’associativité de 'addition (interne) dans B découle de celle dans R3.

e
Elément neutre pour laddition. Cherchons € = |es | € B (donc vérifiant 2e; — 5eg + e3 = 0 et
€3
0
€2 +e3 = 0) tel que 4+ € = @+ € = 4. On obtient rapidement (comme précédemment) € = | 0
0
Comme 2e; — bes +e3 =0 et es +e3 =0, on a bien € € B.
B
Opposé. Cherchons v/ = |u5y | € B (donc vérifiant 2uj — Sufy + u = 0 et uh + uy = 0) tel que
us
U+u =u+u=2¢ Ona
. Uy u) 0 uy + uj 0 up+uy = 0 up = —uy
dtu =< lu |+ uh ]| =10 [utuy| =10 uatuy = 0 & uh=—us
us uh 0 uz + uj 0 us+uy = 0 uh = —ug
De plus, comme u € B,
2u; —bug +ug = 0 o —(2uy —bug +uz) = 0 - 2u —bub+ufy = 0
ug+ug = 0 —(ug+us) = 0 up+uy = 0

Par conséquent, v’ € B.

La commutativité de 1’addition dans B découle de celle dans R? (et de celle dans R finalement) :

Uy U1 Uy + U1 v1 + Uy U1 Uy
U+T={u |+l =lu+tv]|=|vvtu | ={v2] +|u | =7+
us V3 U3 + v3 U3 + U3 V3 us

L’associativité de la multiplication (externe) dans B découle de celle dans R? (et de celle dans R finale-
ment) :

Uy puy Apug u1
Apd) =X | p | ua =A|pus | = [ Apue | =dp | ua | = (Ap)a.
us pus Apruz us
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(f) Elément neutre pour la multiplication. On a bien

Ul 1><U1 U1
I1xu=1x Ug | = 1X'LL2 = | Uz = .
us 1 X ug us

(g) Distributivité (1) : on a

U1 (A + p)ug Aut + pus Aug g U1 U1
A+p)i=A+p) [u | = A+pue | = | duetpus | = [ Aug |+ puz | =X [ we | +p [ uwe | = Ad+pd.
u3 A+ p)us Aus + pus Aus U3 U3 U3

(h) Distributivité (2) : on a

Uq U1 Uy + vy )\(ul + ’Ul> Auq + A\vp
)\(’J-F 77) = A us | + | vo =Alus+v | = )\(UQ + UQ) = | dug + vy | =
us V3 us + v3 )\(’U,g + 1)3) AU3 + )\’03
)\’U,l )\’Ul uy U1
Mo | + Ao | =X [us | + A ve | =+ M.
)\’LL3 )\1}3 us VU3

Par conséquent, B est un espace vectoriel sur R.

3. C n’est pas un espace vectoriel sur R car - entre autres - il n’existe pas d’élément neutre dans C. Le vecteur

€1 0
= €9 0 1. oL so. — — - - — .
nul € = | = 1ol élément neutre pour ’addition, est le seul vecteur vérifiant v + € = €+ v = ¥ mais
3
€4 0

e1+ ez —2e3=0+0—2(0) =0 # —1. Par conséquent, € ¢ C.

_11>7 on a bien 7 € D car (1)2 + (1) = 0. Cependant, 'opposé de

> mais u/ ¢ D car (—=1)% + 1 # 0.

4. D n’est pas un espace vectoriel. Si & = (

1

5. FE est un espace vectoriel. Les 8 propriétés sont vérifiées.

i pour l'addition est donné par o = (

6. F est un espace vectoriel. Les 8 propriétés sont vérifiées.

7. G est constitué des vecteurs X = (?1) € R? tels que
2
2 5\ 2 5\ (10 X1\ _ (0 -1 5\ /X1 (0
(3 5)r=oe (G356 D) E)=6) = (09 () =6)
-X1+5X2 = 0 X =0 B
X, = 0 & Xy =0 < X =0.

G est donc réduit au singleton contenant le vecteur nul. G est un espace vectoriel.
X1

8. H est constitué des vecteurs X = ( X
2

) € R? tels que

G g)X=4X+<;)‘:’<<f g>—4(3 ?))( >H G)@<12 _>(§;>:<;)@
{75708 25 < {02 ex=1(Y)

1
H est donc réduit au singleton {3(11, 5)} H n’est pas un espace vectoriel car - entre autres - le vecteur

neutre pour ’addition n’est pas dans H.

X1
9. K est constitué des vecteurs X = | X5 | € R? tels que
X3
1 2 3 1 2 3 1 0 0 X, 0 0 2 3 X, 0
31 2| X=X¢% 31 2]—-(0 1 0 Xl =0l |3 0 2 XKl =(0]
2 3 1 2 31 0 0 1 X3 0 2 30 X3 0
2Xo+3X3 = 0 X,=0
3X1+2X35 = 0 €< Xo0=0 & X=0.
2X1+3X, = 0 X35=0

K est donc réduit au singleton contenant le vecteur nul. K est un espace vectoriel.
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On utilise le théoreme 3.1.1.

1. A = {(z,y,2) € Rz = 0} est un s.e.v de R3. En effet, 0= (@,0,0) € A puisque @ = 0. Ensuite,
Vi = (u1,u2,u3), v = (v1,v2,v3) € A (ce qui implique donc que w3 = v; = 0), @+7 = (0, ug, uz)+ (0, v2,v3) =
(0,u2 + vo,uz + v3) et donc 4+ ¥ € A. Enfin, VA € R, Al = A(0, ug, uz) = (0, Aus, Aug) € A.

2. B = {(z,y,2) € R®z +y = 1} nest pas un s.e.v. de R?. En effet, 0 = (0],[0],0 ¢ B (entre-autres) car
[0]+[0]#1).

3. C={(z,y,2) ER}x=0etx+y+2=0}est unsev.de R Vi, € C,VAER, i+ 7€ C et \i € C).

4. D = {(x,y,2) € R¥ 2 =0etx+y+ 2z = 1} n'est pas un s.e.v. de R3. En effet, 0= (@,@,@) ¢ D
(entre-autres) car méme si @ =0,o0na @ + @ + @ £ 1.

5. E = {(z,y,2) € R3 sin(z) = 0} n'est pas un s.e.v. de R®. On a pourtant 0 € E car sin(0) = 0. On a
également Vi = (u1,usg,us),v = (v1,v2,v3) € A (ce qui implique donc que sin(uy) = sin(vy) = 0), €+ ¢ =
(u1,ug,u3) + (v1, v2,v3) = (U1 +v1, U2 + V2, uz + v3) avec sin(uy +v1) = sin(uy) cos(v1) + cos(uq ) sin(vy) = 0,
ce qui implique @+ ¥ € E. Cependant, si on considére A = 1 et @ = (7,0,0) € E, on a A7 = (,0,0) mais

sin(§) =1 # 0 donc A\ ¢ E.

6. F = {(z,y,2) € R3 2z = 2} = {(z,7,2),z € R} =< (1,1,1) > est un s.e.v. de R3. On a bien
0 = (0,0,0) € F car (0 0 0) 0(1 ,1). Ensuite, si on consideére ¢ = (z,z,z) et ¥ = (y,y,y) (4,7 € F),
i+7=@+y,z+yx+y) = (x+y)(1,1, )eF. Enfin, si A € Ret 4 = (z,z,7), M = Az, Az, \z) =
Ae(1,1,1) € F.

7. G = {(x,y,2) € R, |z| = |y| = |z|} n’est pas un s.e.v. de R®. On a 0 € G. Cependant, si @ = (—1,1,1) et
¥ =(1,1,1), on obtient @+ ¥ = (0,1,1) et |0] # (]1| = [1]).

. H={(z,y,2) € R® 2%+ y? + 22 = 1} n'est pas un s.c.v. de R? car 0 ¢ H (entre-autres).
I = {(:l: Y,z ) € R? 2% +y* +2% = 0} = {(0,0,0)}. En effet, le seul vecteur (z,y, 2) € R? vérifiant la condition
z2 + y? + 22 = 0 est le vecteur nul 0. On sait dés lors que I est un s.e.v. de R3.

1. Un vecteur (z,y,2) € R? est combinaison linéaire de e; et ey si et seulement s’il existe A, A2 € R tels que

x 1 1 A1+ A xT = A+ A
Yy | = Aer+ e =X [ =1 | + X 1 =M+ Yy = A+ X
z 2 -1 2)\1—)\2 z = 2)\1—
T — +
AL = ¥y=-12 Z:y+z
- 2 3
\ _a:—|—y_2x—z_2 4
2T Ty T T g T

ce qui implique donc que x, y, z sont définis de maniere tres spcifique.

2. o Comme 331 = 3‘5':0 140=1et 2 = % =2(1)+0, Ay = 1 et Ay = 2. Par conséquent, A = e + 2es.
e Comme 2 1 #2490 Bnes exprlme pas comme une combinaison linéaire de ey et es.

oCmmmE%Jlfm?1:—4+H:7a1”;“:2m{“:2@®+LMALM:7MJQ:&PM

conséquent, C' = Tey + 3es.
e Comme 7172(73) = (713”4 =(-3)+4=1et =2 = w =2(-3)+4=-2, A\ =1et Ay = —2. Par
conséquent, D = e — 2es.
OComme#:%:f5+8:3et#:$:2(75)+8:f2,)\1:3et/\2:72.Par
conséquent, E = 3e1 — 2es.

10—
e Comme ——~ 7$ 10+9 , F' ne s’exprime pas comme une combinaison linéaire de e; et es.

1. Soit X = (x,y,2) un vecteur quelconque de R®. Montrons qu’il existe A\;, A2, A3 € R tels que X = \je; +

A€o + Azes :
T 1 1 1 T AL+ A2+ A3
X=XMer+Xeat+X3es [y =M 1] +X|(2]|+X2]<|y] = M+2)+2)3
1 1 1 A1 x
< |11 2 2 X]l=1y
1 2 3 A3 z

3/20



L’existence (et l'unicité) des coefficients A1, A2, A3 dépend donc de Pinversibilité de la matrice précédente.

1 1 1
Comme |1 2 2| =1 # 0, le systéeme linéaire admet une unique solution ce qui prouve l'existence de
1 2 3
A1, A2, A3 € R tels que X = Ajeq + Asea + Azes. Tout vecteur X de Ms 1(R) est combinaison linéaire de
€1, €2, €3.

2. Si on ne dispose que de deux vecteurs eg, ea, on se ramene a la résolution du systeme linéaire :

1 1 A T
1 2 v =Y
1 2 2 2

D’apres la théorie, si A et b désignent repsectivement la matrice de ce nouveau systéme et son second membre,

11 =
le systéme admet une ou plusieurs solutions si rg(A) = rg([A[b]). On arg(A) =2 et det([A]D]) =1 2 y|=
1 2 =z

z — y qui n’est pas inconditionnellement nul. Cela signifie donc que le rang de A peut étre différent du rang
de [A]X]. Ainsi, tout vecteur X de M3 1(R) n’est pas combinaison linéaire de e, e2. Par exemple, (O77 )

n’est pas combinaison linéaire de ey et ey car — =1#0.

3. On se rameéne a la résolution du systéme linéaire :

11 -1 A1 x
1 2 —4 /\2 = Yy
1 2 —4 A3 z
11 -1
Ce systéme n’admet pas une unique solution car [I 2 —4| = 0. Comme rg([A|X]) n’est pas nécessairement
1 2 —4

égal & rg(A) (tout dépend de X), le systeme précédent n’admet pas nécessairement de solution. Ainsi, tout
vecteur X de M3 1(R) n’est pas combinaison linéaire de eq, ez, €3.

4. On se ramene a la résolution du systeme linéaire :

1120 il T

12 31 A2 = |y
3

1231/\4 z

D’apres la théorie, si A et b désignent respectivement la matrice de ce nouveau systéme et son second membre,
le systéeme admet une infinité de solutions si rg(A4) = rg([A|X]) et aucune solution si rg(A) # rg([4|X]).
La deuxiéme ligne de A étant égale & la troisieme et n’étant pas proportionnelle & la premiere, rg(A) = 2.
On remarque alors que [A|X] peut étre de rang supérieur selon les valeurs de X (si y # z, la deuxiéme ligne
de [A|X] n’est plus égale a la troisieme et implique un rang égal a 3). Par conséquent, tout vecteur X de
1 1 2 0
M3 1(R) n’est pas combinaison linéaire de 11,12,13],]1
1 2 3 1

Déterminer le rang d’un famille de vecteurs revient a déterminer le rang de la matrice dont les
colonnes sont les vecteurs de la famille.

1. Soit /1 = ((1,0,1),(—1,0,—-1),(2,0,2)). On remarque rapidement que les 3 vecteurs sont proportionnels donc

1 -1 2
rg {0 0 0 =rg(F)=1
1 -1 2
1 -1 2 01 1
2. Soit F» = ((1,0,1),(—1,0,-1),(2,0,2),(0,1,0),(1,1,1),(1,-2,1)). Onarg [0 0 0 1 1 —2| =2

1 -1 2 0 1 1
En effet, toute sous-matrice carrée issue de la matrice précédente, de taille supérieure ou égale a 3, est
inversible. La famille F5 est de rang 2.

3. On considere la famille 73 = ((1,0,1),(-1,0,-1),(2,0,2),(0,1,0),(1,1,1),(1,-2,—-1)). On a cette fois-ci

1 -1 2 0 1 1 1 0 1

rgl0 0 0 1 1 —2] =3.0naparexemple |0 1 —2|= -2 0. Finalement, la famille F3 est de
1 -1 2 0 1 -1 1 0 -1

rang 3.
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4. On considére maintenant la famille 7, = ((1,0,1,0), (-1,0,-1,0),(1,1,1,1),(0,1,0,1),(1,2,1,2)). On a alors
1 -1 1 0 1

rg (1) _01 } (1) f 2 (on remarque que les 3e et 4e lignes sont identiques aux 2 premiéres et que la 2e
0 0 1 1 2

n’est pas porportionnelle & la 1ére). Par conséquent, rg(Fy) = 2.

5. On consideére ensuite la famille 75 = ((1,0,1,0),(-1,0,-1,0),(1,1,1,1),(0,1,0,1),(1,2,1,2)). On a alors
1 -1 1 0 1

0O 0 1 1 2 L2

r9ly 211 0 1|7 3. En effet, on a par exemple {1 0 1| =2 # 0. Par conséquent, rg(Fs) = 3.
0O 0 1 1 0 Lo

6. On considere enfin la famille 73 = ((1,0,1,0),(-1,0,—1,0),(1,1,1,0),(0,1,0,1),(1,2,1,2)). On a alors

1 -1 1 0 1
0 0 1 1 2 b2

9y 1 1 0 1|7 3. En effet, on a par exemple |1 0 1| =1 # 0. Par conséquent, rg(Fs) = 3.
0 0 0 1 0 0 10

|Exercice 58|

1. On travaille dans R3. Toute famille génératrice de R3 contient nécessairement au moins 3 vecteurs de R3. Par
conséquent, ((1,1,0),(0,1,1)) n’est pas une famille génératrice de R3.

2. Pour les 3 familles qui suivent, chacune étant constituée de 3 vecteurs, on peut tester le caractere générateur
simplement a ’aide du déterminant de la matrice construite a ’aide des vecteurs donnés.

0 0 1
Ainsi, puisque [0 1 1] =—1 =0, la famille ((0,0,1),(0,1,1),(1,1,1)) est génératrice.
1 1 1
1 1 0 0 1 1
3. On observe aisément que | =1 ] = 0 | = | 1 | donc | 1 0 —1| =0, ce qui permet d’affirmer que
0 -1 -1 -1 -1 0
la famille ((0,1,—-1),(1,0,—1),(1,—1,0)) n’est pas génératrice.
1 4 7
4. Comme |2 5 8| =0, la famille ((1,2,3),(4,5,6),(7,8,9)) n’est pas génératrice.
3 6 9

. Les 3 premiers vecteurs forment une famille
),(1,2,1)) est égal & 3. Par conséquent, la famille

5. Déterminons le rang de ((0,0,1),(0,1,1),(1,1,1),(1,2,1)
génératrice (voir 2.) donc le rang de ((0,0,1),(0,1,1), (1,1,
((0,0,1),(0,1,1),(1,1,1),(1,2,1)) est génératrice.

|Exercice 59|

1. On travaille dans R*. Toute famille génératrice de R* contient nécessairement au moins 4 vecteurs de R*. Par
conséquent, ((0,1,—-2,1),(1,-1,0,3),(—2,7,—10,—1)) n’est pas une famille génératrice de R*.

)
1

0 0 01
0 0 1 1 . . c . .
2. Comme 01 1 17 —1, la famille ((0,0,0,1),(0,0,1,1),(0,1,1,1),(1,1,1,1)) est une famille génératrice.
11 1 1
1 5 8 1
2 6 9 0 . (. .
3. Comme 3 7 0 o= —252 # 0, la famille ((1, 2, 3,4), (5,6,7,0),(8,9,0,0),(1,0,0,0)) est génératrice.
4 0 0 0

4. On remarque immédiatement que le 3e vecteur de la famille est égal au 2e moins le ler donc la famille n’en-
gendre qu’un espace constitué de 3 vecteurs de R*. Par conséquent, ((0, 1, —1,0), (1,0, —1,0), (1,—1,0,0), (0,0,0, 1))
n’est pas génératrice.

11 1 2

5. Comme =5 #0, la famille ((1,1,1,2),(1,1,2,1),(1,2,1,1),(2,1,1,1)) est génératrice.

2
2 1
11

—_ =

1
2
| Exercice 60]

1. La famille ((1,1,0),(0,1,1)) est libre car les deux vecteurs sont linéairement indépendants.
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2. La famille ((1,1,0), (=1, —1,0)) n’est pas libre car les deux vecteurs sont linéairement indépendants ; en effet

1 -1
1]l =—-|-1
0 0
0 01
3. La famille ((0,0,1),(0,1,1),(1,1,1)) est libre car [0 1 1| =1#0.
1 1 1
0 1 1
4. La famille ((0,1,—1),(1,0,—1),(1,—1,0)) n’est pas librecar | 1 0 —1|=0.
-1 -1 0

5. On travaille dans R3. Toute famille libre de R? contient nécessairement au plus 3 vecteurs de R3. La famille
((0,0,1),(0,1,1),(1,1,1),(1,2,1)) n’est donc pas libre.

1. On remarque que le 3e vecteur est égal a 5 fois le ler moins 2 fois le 2e. Par conséquent, la famille
((0,1,-2,1),(1,-1,0,3),(—2,7,—10,—1)) n’est pas libre.
2. On remarque que le 3e vecteur est égal a 3 fois le ler moins 1 fois le 2e. Par conséquent, la famille

((0,1,-2,1),(1,-1,0,3),(—1,4,—6,0)) n’est pas libre.
0 0 0 1
0 0 1 1 . . .
3. Comme 01 1 1= —1, la famille ((0,0,0,1),(0,0,1,1),(0,1,1,1),(1,1,1,1)) est une famille libre.
1 1 1 1
4. On a deJa remarqué precedemment que le 3e vecteur de la famille était égal au 2e moins le ler donc la famille
((07 1’ )7( 707 ) ( ) 1’ 0) 0)7(0’ O’ 07 1)) neSt pa/b llbre'
1 1 1 2
1 1 2 1 . .
5. Comme 191 17 =5 #0, la famille ((1,1,1,2),(1,1,2,1),(1,2,1,1),(2,1,1,1)) est libre.
2 1 1 1
1 0 0
B = (e1,eq,e3) = O,{1],10 est la base canonique de R3. Par conséquent, la famille
0 0 1
B' = (v, vs,v3) peut se réécrire sous la forme
B’ = (—2e; — 4eg + Ses, 3ey + deg — Hes, —4de; — Teg + 10e3)
1 0 0 1 0 0 1 0 0
=|-2|0]—-4|1|+5{0}),3]{0)+4|1])—-5(0),—-4]0]—-7]1]+101]0
0 0 1 0 0 1 0 0 1
—2 3 —4
S O v I I I
5 -5 10

La famille B’ est une base si et seulement si elle est libre et génératrice.
— Montrons que B’ est génératrice : soit (z,y, z) € R3, montrons qu’il existe A1, A2, A3 € R tels que

x -2 3 —4
Yy = )\1 —4 | + )\2 4 + /\3 -7
z 5 -5 10
X —2)\1 + 3/\2 - 4)\3 —2 3 —4 )\1
Slyl=1-4\+4r—-TXs]|=|1-4 4 -7 A2
z 5A1 — BAg + 103 5 -5 10 A3
-2 3 -4
Comme |[—4 4 7| =5 # 0, le systeme précédent admet une unique solution ce qui prouve l’existence
5 =5 10

de (A1, A2, A3) et donc le caractere générateur de la famille (vq, va,v3).
— Montrons que B’ est libre. Soient A1, Ao, A3 € R.

A1 0 -2 3 -4 A1 0
Av1 + Agvg + A3v3 = 0 & (’Ul V2 123) | =10l |-4 4 -7 M| =10
A3 0 5 =5 10 A3 0
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-2 3 -4
On a vu précédemment que la matrice | —4 4 =7 ] était inversible donc le systeme précédent admet
5 =5 10
une unique solution qui est (A1, A2, As) = (0,0,0) ce qui implique le caractere libre de la famille (vq, va, v3).
Conclusion, la famille B’ = (v1,v2,v3) est une base de R3.

1. Soit (z,y) un vecteur quelconque de R?. Montrons alors que S engendre (z, ), c’est-a-dire qu’il existe A\, Ay €

R tels que
AN 1 1 zy (1 1 A
()= ()= 0) = G) -6 1) ()
(1) 1 est inversible, la solution du systeme précédent existe et est unique, ce qui implique
donc que la famille S engendre R2.

Comme la matrice (

. . e . 1 1y, . . .
2. La famille S est une base de R?, I'inversibilité de la matrice (0 1) étant une condition nécessaire et suffisante

pour démontrer son caractere libre et générateur.

e Dans un premier temps, d’apres le théoreme 3.2.2, By et Bs ne peuvent étre des bases de R? car elles possédent
respectivement 2 et 4 éléments.

1 1 3
o B, est une base de R3 si et seulement si la matrice | 1 —1 1| est inversible. On note cependant que la 2e
1 -1 1
ligne de la matrice est égale a la 3e donc la matrice n’est pas inversible et la famille B, n’est pas une base de
R3.
1 0 1 1 0 1
e Bj est une base de R? si et seulement si la matrice | 0 1 1| est inversible. Comme [0 1 1| = —2#0,
1 10 1 10
la famille Bz est une base de R3.
1 1 1 1 1 1
e B, est une base de R3 si et seulement si la matrice |1 —1 1 est inversible. Comme |1 -1 1| =
1 1 -1 1 1 -1
4 # 0, la famille By est une base de R?.
Posons X = (z,y,2) € R3. On a
3 -2 1 3 -2 1 1 00 x 0
2 =2 2|1 X=2X<% 2 =2 21 -210 1 0 y]l =10
2 —4 4 2 —4 4 0 0 1 z 0
1 -2 1 T 0
s 12 -4 2 y| =10
2 —4 2 z 0

On remarque que les 2e et 3e lignes de la matrice précédente sont proportionnelles & la lére, ce qui indique
que la matrice est non-inversible (ou singuliere) et que le systéme admet une infinité de solutions de la forme
(x,y,2) = (2y — z,4,2) = (29,4,0) + (—2,0,2) = y(2,1,0) + 2(—1,0, 1). Par conséquent,

F={X=(z,y,2) e R}z =2y — z}.

1. Montrons maintenant que F est un e.v. ou encore un s.e.v. de R3. On a tout d’abord (0,0,0) € F car

(0) =2(0) — (0). Ensuite, si v1 = (z1,¥1, 21),v2 = (T2, Y2, 22) € F' (donc 21 = 2y; — 21 et 3 = 2ys — 2 (x1)),
(%1
on a vy + vy = (T1 + T2, y1 + Y2, 21 + 22) € R? avec x1 + 9 ) (2y1 — 2z1) + (2y2 — 22) = 2(y1 + y2) — (21 + 22)

ce qui implique donc que vy +vo € F. Enfin, si A € R et v = (2,y,2) € F (donc & = 2y — z (%2)),
v = \(z,y,2) = (A\x, Ay, A\z) € R? avec Az e My — 22) = Ay — 2Az ce qui implique donc que Az € F.

2. On sait que tout vecteur dans F' s’écrit sous la forme (z,y,2) = y(2,1,0) + 2(—1,0,1) avec y,z € R. Par
conséquent, une famille génératrice de F' est ((2,1,0), (—1,0,1)).

3. Cette famille génératrice est une base de F' car elle est également libre :

22—-p =0 A=0
A(2,1,0) +pu(-1,0,1) =0 & A =0 @{MZO

po= 0
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e Soit By = {(z,y) € R,z +y = 0}.

1. Soit (z,y) € Ey alors (z,y) = (x,—x)

2(1,—1). On en déduit qu’un seul vecteur est nécessaire

pour exprimer un élément quelconque de F; a avoir le vecteur (1,—1) (ou tout vecteur qui lui est
proportionnel). On a donc dim(E;) = 1.

2. Une base de Ej est ((1,—1)).
e Soit By = {(z,y) € R?,z = y}.

1. Soit (z,

y) € By alors (z,y) =

(y,y) = y(1,1). On en déduit qu'un seul vecteur est nécessaire pour

exprimer un élément quelconque de Es & avoir le vecteur (1, 1) (ou tout vecteur qui lui est proportionnel).

On a donc dim(FEs) = 1.

2. Une base de Es est ((1,1)).
e Soit B3 = {(z,y,2) € R}, 2z +y + 2z =0}

1. Soit (z,y, z) € E3 alors (x,y,2) =
sont nécessaires pour exprimer un élément quelconque de E5 & savoir (—1,1,0) et

(_y -z, Z)

vecteurs qui leur sont proportionnels). On a dim(E3) = 2.

2. Une base de F3 est ((—1,1,0),(—1,0,1)).

e Soit By = {(v,y,2) ER3, x =y = 2}.

1. Soit (z,y,2) € E4 alors (x,y,2) = (x,z,z) = x(1,1,1). On en déduit qu'un seul vecteur est nécessaire
pour exprimer un élément quelconque de E, & savoir (1,1,1) (ou tout vecteur qui lui est proportionnel).

On a dim(FEy) = 1.

2. Une base de Ey est ((1,1,1)).

=y(—1,1,0) + 2(—1,0,1). On en déduit que 2 vecteurs

(—1,0,1) (ou tous

Une condition nécessaire et suffisante pour que les familles proposées puissent former des bases
est qu’elles soient constituées de 3 éléments linéairement indépendants. On va donc compléter les familles avec un
nombre adapté de vecteurs libres les plus simples possibles.

1 1 0
1. ((1,1,1),(1,0,0),(0,1,0)) forme une base de R3. En effet, (1 0 1
1 0 0
1 1 0
2. ((1,1,0),(1,0,0),(0,0,1)) forme une base de R3. En effet, (I 0 0
0 0 1
1 1
3. ((1,1,1),(1,-1,-1),(0,0,1)) forme une base de R3. En effet, |1
1
1 1
4. ((1,1,0),(1,-1,0),(0,0,1)) forme une base de R3. En effet, |1 —1
0 O
1 1 1
5. ((1,1,0),(1,1,1),(1,0,0)) forme une base de R3. En effet, (1 1 0
01 0
1 1
6. ((1,1,0),(1,—1,1),(0,1,0)) forme une base de R®. En effet, {1 —1
0 1
e Soit f1 : (
1. Smentu-(ul,u = (vi,v2) ER? et \,p €R. On a
v\ _ Auy + pvr
O ) - ) #(n) =n (i) -
_ —u1 —U1 -
= (—ug +p v = Af1(d) +

donc f; est une application linéaire.

2. Un point de coordonnées (z,y) est transformé par f; en un point de coordonnées (—

=140,

:717&03

0

—1 0| =-2+#0,
-1 1

0
0| =-2+#0,
1

—(Aug +po1)\ _ (=
—(Aug + pws) -

pf1(7)

) ()
Ao )

—1). Cela signifie

que f; agit comme une rotation de centre 1'origine (0, 0) et d’angle = (’application f; peut étre également
vue comme une symétrie par rapport a l’origine).
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3. (a) Ker(fl) = {(xay) §R27f1(xay) = (070)} Comme fl(xay) = (O?O) Ang (_Iv_y) = (O?O) Ang (x’y> =
(0,0), Ker(f1) = {0}. f1 est donc un endomorphisme injectif de R2.
(b) Im(f1) = {fi(z,y), (z,y) € R*}. Comme fi(z,y) = (—z,~y) = 2(~1,0) +y(0, —1), Im(f1) =
< (—=1,0),(0,—1) > c’est-a-dire P'espace engendré par les deux vecteurs (—1,0) et (0,—1). Comme
ces deux vecteurs forment une base de R?, Im(f;) = R?. f; est donc un endomorphisme surjectif de
R2.
(c) Comme f; est un endomorphisme bijectif de R?, f; est un automorphisme de R2.
4. On a (fl - I) : (l’,y) = (fl - I)(l’,y) = f1($>y) - (l’,y) = (_:E7_y) - (Sﬁ',y) = (_2‘T>_2y)' fl — I est
encore une application linéaire.
2 f1 — I désigne une homothétie (dilatation) de rapport —2.
3 (a) Ker(fi—I) = {(z,y) € R? (fi—I)(z,y) = (0,0)}. Comme (f1~I)(z,y) = (0,0) & (—2z, —2y) =
(0,0) & (z,y) = (0,0), Ker(fy — I) = {0}. f1 — I est donc un endomorphisme injectif de R?.
(b) Im(fy — I) = {(fr — I)(z,y), (z,y) € R?}. Comme (fi — I)(z,y) = (~2z,-2y) = x(-2,0) +
y(0,—2), Im(f1 — I) =< (—2,0), (0, —2) > c’est-a-dire I’espace engendré par les deux vecteurs
(—2,0) et (0,—2). Comme ces deux vecteurs forment une base de R Im(f; —I) = R2. f; — I
est donc un endomorphisme surjectif de R2.
(c) Comme f; — I est un endomorphisme bijectif de R?, f; — I est un automorphisme de R2.
e Soit fa: (z,y) — (z,0).
1. Soient @ = (u1,uz), ¥ = (v1,v2) € R® et \,u € R. On a

Fo(NT + ) = fo (A (Z;) +p (Z;)) = fs (;\Z; :tzz;) _ <Au1 Br/m) _ </\81> n (ﬂéﬁ)
U U1

A(O) w(O) — o) + fa(7)

donc f5 est une application linéaire.
2. Un point de coordonnées (z,y) est transformé par fo en un point de coordonnées (z,0). Cela signifie
que f5 agit comme une projection orthogonale sur ’axe des abscisses.
3. (a) Ker(fQ) = {(J?,y) € R2,f2(l‘,y) = (0,0)} Comme fz(ax,y) = (070) A (1'70) = (an) <z =0,
Ker(f2) ={(0,y),y € R} ={y(0,1),y € R} =< (0,1) >. f2 est donc un endomorphisme non injectif
de R? car son noyau n’est pas réduit au vecteur nul.

(b) Im(f2) = {f2(2,y), (v,y) € R*}. Comme fa(z,y) = (,0) = (1,0), Im(f2) = {(1,0),2 € R} =
< (1,0) >. f est donc un endomorphisme non surjectif de R? car (1,0) n’engendre pas R2.

(c) Comme f, n’est ni injectif ni surjectif, f» n’est pas un automorphisme de R2.
4. On a (f2 - I) : (l‘,y) = (f2 - I)(l‘,y) = f2($,y) - (x,y) = (‘T70) - ($7y) = (0, _y)' f2 — I est encore
une application linéaire.

2 fy — I désigne une projection orthogonale sur axe des ordonnées composée par une symétrie par

rapport a l'origine.

3 (a) Ker(fo — 1) = {(z,y) € R?, (fo — I)(z,y) = (0,0)}. Comme (f> — I)(z,y) = (0,0) & (0,~y) =
(0,0) &y =0, Ker(fo — I) = {(z,0),2 € R} =< (1,0) >. fo — I est donc un endomorphisme
non injectif de R2.

(b) Im(fo — 1) = {(f2 = I)(=,y), (z,y) € R*}. Comme (f2 — I)(z,y) = (0,~y) = y(0,~1), Im(f> —
I) =< (0,—1) >. fo — I est donc un endomorphisme non surjectif de R2.
(c) On en déduit que fo — I n’est pas un automorphisme de R?.
e Soit f5: (z,y) — (y,0).
1. Soient @ = (u1,us2), v = (v1,v2) ER? et \,u € R. On a

f3( AT + pt) = f3 ()\ (Z;) + p (Z;)) =f3 @z; iﬁg;) _ (Auz E)r /wz> _ <>\82> + (#8&)
Uu2 U2} _

A(8) 4 () =A@ + s

donc f3 est une application linéaire.

2. Un point de coordonnées (z,y) est transformé par f3 en un point de coordonnées (y,0). Cela signifie que
f3 agit comme une projection orthogonale sur ’axe des ordonnées composée par une rotation de centre
s

l'origine et d’angle —% (ou une projection oblique sur I'axe des abscisses).

3. (a) Ker(.f?)) = {(xay) € RQ,f:;(.T,y) = (050)} Comme f3($,y) = (030) g (y70) = (an) <y = 07
Ker(fs) = {(z,0),z € R} = {z(1,0),z € R} =< (1,0) >. f3 est donc un endomorphisme non
injectif de R? car son noyau n’est pas réduit au vecteur nul.
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(b) Im(f?)) = {f?)(ﬂ?,y), (xay> € RQ} Comme f3(-’1?,y) = (y,O) = y(170>7 Im(f?)) = {y(170)7y € R} =
< (1,0) >. f3 est donc un endomorphisme non surjectif de R? car (1,0) n’engendre pas R2.

(c) Comme f3 n’est ni injectif ni surjectif, f3 n’est pas un automorphisme de R2.
4. Ona (fs —1I): (z,y) = (fs = I)(z,y) = f3(z,y) — (z,y) = (v,0) — (z,9) = (y — 2, —y) = —(r — y,y).
f3 — I est encore une application linéaire.
2 f3 — I désigne une transvection (ou un cisaillement) composée par une symétrie par rapport a
I’origine.
g (a‘) Ker(f3—I) = {(Z‘,y) € Rza (f3_I)(x7yl = (070)} Comme (fg—[)($,y) = (05 O) g (y_l‘, _y) =
(0,0) < (z,y) = (0,0), Ker(fs —I) = 0. f3 — I est donc un endomorphisme injectif de R2.
(b) Im(fs — 1) = {(fs — I)(2,y), (z,y) € R*}. Comme (f3 — I)(z,y) = (y — x,—y) = y(1,-1) +
2(—1,0), Im(f3 — I) =< (1,—1),(=1,0) >. f3 — I est donc un endomorphisme surjectif de R.
(c) On en déduit que f3 — I est un automorphisme de R2.
e Soit f4: (x,y)— (v +y,z—y).
1. Soient @ = (u,us), v = (v1,v2) ER? et A\, € R. On a
L Uy v _ Auy 4+ pvr  ((Aug + por) + (Aug + poz)\
fa(MT 4 pd) = fu ()\ (UQ) +u (UQ)) = fa ()\uQ " MW) = (()\ul o y) — (\itg - givm) ) =
)\ul + )\UQ HUL + HU2
+
Aup — Ao KU1 — U2
_ U1 + U V1 + Vg _ — s
= (u ! u) tu ( ! ) — Ma(@) + pfa()
donc f; est une application linéaire.

2. Un point de coordonnées (x,y) est transformé par f; en un point de coordonnées (x + y,z — y). Cela
signifie que f4 agit comme une similitude indirecte.

3. (a) Ker(fy) = {(z,y) € RQ,f4£x,y) = (0,0)}. Comme f4(z,y) = (0,0) & (z+y,xz —y) = (0,0) &
(z,y) = (0,0), Ker(fy) = {0}. f4 est donc un endomorphisme injectif de R? car son noyau est réduit
au vecteur nul.

(b) Im(f4) = {f4(x,y)7(x,y) € RQ} Comme f4(x,y) = (x +y, T — y) = x(lal) + y(]-v_]-)v Im(f4) =
{z(1,1) + y(1,-1),z,y € R}. f4 est donc un endomorphisme surjectif de R? car (1,1) et (1,1
engendrent R2.

(c) Comme f; est un endomorphisme injectif et surjectif, f4 est un automorphisme de R2.
4. Ona (fa=1): (z,y) = (fa—D(zy) = falz,y) = (z,9) = (@ +y, 2 —y) = (3,9) = (y,2 = 2y). fa— 1
est encore une application linéaire.
2 f4 — I désigne une transvection composée par une symétrie par rapport & 'origine.
3 (a) Ker(fs—1I) = {(z,y) € R? (fs—1)(z,y) = (0,0)}. Comme (fs—I)(z,y) = (0,0) & (y,x—2y) =
(0,0) & (z,y) = (0,0), Ker(fs — I) = 0. f4 — I est donc un endomorphisme injectif de R?.
(b) Im(fs—1I) ={(fa—I)(z,y), (x,y) € R?*}. Comme (fs—I)(z,y) = (y.2—2y) = y(1,-2)+x(0,1),
Im(fs — I) =< (1,-2),(0,1) >. f4 — I est donc un endomorphisme surjectif de R?.
(c) On en déduit que f4 — I est un automorphisme de R2.
e Soit f5: (z,y) — (2z,2y).
1. Soient @ = (u,u2),7 = (v1,v2) € R? et \,p € R. On a

L u v _ Aup + por\  (2(Aug 4+ pvr)\  (2Au 2uv
s =5 (3 () + (1) = (o 2h) = GO me)) = Gane) + (i)

A (5u) 4 (5un) = Al + )

Uo 209
donc f5 est une application linéaire.

2. Un point de coordonnées (z,y) est transformé par f5 en un point de coordonnées (2x,2y). Cela signifie
que f5 agit comme une homothétie de rapport 2.
3. (a) Ker(fS) = {(x,y) g R27f5($7y) = (070)} Comme fS(x7y) = (070) And (2.%‘,2:[/) = (an) Aad (l‘,y) =
(0,0), Ker(fs) = {0}. f5 est donc un endomorphisme injectif de R2.
(b) Im(f5) = {f5(m7y)a (l’,y) € R2} Comme f5(x7y> = (2:572?/) = $(270) + y(07
< (2,0),(0,2) >. Comme ces deux vecteurs forment une base de R?, Im(f5
endomorphisme surjectif de R?.

2)’ Im(fS) =
)

= R2. f5 est donc un

(c) Comme f5 est un endomorphisme bijectif de R?, f5 est un automorphisme de R2.
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4. On a (f5 _I> : (.’E,y) = (f5 _I)(x7y) = f5($7y) - (:r:,y) = (2$72y) - (x,y) = (m,y) = I<x’y) f5 — I est

encore une application linéaire.
2 fs — I désigne l'identité.
3 (a) Ker(fs —I) = {(z,y) € R?,(fs = I)(z,y) = (0,0)}. Comme (f5 — I)(=,y) = (0,0) & (z,y) =
(0,0), Ker(fs — I) = {0}. f5 — I est donc un endomorphisme injectif de R2

(b) Im(fs — I) = {(fs — I)(z,y), (z,y) € R?}. Comme (fs — I)(x,y) = (z,y) = z(1,0) + y(0,1),
Im(fs—1I) =< (1,0),(0,1) >. Comme ces deux vecteurs forment une base de R?, Im(f5—1) = R2.
fs — I est donc un endomorphisme surjectif de R2.

(c) Comme f5 — I est un endomorphisme bijectif de R?, f5 — I est un automorphisme de R2.
e Soit fg: (z,y) — (z,z).
1. Soient @ = (uy,us), v = (v1,v2) ER? et A\, u € R. On a
. o Uy U1 _ Aup +por\ [ AurH+por) A V1
fe(Mi 4 p0) = fo ()\ (u2> + (v2>> = fe <)\u2 +uv2> = ()\m Jruvl) = ()\ul + Ly
.\ “) o () = Mal@) + 1fo(D)
Ul V1
donc fg est une application linéaire.
2. Un point de coordonnées (x,y) est transformé par fg en un point de coordonnées (x, ). Cela signifie que
f6 agit comme une projection (oblique) parallelement & ’axe des ordonnées sur la premieére bissectrice.
3. (a) Ker(fﬁ) = {(.Z‘,y) € Rmeﬁ(xvy) = (0,0)} Comme f6($7y) = (070) A (xvx) = (070) =T = 07
Ker(fs) = {(0,y),y € R}. fs est donc un endomorphisme non injectif de R2.
(b) Im(fﬁ) = {f6($,y), (Iay) € RQ} Comme fﬁ(xay) = (1‘,$) = x(lv 1)7 Im(f6) = {‘T(L 1)756 € R} =
< (1,1) >. fs est donc un endomorphisme non surjectif de R? car (1, 1) n’engendre pas R2.

(c) Comme fg n'est ni injectif ni surjectif, fg n’est pas un automorphisme de R?.

4. On a (fG _I) : (may) = (f6 _I)(xay) = fﬁ(xvy) - (m,y) = ('va) - (1‘,y) = (O7x_y)~ Je — I est encore

une application linéaire.
2 fe — I désigne une projection oblique sur I’axe des ordonnées.

3 (a) Ker(fo—1I) = {(x,y) € R? (fo — I)(w,y) = (0,0)}. Comme (fs —I)(z,y) = (0,0) & (0,2 —y) =
(0,0), Ker(fs — I) = {(z,7),z € R}. f¢ — I est donc un endomorphisme non injectif de R? car
son noyau n’est pas réduit au vecteur nul.

(b) Im(fs—1) = {(fs —I)(z,y), (x,y) € R?}. Comme (fs —I)(z,y) = (0,2 —y) = 2(0,1) +y(0,-1),
Im(fs — I) =< (0,1),(0,—1) >=< (0,1) >. f¢ est donc un endomorphisme non surjectif de R?
car (0,1) n’engendre pas R2.

(c) Comme fg — I est un endomorphisme bijectif de R?, fg — I est un automorphisme de R2.
o Soit f7: (z,y) = (y,y).
1. Soient @ = (uy,u2),7 = (v1,v2) € R? et \,p € R. On a
ﬂ o Uy V1 _ Aup +por\ | [ Aug +pve [ Aug U2
Fr(Mi A ) = [z ()‘ <u2> TH <U2>> =fr <>\u2 +/MJ2) o ()\ug +;w2> o <)\uz T U2
=\ “2) + 1 (“2> = Afr(@) + ()
U2 V2
donc f7 est une application linéaire.
2. Un point de coordonnées (x,y) est transformé par f; en un point de coordonnées (y, y). Cela signifie que
f7 agit comme une projection (oblique) parallelement & ’axe des abscisses sur la premiere bissectrice.
3. (a) Ker(fr) = {(z,y) € R?, fz(x,y) = (0,0)}. Comme f7(z,y) = (0,0) < (y,9) = (0,0) & y = 0,
Ker(f7) = {(x,0),x € R}. f7 est donc un endomorphisme non injectif de R?.

(b> Im(f7) = {f?(%y)7 (.’L',y) € R2} Comme f7(xay) = (y7y) = y(17 1)7 Im(f7) = {y(17 1)ay € R} =
< (1,1) >. f7 est donc un endomorphisme non surjectif de R? car (1, 1) n’engendre pas R2.

(c) Comme f7 n’est ni injectif ni surjectif, f; n’est pas un automorphisme de R2.

4. Ona (fr = 1) : (v,y) = (fr = D(z,y) = fr(2,y) — (z,9) = (y,y) — (z,y) = (y — 2,0). fr — I est encore

une application linéaire.
2 fr — I désigne une projection oblique sur I'axe des abscisses.

g (a‘) Ker(f7_l) = {(£E7y) € sz (f7—I)(£C7y) = (070)} Comme (f7—])($7y) = (an) A (y—x,O) =
(0,0), Ker(fr — I) = {(2,7),x € R}. fr — I est donc un endomorphisme non injectif de R? car
son noyau n’est pas réduit au vecteur nul.

11/20



(b> Im<f7 - I) = {(f7 - I)(]J, y)? (l‘, y) € R2} Comme (f7 - I)(‘/Ea y) = (y -, 0) = I(_L 0) +y(17 O)a
Im(f; —I) =< (—1,0),(1,0) >=< (1,0) >. f7 est donc un endomorphisme non surjectif de R?
car (1,0) n’engendre pas R2.
(c) Comme f7 — I est un endomorphisme bijectif de R?, f; — I est un automorphisme de RZ.
e Soit fs: (z,y) — (z —y,x +y).
1. Soient @ = (u,u2),7 = (v1,v2) € R? et \,p € R. On a
. o Uy vy _ Mg+ por\  (Aug 4+ por) — (Aug + pog))
fs( M 4 ud) = fs ()\ (UQ) +u (w)) = fs ()\uQ " Aﬂfz) = (()\ul o)) + (\itg - givm) ) =
AU — Aug n UV — U2
Aug + Aug po1 + pug
_ Uy — U2 U1 —v2) _ s -
(BT () =A@ + sl
donc fg est une application linéaire.
2. Un point de coordonnées (x,y) est transformé par fg en un point de coordonnées (x — y,x + y). Cela
signifie que fs agit comme une rotation elliptique d’angle %.

3. (a) Ker(fs) = {(z,y) € R?, fs(z,y) = (0,0)}. Comme fs(z,y) = (0,0) & (z —y,z +y) = (0,0) &
(z,y) = (0,0), Ker(fs) = {0}. fs est donc un endomorphisme injectif de R? car son noyau est réduit
au vecteur nul.

(b) Im(f8) = {fS('ray)v (x,y) € RQ} Comme fS(x7y) = (.13 - Y, T+ y) = .13(1, _1) + y(17 1)a Im(fS) =
{x(1,-1) + y(1,1),2,y € R}. fs est donc un endomorphisme surjectif de R? car (1,—1) et (1
engendrent R2,

(c) Comme fg est un endomorphisme injectif et surjectif, fg est un automorphisme de R2.

4. Ona (fs=1): (z,y) = (fs = D)(x,y) = fas(z,y) = (2,9) = (¢ —y,x +y) — (z,y) = (—y, 7). fs — I est
encore une application linéaire.
2 fg — I désigne une rotation de 5
3 (a) Ker(fs —I) = {(z,y) € R?, (fs — I)(2,y) = (0,0)}. Comme (fs —I)(z,y) = (0,0) & (~y,z) =
(0,0) & (z,y) = (0,0), Ker(fs — I) = 0. fs — I est donc un endomorphisme injectif de R
(b) Im(fs —I) = {(fs — I)(z,y), (z,y) € R?}. Comme (fs — I)(x,y) = (—y,z) = y(—1,0) + (0, 1),
Im(fs — I) =< (—1,0),(0,1) >. fs — I est donc un endomorphisme surjectif de R2.

(c) On en déduit que fs — I est un automorphisme de R?.

1. f(xyz):(2x—yy—z):(O0)@(2x—yy—z):(00)<:){Qx_y =0 e 2@ donc
' Y ’ ) ) ) y—z = 0 s = 9r
Ker(f) = {(x,2x,22),2 € R} =< (1,2,2) >. Comme le noyau de f n’est pas réduit au vecteur nul, f n’est
pas injective.
flz,y,2) = 2z —y,y — 2) = 2(2,0) + y(—1,1) + 2(0,—1) donc Im(f) =< (2,0),(-1,1),(0,—1) >=
< (2,0),(0,—1) >. Comme (2,0) et (0, —1) engendrent R?, on en déduit que f est surjective.

z+y = 0 {

v 0 . On en déduit que g est

2. g(z,y) = (v +y,x — y,22 + 3y) = (0,0,0) & voy = 0 e g

2¢+3y = 0
injective.
g(z,y) = (x +y,z — y,2z + 3y) = =(1,1,2) + y(1,—1,3) donc Im(g) =< (1,1,2),(1,—1,3) >. Comme
dim(Im(g)) = 2 # dim(R3), 'application g n’est pas surjective.

3. go f(z,y,2) = g(f(x,y,2)) =g(2x—y7w) =(X+Y, X -V 2X+3Y)=(2z-y)+(y—2), 2 —y) -

X Y
(y—2),22z —y)+3(y—2)) = (22 — 2,20 — 2y + z,4x + y — 32).
2r—2z = 0 2 0 -1 T 0 2 0 -1
gof(z,y,2) =(0,0,0) &< 2c—-2y+2z = 0 & (2 -2 1 y]=10].CommeC=|2 -2 1
dr+y—3z = 0 4 1 =3 z 0 4 1 -3

est singuliere (det(C) = 0), cela signifie que g o f n’est pas injective.
On déduit également & ’aide cette propriété que go f n’est pas surjective (les 3 vecteurs colonnes de C' n’étant
pas linéairement indépendants, ils ne peuvent engendrer R3).

4. fog(w,y) = f(g(w,y)) = f(w,w, 2r+3y) = 2X-Y,Y-Z) = 2(z+y)—(v—y), (r—y)— (22+3y)) =

X Y Z
(1’ + 3y7 —T — 4y)
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- _ z+3y = 0 1 3 z\ _ (0
fog(z,y) =(0,0) © (x+3y,—z —4y) = (0,0) & { —r—dy = 0 = <_1 _4) (y> = (0> Comme
D= _11 _34) est inversible (det(D) = —1 # 0), cela implique que f o g est injective.

On déduit également a 'aide cette propriété que f o g est surjective.

Remarque 0.1

— La composée de deux injections est une injection et, inversement, si pour une certaine fonction g, g o f est

une injection, alors f est une injection.

— La composée de deux surjections est une surjection et, inversement, si go f est une surjection, alors g est une

surjection.
— La composée de deux bijections est une bijection mais inversement,

si la composée de deux applications est

une bijection, on peut seulement en déduire que I'une est une injection et ’autre une surjection.

e Soit fl : (fE,y) — f1($,y) = (—.’E, _y)
1. Ona f1(1,0) = (~1,0) =[-1)(1,0) +[0](0,1) et f1(0,

=(0,-1) = @(1,0) —i—(O7 1) donc

A= o] ) (10
( 0] ) 1)
2. On a f1(0,1) = (0, -1) =[-1](0,1) +[0](1,0) et f1(1,0) = (—1,0) =[0](0,1) +[-1](1,0) donc
f11) f10)
—( -1 (0,1)
(o @)
3. Ona f1(0,2) = (0,-2) =[-1](0,2) +[0](—3,0) et f1(~3,0) = (3,0) =[0](0,2) +[-1](~3,0) donc
f12) f1(=3,0)
- ([ (0,2)
’ ( [0] )(3,>

A4:( )(01

(1,1)

0]

5. 0na fi(1,1) = (—=1,-1) =[-1]1, 1) +[0]1, 1) et f1(1,~1) = (=1,1) =[0](1,1) +[-1](1, ~1) donc
f11) f1(1@—1)
o [ (1,1)
i ( [0] )(L—l)

e Soit fo: (z,y) — fi(z,y) = (,0).

1. On a f5(1,0) = (1,0) = 1(1,0) 4+ 0(0,1) et f»(0,1) = (0,0) = 0(1,0) + 0(0, 1) donc

f2(170) f2(071)

1
0 0 (0

2. On a f5(0,1) = (0,0) = 0(0,1) + 0(1,0) et f2(1,0) = (1,0) = 0(0,1) + 1(1,0) donc

f2(071) f2(170)

0 1 (1,

3. On a f5(0,2) = (0,0) = 0(0,2) + 0(—3,0) et fo(—3,0) = (—3,0)

=0(0,2) + 1(—3,0) donc

13/20



f2(8,2) fa( ) 0) 0.2
n=( ) &S
4. On a f2(0,1) = (0,0) = 0(0,1) + 0(1, 1) et f2(1,1) = (1,0) = —1(0,1) + 1(1,1) donc
(8 1) fé(lll) o)
A=y 1 ) (1.1)

5. Ona fo(1,1) = (1,0) = £(1,1) + 2(1,—1) et fo(1,—1) = (1,0) = £(1,1) + £(1,—1) donc
f2(1,1)  fo(1,-1) W
_ 1 1 1,1
=11 el
e Soit f3: (z,y) — f3(z,y) = (y,0).
1. On a f3(1,0) = (0,0) = 0(1,0) + 0(0,1) et f3

—~

0,1) =(0,1) = 0(1,0) + 1(0,1) donc
0) f3(0,1)

(1,
(0 0\ (1,0
= 1)y
2. On a f3(0,1) = (1,0) = 0(0,1) + 1(1,0) et f3(1,0) = (0,0) = 0(0,1) + 0(1,0) donc
A1) f(0,0
(O 0\ (01)
1 0 ) (1.0

3. On a f3(0,2) = (2,0) = 0(0,2) — 2(=3,0) et f3(—3,0) = (0,0) = 0(0,2) + 0(—3,0) donc

f3(0,2)  f3(=3,0) 0.2
A O 0 0,2)
° ~2 0 (—3,0)

4. On a f3(0,1) = (1,0) = —1(0,1) + 1(1,1) et f3(1,1) = (1,0) = —1(0,1) + 1(1,1) donc
f3(0,1)  f3(1,1) 0.1)
_( -1 —1 0,1
A= 1 (1,1)
5. Ona f3(1,1) = (1,0) = £(1,1) + 2(1,—1) et f3(1,—1) = (—1,0) = —1(1,1) — 1(1,-1) donc
f3(1,1)  f3(1,-1)

— -1 (171)
As = i )(171).

N[0

e Soit fy: (z,y) = falz,y) = (z +y,2 —y).

1. Ona f4(1,0) = (1,1) = 1(1,0) + 1(0,1) et f4(0,1) = (1, —1) = 1(1,0) — 1(0, 1) donc
f4(170) f4(071)
A= 1 1 (1,0)
1 ~1 ) (0,1)
2. Ona f1(0,1) = (1,—1) = 1(0,1) — 1(1,0) et f4(1,0) = (1,1) = 1(0,1) + 1(1,0) donc
f4(0,1)  f1(1,0) o)
(1 1 0,1
Az _( -1 1 (1.0) -

3. Ona f4(0,2) = (2,-2) = —1(0,2) — 2(—3,0) et f4(—3,0) = (—3,-3) = —3(0,2) + 1(—3,0) donc
f4(0,2) f4( ,0)
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4. On a f4(0,1) =

5. Ona fi(1,1) =

(1,—1) = —2(0,1) + 1(1,1) et f4(1,1) = (2,0) = —2(0,1) + 2(1, 1) donc
f4(0,1)  fa(1,1)
A 2 —2 1\ (0,
1 2 ),
(2,0) = 1(1,1) + 1(1, —1) et fu(1,—1) = (0,2) = 1(1,1) — 1(1, —1) donc
fa(1,1) fa(1,-1)

e Soit f5: (z,y) — f5(z,y) = (2x,2y).

1. On a f5(1,0) =

2. On a f5(0,1) =

3. On a f5(0,2) =

>

5. On a f5(1,1) =

. Ona f5(0,1) =

_ 1 1 (1,1)
=0 L)
(2,0) =2(1,0) + 0(0,1) et f5(0,1) = (0,2) = 0(1,0) +2(0,1) donc
f5(1,0)  f5(0,1) 1,0
[ 2 0 1,0
4 _( 0 2 ) (0,1)°
(0,2) = 2(0,1) + 0(1,0) et f5(1,0) = (2,0) = 0(0,1) + 2(1,0) donc
f5(0,1)  f5(1,0)
Ay = 2 0 (0,1)
0 2 (1,0)

(0,4) = 2(0,2) + 0(—3,0) et f5(—3,0) = (—6,0) = 0(0,2) + 2(—3, 0) donc
f5(0a2) f5(7370)

0 2 (-3,0) °

(0,2) = 2(0,1) +0(1,1) et f5(1,1) = (2, ) =0(0,1) +2(1,1) donc

([ 2 0 0,1
A=l 2 ) (1,1

(2,2) = 2(1,1) + 0(1, —1) et f5(1,—1) = (2,—2) = 0(1,1) +2(1, —1) donc
fs(1,1)  f5(1,-1)

A5:( g (2) )(f’li)'

o Soit f: (z,y) — fo(z,y) = (z,x).

1. On a f5(1,0) =

2. On a fg(0,1) =

3. On a f4(0,2) =

4. On a f4(0,1) =

(1,1) = 1(1,0) + 1(0,1) et f5(0,1) = (0,0) = 0(1,0) + 0(0,1) donc
f6(1,0)  f6(0,1)
A = 1 0 (1,0)
1 0 (0,1)

(0,0) = 0(0,1) + 0(1,0) et fs(1,0) = (1,1) = 1(0,1) + 1(1,0) donc

fG(Ovl) fG(lvO) ( )
_( 0 1 0,1
Ag_( 0 1) (o)
(0,0) = 0(0,2) +0(—3,0) et fo(—3,0) = (—3,-3) = —$(0,2) + 1(~3,0) donc
f6(0,2)  fo(— § ,0) 0.2
(0 3 0,2
A= o (—-3,0)

(0,0) = 0(0,1) +0(1,1) et fo(1,1) = (1,1) = 0(0,1) 4+ 1(1,1) donc
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6\Y )
_ 0 0 (0,1)
A4_( 0 1 )(LU'
5. Ona fg(1,1) =(1,1) = 1(1,1) +0(1,—1) et fo(1,-1) = (1,1) =1(1,1) + 0(1, —1) donc

f6(1a1) fﬁ(lafl)

4s=( 0 ) ih

e Soit f7: (x,y) — fr(z,y) = (y,v).

1. On a f7(1,0) = (0,0) = 0(1,0) + 0(0,1) et f7(0,1) = (1,1) = 1(1,0) + 1(0, 1) donc
f(1,0) f%(O 1) wo)
_( 0 1,0
A= 1 0,1)

2. On a f7(0,1) = (1,1) = 1(0,1) + 1(1,0) et f7(1,0) = (0,0) = 0(0,1) + 0(1,0) donc
)

f7(0,1)  fz(1,0) 0.1
(1 0 0,1
‘%_( 1 0 )(Lm'

3. Ona f7(0,2) = (2,2) = 1(0,2) — 2(=3,0) et f7(—3,0) = (0,0) = 0(0,2) + 0(—3,0) donc

f7(0,2)  f7(=3,0)
(1 0 0,2)
’ _% 0 (_3’0) .

O ¢

4. On a f7(0,1) = (1,1) =0(0,1) + 1(1,1) et f7(1,1) =(1,1) =0(0,1) + 1(1,1) donc
f(0,1)  f2(1,1)
0 (0,1)
1 1 (1,1) °
5. On a f7(1,1) =(1,1) = 1(1,1) + 0(1,—-1) et f7(1,-1) =(—-1,-1) = —1(1,1) + 0(1, —1) donc
f7(131) f7(13_1)

A5< é If ) (SLR)'

Ay =

e Soit fs: (m,y) = f8(~73,y) = (x—y,x+y).
1. On a fg(l,O) = (1,1) = 1(170) + 1(0,1) et fs(0, 1) = (—1, 1) = —1(1,0) + 1(0, 1) donc

(

f8(1’0) f8(0’1)
1
1

— -1 (1,0)
A= 1 (0,1)
2. Ona fg(0,1) = (—=1,1) = 1(0,1) — 1(1,0) et f5(1,0) = (1,1) = 1(0,1) + 1(1,0) donc
fs(0,1)  fs(1,0)
A= 1 1 (0.1)
-1 1 (1,0)

3. Ona f5(0,2) = (—2,2) = 1(0,2) + 2(—3,0) et fs(—3,0) = (=3,-3) = —2(0,2) + 1(—3,0) donc

,0)

f0.2) (3
=y 7 ) &Y
4. Ona fs(0,1) = (—1,1) = 2(0,1) — 1(1,1) et fs(1,1) = (0,2) = 2(0,1) + 0(1, 1) donc
fs(0,1)  fs(1,1)
= 0 )8y
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5. Ona fs(1,1) = (0,2) = 1(1,1) — 1(1, —1) et fg(1,—1) = (2,0) = 1(1,1) + 1(1,—1) donc
fS(lal) fS(la_l)

_ 1 1 (1,1)
As = ’ .
° ~1 1 (1,-1)
f1(1,0)  f1(0,1)
1 1 (1,0,0)
1. ¢ My = ( 1 -1 ) (0,1,0) -
2 0 (0,0,1)
e Comme Im(f;) = {fi(z,v), (z,y) € R*} et fi(x, ) = x(l ,2)+y(1,-1,0), Im(f1) =< (1,1,2),(1,-1,0) >
et une base de Im(f1) est donc donnée par ((1,1,2),(1,—1,0)).
z+y = 0
e Comme Ker(fl) = {(Ivy) € RQ?fl(I7y) = (07070)} et fl(xvy) = (07070) ~ r—y = 0 <~
2c = 0
{ z i 8 , il n’y a pas de base pour Ker(f1). On aurait pu déduire ce dernier résultat grace au théoréme

du rang qui précise que dim(Im(f1)) + dim(Ker(f1)) = dim(R?) et donc que dim(Ker(f;)) =0
f2(1,0,0)  f2(0,1,0)  f2(0,0,1)

0 0 0 (1,0,0
2. ¢« My, = ( 0 1 -1 ) (0,1,0) -
1 0 1 (0,0,1)

e Comme Im(fa) = {f2(=,y,2), (‘T ya z) € Rs} f2(2,y,2) = 2(0,0,-1) +y(0,1,0) + 2(0, =1, 1), Im(f2) =
< (0,0,-1),(0,1,0),(0,-1,1) >=< (0,0,-1),(0,1,0) > et une base de Im(f3) est donc donnée par la
famille ((0,0, —1), (0,1,0)).

0 = 0

e Comme Ker(fs) = {(z,y,2) € R?, fa(x,y,2) = (0,0,0)} et fo(z,y,2) = (0,0,0) < y—z = 0

—x+z = 0
T =z
<< y==z ,onakKer(fe) ={(z22) =2(1,1,1),z € R} et une base de Ker(f3) est donnée par ((1,1,1)).
zeR
f3(13070) fS(O’]-aO) f3(0a071)
1 —1 0 (1,0,0)
3. & My, ==< 0 1 —1 > (0,1,0) -
-1 0 1 (0,0,1)
. Comme Im( f3) = {f3(z,y,2), (x,y,2) € R3} et f3(w,y,2) = 2(1,0,—1) +y(=1,1,0) 4+ 2(0, —1,1), Im(f3) =
< (1,0,-1),(-1,1,0),(0,—-1,1) >=< (1,0,—1),(—1,1,0) > et une base de Im(f3) est donc donnée par
(001 (-1 1.0).
r—y = 0
e Comme Ker(f3) = {(z,y,2) € R3, f3(x,y,2) = 0} et f3(z,y,2) = (0,0,0) & y—z = 0 &
z—z = 0
T =z
y==z ,onakKer(fs)={(z,22) =2(1,1,1),z € R} et une base de Ker(f3) est donnée par ((1,1,1)).
zeR
f4(1,0,0,0)  f4(0,1,0,0)  f4(0,0,1,0)  f4(0,0,0,1)
Lo My, = 1 1 2 1 ) (1,0)
2 1 1 1 (0,1)

fa(@,y ,t>,(z,y, 1) € R et fuw,y,z,8) = @(1,2) +y(1,1) + 2(2,1) + t(=1,1),
1), (2, ) (—1,1) >=<(1,2),(1,1) > et une base de de Im(f4) est donc donnée par la
1,1,0

s 4y )’(07_1 1))

e Comme Im( fa) =

Im(fy) =< (1,2),(1,
famille ((1,0,—1), (—

_ 4 _ _ r+y+2z—t = 0
b CommeKer(f4) - {(J:,y,z,t) eR ,f4($,y,2) _0} et f4<.’1),y,2) - (070707O)<:>{ 2I+y+2+t = 0 <
r—z+2t = 0 v=z—2
B & y=-32+3t , Ker(fy) = {(z — 2t,-32z + 3t,2,t) = 2(1,-3,1,0) +
2r+y+24+t = 0 t2eR

t(—2,3,0,1),2,t € R} et une base de Ker(fs) est donnée par ((1,—3,1,0),(—2,3,0,1)).
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f5(1307070) fS(Ov]-vaO) f5(070a1»0) f5(0307071)
5. My = ( 1 -1 2 3 )

e Comme Im(f5) = {f5(I7y7Zat)7 (x,y,z,t) € ]R4} et f5(x,y,z,t) = $(1)+y(*1)+2(2)+t(3), Im(f5) =<1>
et une base de de Im(f5) est donc donnée par la famille (1).

e Comme Ker(fs) = {(z,y,2,t) € R}, fs(x,y,2,t) = 0} et fs(v,y,2,t) =0z —y+2:+3t=0& 2=
y — 2z —3t, Ker(fs) = {(y — 22 — 3t,y,2,t) = y(2,1,0,0) + 2(—2,0,1,0) + £(—3,0,0,1),y, 2z, ¢t € R} et une

z
base de Ker(f5) est donnée par ((2,1,0,0),(—2,0,1,0),(—3,0,0,1)).

1. Comme dim(B’) = 3, il suffit de démontrer que B’ est une famille libre ou génératrice pour prouver que c’est

1 0 1
une base de R3. Ona |0 1 2| = —3# 0 donc la famille B’ est libre et forme donc une base de R3.
110
U vow
1 0 1 €1
2. Par définition, P = (0 1 2) ey -
1 1 0/ es

3. Pour déterminer la matrice de passage @) de la base B’ & la base B, il faut exprimer ej, 2, e3 en fonction de
u, v, w. On a relativement rapidement
er =(1,0,0) = 2(1,0,1) — 2(0,1,1) + £(1,2,0) = 2u — 2v + tw
e2=1(0,1,0) = —2(1,0,1) + 3(0,1,1) + 3(1,2,0) = —2u+ 2v + jw
1
3

es =(0,0,1) = 3(1,0,1) + 2(0,1,1) — (1,2,0) = 3u+ 2v — 3w

€1 €2 €3

/2 —1 1\ u
ce qui implique que @ = 3<—2 1 2 ) v
w

1 1 -1
1 1 0 1 2 -1 1 1 3 0 0
4. Comme PQ=-(0 1 2 -2 1 2 |==[0 3 0| =Is, onen déduit que P = Q.
3\t 1 0/\1 1 -1/ 3\o o0 3

1. On utilise la méthode du pivot de Gauss :

Ty +3r9 +7x3 —bxry = 1 (Ll)
2x1 4+ bxo + 103 — 64 = 1 (Lg) — (Lg) — Q(Ll)
—3x1 —4dxo+x3— Ty = 2 (Lg) — (Lg) + 3(L1)
xr + 31’2 + 7:173 — 51‘4 = 1 (Ll)
& —x9 —daws+4xy = -1 (Lg)
59 + 22x3 —22x4 = 5 (Lg) — (Lg) + 5(L2)
1+ 3x9+ T3 —5xy = 1 (Ll) — 2(L1) — 7(L3)
= —x9g —4x3+4xy = -1 (LQ) — (Lg) + 2(L3)
203 —2x4 = 0 (Lg) — %(Lg)
2.%1 + 6£82 + 41’4 = 2 (Ll) «— (Ll) + 6(L2)
<~ —x5 = -1 (Lg) — (—1)L2
r3 — T4 = 0 (L3)
21 +4zy = —4 (L1) < i(L1) T = —2-2x4 (L)
54 To = 1 (LQ) - To = 1 (Lg)
x3 = w4 (L3) T3 = X4 (Ls)
Finalement, le systéme admet une infinité de solutions de la forme (z1, 22, x3,24) = (=2 — 224, 1, 24,24) =

(—2, 1, 0,0) + .134(—2, 0,1, 1), rq4 € R

1 7 -5
2. (a) Soit By = (v1,v3,v4) et By = [ 2 10 —6]. Comme dim(B;) = 3, B; est une base de R? si et
-3 1 -7
1 7 =5
seulement si det(B;) #0. Ona |2 10 —6|= 0 donc la famille B; n’est pas une base de R3.
-3 1 -7
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1 3 7

(b) Soit By = (v1,v9,v3) et By = 2 5 10 |. Comme dim(By) = 3, By est une base de R3 si et
-3 -4 1
1 3 7
seulement si det(Bz) #0.Ona |2 5 10| = —2 # 0 donc la famille B, est une base de R3.
-3 -4 1

(¢) Pour exprimer vy dans la base B2 (noté alors vy), il suffit d’invoquer la matrice de passage Bs et la
formule qui permet d’exprimer un vecteur d’une base dans une autre base soit

—45 31 5 -5 2
m::Bﬂa¢>@;:B;%M::§ 32 —22 —A4|[-6]=1]0
-7 5 1 -7 -1

Par conséquent, vy = 2v1 + Ovy — lws.

1. En utilisant la définition des vecteurs de la base canonique,

1 1 1
B = (vi,v2,v3) = (e1 + €2+ e3,e1 —ez,e1 —e3) = 1f,{-1],10
1 0 -1
1 1 1
Comme dim(B’) = 3, B’ est une base de R? si et seulement si det(v; vz v3) #0.Ona|l -1 0|=3#0
1 0 -1

donc B’ est une base de R3.
2. Par définition, la matrice de passage P de la base B a la base B’ est donnée par

U1 V2 U3

1 1 1 €1
P:<1 -1 O)ez-
1 0 -1/ e

1 1 1
1
3. On obtient par la méthode des cofacteurs P~! = 3 1 —2 1 |]. Cette matrice correspond a la matrice
1 1 =2

de passage de la base B’ & la base B.

2 0 3 -1
1 1 0 3 . . 4 . . . .
1. On pose B = 1 9 —9 3| Comme dim(B) = 4 = dim(R*), B est une famille libre et génératrice
1 0 -2 1
2 0 3 -1
4 Ay . 1 1 0 3
de R* (donc une base de R*) si et seulement si det(B) # 0. On a 1 _9 _9 3|= 36 # 0 donc la
1 0o -2 1

famille B = (a,b,¢,d) est libre et génératrice.
2. Par définition, la matrice de passage de la base canonique a B est donnée par B.

3. Toujours par définition, si (Z,7, Z,1) traduit le vecteur (x,y, z,t) dans la base B, on a

x 2 0 3 -1 T T 10 -1 -1 16 x
y_llOng@gj_i—1616—20—4y
z| -1 -2 -2 3 Z zZ|l 36 6 3 3 —12 z
t 1 0 -2 1 t t 2 77T 4 t
V1 V2 Us
1 0 1\ 4
1. On a par déﬁnitioan(() 1 0) j -
0 1 1/ k
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J
1 1
2. La matrice de changement de base P’ de S & T s’obtient en inversant P. Ainsi, P’ = (0 1

0 -1
3. PP=pPL
(17 _2) (27 _5)
1. Par définition, P = * 2 Ve
—2 ) €9
€1
2. On remarque rapidement que ey = 5(1,—2)—2(2, —5) et e5 = 2(1, —2)—(2, —5)) donc Q = < 52

3. Comme PQ = (12 25> (52 21) = ((1) (1)), on en déduit queP = Q! ou que Q = P!,

5 2\ (2 -3\(1 2 4 101
—1 — — —
. PTAP =QAP = (2 1> (4 1) (2 5> - (18 41)'

-1 U1
0 ) Vg -
1 V3
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