LICENCE 3 - Mathématiques La Mi-Voix - ULCO
AAN Lundi 07 Mai 2012 - Controle Continu 2, Semestre 2
Durée de 1’épreuve : 2h00 Documents interdits. Calculatrice autorisée.

(Les trois exercices sont indépendants. Un soin tout particulier sera apporté a la rédaction des réponses)

Exercice 1| Correction :
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3. Pg(\?) = det(—(D+ E)"'F —)I) = (-1)"det((D + E) ") det(F + \2(D + E))
= (=1)"det(M)det((D + E)~!) = (=1)"det(M(1/)\)) det((D + E)~1)
= (=1)"det(\(E + F)+ A2D) x det((D + E)™1)
= (=1)"\"det((E+ F) + AD) x det((D + E)™1)
= Adet(D)det(—D"YE 4+ F) — M) x det((D + E)~1) = A" det(J — \I)
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car det((D + E)™') = . Ainsi, Pg(A\%) = \"Py()\).

T det(D+E)  detD [ axk
A est valeur propre de J équivaut a A? est valeur propre de G et sp(G) = {A\%;\ € sp(J)} et
p(G) = (p(J))%.
On a donc, comme p est positif, p(G) < 1 si et seulement si p(J) < 1 et dans ce cas, les deux
méthodes sont convergentes ou bien aucune des deux ne converge.

Exercice 2| Correction :

1. La formule est exacte sur Pj, cela implique les égalités :

1
/ 1dt = 2 = Ao+ A,
-1

1
/ tdt =0 = Agtyg + A1t
1
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2
/ t2dt = 3= Aotd + Ait?
-1

1
/ t3dt =0 = Aot + A1t3
—1

On résout donc le systeme de 4 équations a 4 inconnues suivant

Ag+A1 = 2 A1 =2— A A1 =2—- A
A0t0+A1t1 = 0 2t1+A0(t0—t1) = 0 Ao(to—tl) = =24
A2+ A2 = 2 T 22+ 4,313 = 2 7 217 —2t1(to+11) = 3
At + Ait3 = 0 234+ Ap(t3 —13) = 0 263 — 201 (3 + tot1 +t3) = 0

A =2— A A =2— A A = 1

Aolto—t1) = —24 Aolto—t1) = —24 A =1
Uty = 2 Ul = 2 TN to = =L
ol1 3 0t1 3 \[

2oti(to —t1) = O to = t t, = 7

Il nous reste a déterminer K. On pose g(t) = t* dans la formule (Q) mise & jour et on obtient :
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@ [ air=g(~2) ro () + e

. On cherche la fonction affine h vérifiant

Finalement,

_ 2
{ h(l‘z) =ar;+b=—1 o a= Tip1—T;
hait1) = azipr +b=1 b= gt
Finalement,
1
h(x) = —— (22 — (z; Z;)).
@)= (o (@ + )
e e Titl L 1 . Tyl — T
On considere lintégrale f(x)dx. On réalise le changement de variable z = Tt +
B
2
/ri+1 J(@)dz = /1 p(Fe oy min T (T i
o 1 2 2 2
Comme les points du support sont équidistants, h = x;41 — x4, Vi € {0,..., N} et on a

T ho (b (i —mi, | @it
der = - t dt.
[ e =5 [ g (s T

. La formule composite associée a (@) est donnée par

b N-1 Ti41 xz+1 . xz+1 + wi
fl@)de =" f(x) Z Tiy 5 dt
e i=0 ¥
h = f Tigr —x (1 R kA f Tipn—x; (1 LT T
2 2 V3 2 2 V3 2
T — i\’ f(4) Vit = Ti o Titl t o
2 135 2 2

_h Tip1 —x (1 Tit1 — Tj Tiv1—x (1 Tit1 — Tj
s (M () ™ )*f(z () +)]+
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Exercice 3| Correction :

1. Pourk=1,---,n ap= Zle Tikq; aVecC T, = q;fak par orthonormalité des ¢;.
2. Découle immédiatement de la question précédente.
3. Algorithme de Gram-Schmidt :

Pour k=1, .- ,n faire

rik:q;fak. pouri=1,--- ,k—1

k—1
2 = Qg — Zizl Tikqi

ik = (21 2) 12
Qe = 2k /Tkk
4. (a)
T 0 - 0 ru T
" T k 0 -+ 0 0 7Thky1ik+1 ~° Thtln
arl =lge-al| ¢ | =lan a0l : .
i—k T :
n 0 0 O 0 Tnn
Thk
(k) 0
AWep =2z =[qr - qn) : = Tkkqk = Tkk = |22, @ = 2/Tkk

0

(b)
qu(k):[Q£27QgB]:[17O’ 30] :7"1{
et donc
[Pkktts s Thn] = @i B
(c)
n
[0, e ,O,A(k+1)] = Z QiriT = [07 o 70a A(k)] - Qk’r‘]{ = [07 e 707 A(k) - Qk(rkka T arkn)}
i—k+1
[0,---,0,2 = qeTkk, B — qr(Thgrts - 5 7kn)] = A = B — gu(repsn, - 7kn)

(d) Données : A € R™*" rank(A) =n
On calcule la factorisation A = Q1 Ry, Q1 € R™*™ orthonormale, R; € R™ " triangulaire
supérieure. Le calcul de )1 se fait sur place.
Pour k=1,---,n
2 \1/2
ek = (i afy)
pouri=1,--- ,m
ik < Qik/Tkk
pour j=k+1,---,n
Thy < Diz1 Gikij
pour¢t=1,---,m
Qij <= Qij — QikTkj

(e) complexité : mn? flops.
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