
LICENCE 3 - Mathématiques La Mi-Voix - ULCO

AAN Lundi 07 Mai 2012 - Contrôle Continu 2, Semestre 2

Durée de l’épreuve : 2h00 Documents interdits. Calculatrice autorisée.

(Les trois exercices sont indépendants. Un soin tout particulier sera apporté à la rédaction des réponses)

Exercice 1 Correction :
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 = λ(E + F ) + λ2D.

3. PG(λ2) = det(−(D + E)−1F − λ2I) = (−1)n det((D + E)−1) det(F + λ2(D + E))

= (−1)n det(M) det((D + E)−1) = (−1)n det(M(1/λ)) det((D + E)−1)

= (−1)n det(λ(E + F ) + λ2D)× det((D + E)−1)

= (−1)nλn det((E + F ) + λD)× det((D + E)−1)

= λn det(D) det(−D−1(E + F )− λI)× det((D + E)−1) = λn det(J − λI)

car det((D + E)−1) =
1
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=
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. Ainsi, PG(λ2) = λnPJ(λ).

λ est valeur propre de J équivaut à λ2 est valeur propre de G et sp(G) = {λ2;λ ∈ sp(J)} et
ρ(G) = (ρ(J))2.
On a donc, comme ρ est positif, ρ(G) < 1 si et seulement si ρ(J) < 1 et dans ce cas, les deux
méthodes sont convergentes ou bien aucune des deux ne converge.

Exercice 2 Correction :

1. La formule est exacte sur P3, cela implique les égalités :∫ 1
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tdt = 0 = A0t0 +A1t1
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On résout donc le système de 4 équations à 4 inconnues suivant
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Il nous reste à déterminer K. On pose g(t) = t4 dans la formule (Q) mise à jour et on obtient :∫ 1

−1
t4dt =

2

5
=

(
− 1√

3

)4

+

(
1√
3

)4

+ 24K ⇔ 24K =
2

5
− 2

9
⇔ K =

1

135
.

Finalement,
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2. On cherche la fonction affine h vérifiant{
h(xi) = axi + b = −1
h(xi+1) = axi+1 + b = 1

⇔
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.

Finalement,
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On considère l’intégrale
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Comme les points du support sont équidistants, h = xi+1 − xi, ∀i ∈ {0, . . . , N} et on a∫ xi+1
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3. La formule composite associée à (Q) est donnée par∫ b
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Exercice 3 Correction :

1. Pour k = 1, · · · , n ak =
∑k

i=1 rikqi avec rik = qTi ak par orthonormalité des qi.

2. Découle immédiatement de la question précédente.

3. Algorithme de Gram-Schmidt :

Pour k = 1, · · · , n faire

rik = qTi ak pour i = 1, · · · , k − 1

zk = ak −
∑k−1

i=1 rikqi

rkk = (zTk zk)1/2

qk = zk/rkk

4. (a)

n∑
i=k

qir
T
i = [qk · · · qn]

 rTk
...

rTn

 = [qk · · · qn]


0 · · · 0 rkk · · · · · · rkn
0 · · · 0 0 rk+1,k+1 · · · rk+1,n
...

. . .
...

...
. . .

. . .
...

0 · · · 0 0 . . . 0 rnn



A(k)ek = z = [qk · · · qn]


rkk
0
...
0

 = rkkqk ⇒ rkk = ‖z‖2, qk = z/rkk

(b)

qTk A
(k) = [qTk z, q

T
k B] = [1, 0, · · · , 0]

 rTk
...

rTn

 = rTk

et donc
[rk,k+1, · · · , rkn] = qTk B

(c)

[0, · · · , 0, A(k+1)] =
n∑

i=k+1

qir
T
i = [0, · · · , 0, A(k)]− qkrTk = [0, · · · , 0, A(k) − qk(rkk, · · · , rkn)]

[0, · · · , 0, z − qkrkk, B − qk(rk,k+1, · · · , rkn)]⇒ A(k+1) = B − qk(rk,k+1, · · · , rkn)

(d) Données : A ∈ Rm×n, rank(A) = n

On calcule la factorisation A = Q1R1, Q1 ∈ Rm×n orthonormale, R1 ∈ Rn×n triangulaire
supérieure. Le calcul de Q1 se fait sur place.

Pour k = 1, · · · , n
rkk =

(∑m
i=1 a

2
ik

)1/2
pour i = 1, · · · ,m
aik ← aik/rkk

pour j = k + 1, · · · , n
rkj ←

∑m
i=1 aikaij

pour i = 1, · · · ,m
aij ← aij − aikrkj

(e) complexité : mn2 flops.
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