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Exercice 1| Soit B une matrice carrée telle que ||B]| < 1 ou ||.|| est une norme matricielle subordonnée.

1. Montrer que I + B est inversible et que |[(I + B) sans calculer 'inverse de I + B.

< 5
1B

o o

2. Montrer que les séries matricielles ZBk et Z(—l)kBk convergent.
k=0 k=0

3. Donner l'inverse de I + B.

Modéle de Lorentz.

On considére le modeéle de Lorentz suivant

Y4 = —oya+oys
Y = —YaAyc +7Tya—YB
Yy = yays —byc

avec y4(0) = =8, yp(0) =8 et yc(0) =7 — 1, puis 0 = 10, r =28 et b =
1. Justifier que ce systéme admet une solution unique locale en temps.

2. Ecrire un schéma d’Euler explicite pour ce schéma.

On désigne par P 'espace des polynomes sur R et par P, le sous-espace de P des polynomes
de degré < n. On considére le produit scalaire et sa norme associée

1
(PQ) = /0 P(2)Q(x)dz, ||P|| = v/{PIQ),

définis sur P. Soit les trois suites de fonctions (Uy)n>0, (Pn)n>0 €t (Qn)n>0 définies, pour tout = € R, par :

o Up(z)=1 et VYn>1,U,(x)= WTTU

e VneN P,(x) = ) (z),
1 _
. VneN Q) :/0 Do) = Pa(t)

x—t

)

dt.

1. Montrer que P, est un polynome de degé n a coefficients rationnels et donner son coefficient de plus
haut degré en fonction de n.

2. Vérifier que :
(R1) VYneN, U\ (x) = (2z—-1)Uy(x),
(R2) VneN*+ Ul (z) = 2@2n+1)Uy(z)+ Uypi(x).

3. En utilisant les relations (R1) et (R2) et la formule de Leibnitz, montrer que la suite (P,),, satisfait la
relation de récurrence a trois termes suivante :

(n+1)Pyi1(x) — 2n+1)(2z — 1)Py(z) + nPy—1(x) =0, n>1.
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Montrer que la suite (@), satisfait la méme relation de récurrence a trois termes.

5. En utilisant des intégrations par parties, montrer que pour tout polynéme @ de degré < n — 1, on a

10.

11.

12.

13.

14.

15.

/ Q(x x)dx = 0. Que peut-on dire de la suite des polynomes (Py), ?

En déduire que P, admet n racines réelles distinctes 1, ..., Zn,, dans Uintervalle ]0, 1].
1
On pose I, = U,(x)dx. En utilisant des intégrations par parties, montrer que pour tout entier

0
n > 1, on a ||P,||? = (—1)"I,. Etablir une relation de récurrence entre I, et I,,_1, donner I, en
1

on+1

fonction de n puis en déduire que pour tout entier n > 1, on a || P,||* =

On considere la formule de quadrature de Gauss :

1 n
/0 FO)dt =S A (in) + Eulf),
i=1

exacte sur l’espace des polynomes de degré < 2n — 1. On désigne par L;, le polynome de Lagrange
associé au point x; ,

P, (x
Montrer que la fonction z — —; n() peut se prolonger par continuité en L; ,.
By (@in) (@ — 2in)
"y
Montrer que pour ¢ =1,...,n,on a A4;, = M
Py, ($z,n)
Le but du reste de ce probléme est d’utiliser la formule de quadrature (G,,) pour construire une suite
1
rationnelle qui converge rapidement vers In(2). Pour cela, on choisit f définie sur [0, 1] par f(z) = oy
Onaln / f dw On pose Un—;m —ZAznf a:,n) On alors ln( )—vn:En(f).
Montrer que v, est un nombre rationnel. Pour cela, il suffit d’utiliser la formule de Lagrange pour
Qn(2)
ontre evn>1, v, = .
montrer qu =L wm=p0

Donner 7, en fonction de 7,_; puis calculer r,, en fonction de n. (ind : utiliser les relations a trois
termes).

En déduire que Vn > 1, wv,411 =v, + .
! + (n+ DP2)Pai1(2)

1 L P, (x)
Mont In2—wv, = d In2—wv, =
ontrer que In Up, P ), 2-u x, puis que In Up =

' P}(x)
P2(2) Jy 2—=x

n

dx.

n

Montrer que pour tout entier n, on a P,(2) > et en déduire que

“2n+1

1 <2n+1

<In2-w, <
Osh2=um = G T pE) = o

Application numérique : Dresser un tableau, donnant pour n = 1,2, 3,4, 5, 6, v, sous forme irréductible,
sous forme décimale approchée ainsi qu’un majorant de In2 — v,,.
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Corrigé

)

. Pour tout n € N*, U,, est un polynome a coefficients rationnels de degré 2n. Il est clair que P, = Ur(Ln
est un polynome a coefficients rationnels de degré n. Son monoéme du plus haut degré est :

n! nin!

. Relations évidentes.

. En dérivant n fois la relation (R1) et (n — 1) fois la relation (R2), on obtient les relations :
(R)  Ppor(z) = (22 — 1)Py(z) + 20UV (2)
(R2) Poi1(z) = 202n + DU (2) + Py ()

En considérant (2n + 1)(R1’) — n(R2'), on obtient la relation de récurrence a 3 termes.

. Le polynéme (en z) : Q(x) = P(xz) — P(t) a t comme racine donc il est divisible par = — ¢ et il vient
que @, est un polynéme de degré n — 1 défini sur R. En utilisant la définition de Q,, et la relation de
récurrence, on montre que les polynéme @, vérifient la méme relation de récurrence.

. Soit n > 1 et Q un polynome de P,_1 on a / Q(t)P,(t)dt = / Q(t) t)dt. En intégrant cette

derniére intégrale par parties, on obtlent

1
/0@<t>Pn<t>dt=[@<t>U,s" / QUL (1) dt = / Q (U (1) dt

D’ou, par induction, en integrant par parties encore n — 1 fois, on obtient :

1 1
/ Q) Pa(t) dt = (—1)" / QU (&)U (1) dt = 0,
0 0

car Q € Pp_1, QM (t) = 0. On a ainsi la relation

/ Q) Pat) dt —
0

La suite (P,), est une suite de polynéomes orthogonaux.

. Théoréeme du cours (ou alors utliser le théoréme de Rolle répété).

1
. En intégrant la relation (R2) entre 0 et 1, on obtient : 2(2n+1)I,,+I,,_; = [U;LH]O = 0, ainsi pour tout

1 . -1)"
ne€N*onal, = —mln_l. Par récurrence on obtient : Vn € N*, I, = T 1§(2n)— - 3‘110.
Qu t mett la forme I (_1)%' I =1.
u’on peut mettre sous la forme I, = -——— car [y =
1
Pour tout entier n, on a ||P,|> = / P,%(t) dt = / P,(t) U™ (t) dt. En intégrant n fois par parties,
0 0
- 2 n [ o) (n) n _ (2n)! X
on obtient : || P,||* = (—1) P (t)U,(t)dt. Or Vt € R, P,V (t) = nlCy, = ——. D’ou
0
n)! 1 1
Pall? = (=) nlC I, = — = CAinsi [|B,]] = —.
Pour tout x # ; , on a L; ,(x) = Fa(2) De plus
' T B )@ —za)
P,(x) 1 . Pu(x) = Py(xin)  Plxin)
I n - 1 ) Indlin) g L ()
x—lgzl n Pl(xin) (@ —2in) Ph(zin) . x—g}n T —Tip Pl (xin) in(Tin)
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10.

11.

12.

13.

14.

Dans la formule de Gauss (Gy,), on a les coefficients A; ,, sont donnés par la formule

[ [ Py(z)  Qu(win)
A= [ Lin@de = [ e B = et

@y, est un polynome de degré n. D’aprés la formule de Lagrange :

— - T ' e
_;Qn( i) Lin(2) ZQ” Tin) By (in)(2

— Tin)

Par suite

; Z 2_$zn ZAznf xzn = Un.

D’apres les relations de récurrence a 3 termes, on a

32n+1
Qun@Pa2) = 2250, P, - 00 )RQ)
n+1
“ 3(2n + 1)
n+
On(2)Pn11(2) = == Cn(2)Pn(2) - n+1Q”( )Pn-1(2).
Par soustraction membre & membre, on en déduit que : Vn € N*, r,, = Z 17‘n_1.
n
n n—1n-—2 21 1
Dou 7, = . . R A .
R e R S R R
To = Q1(2)P0(2) — Q0(2)P1 (2) = 2.
Finalement 5
VneNr,=——.
" A
. Qn+l(2) Qn(2) Tn .
On en déduit que : Vn > 1,v — vy = — = . Finalement,
4 N o " Pn+1(2) Pn(2) Pn-l—l(z)Pn(z)
2
Uptl — Up = :
T i DR P (@)
1 1 1
dt Qn(Z) / dt 1 / Pn(t) — Pn(2)
Yn>1,onaln2—v, = —_— — ,donc In2 — v, = — dt,
- " ) 2—t1 P,(2) "o 2=t P2 )y t—2
1 Po(t
ce qui donne In2 — v, = X0) /0 2"_( 2 dt.
P,(t) — Py(2
Soit Q(t) = %, c’est un polynome de P,_1, alors d’aprés (3), on a
1 1 2(4
P,(t) — Py(2 P,(t 1 L p?
/ %Pn(t)dt = 0. On en déduit que /0 2"_(2 dt = 7@ Jo 2 _(2 dt. En tenant compte
- , 1 [P PR)
de la question précédente, on a le résultat In2 — v, = —3 dt.
P2(2) Jo 2—1t
1 k
On a bien P;(2) > RN On suppose que 'inégalite P (2) > 1 est vraie pour k = 1,...,n.
Montrons que cette inégalité est vraie pour £ = n + 1. On utilise pour cela la relation & 3 termes. On
4TL
(1 D)Pasa(2) = 320 + DPa(2) — nP-1(2) 2 320 + DP(2) 2 320+ D5
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Ce qui prouve que

Par récurrence, on a bien P,(2) >

1 ro,
2] /0 P2(t) dt

15. On peut écrire un

n
1
2
3
4
5
6
7
8
9

4’I’L

4n+1

Pn+1(2) >3

n

“ 2n+1

1
= . btient
@0+ 1)P2(2) On obtien

0<In2—v, <

. Pour tout ¢ de [0,1], 1 >

> .
n+1-2n+1)+1

1
2t

1 2n+1

Qn(2)

programme donnant v, = X0)
Qu(2) P.(2)
2.00000 3.00000
9.00000 13.00000
43.66667 63.00000
222.50000 321.00000

1166.56667 1683.00000
6230.70000 8989.00000
33713.98571 48639.00000
184189.30714  265729.00000
1013771.41984 1462563.00000

= (@2n+ 1)P2(2) = 42

ainsi que l'erreur donnée par la question 4.

Un
0.66666666666666662960
0.69230769230769229060
0.69312169312169313880
0.69314641744548288740
0.69314715785304026320
0.69314717988652807540
0.69314718054001356320
0.69314718055935620180
0.69314718055992796680

Erreur
3.7e — 2
1.2¢e — 3
3.6e — 5
l.1e —6
3.2e — 8

9.5¢ — 10
2.8 — 11
8.3e — 13
2.5e — 14

>0,donc0<In2 —wv, <
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