
Université du Littoral, C�te d'OpaleLi
en
e de MathématiquesUnité : Analyse et Algorithmique NumériquesExamen Mai 2011Tout do
ument est interdit.Seule la 
al
ulatri
e de l'université est autorisée.Le problème est à rédiger sur des 
opies à part.Exer
i
e 1 Soit B une matri
e 
arrée telle que ‖B‖ < 1 où ‖.‖ est une norme matri
ielle subordonnée.1. Montrer que I +B est inversible et que ‖(I +B)−1‖ ≤ 1

1− ‖B‖ sans 
al
uler l'inverse de I +B.2. Montrer que les séries matri
ielles ∞
∑

k=0

Bk et ∞
∑

k=0

(−1)kBk 
onvergent.3. Donner l'inverse de I +B.Exer
i
e 2 Modèle de Lorentz.On 
onsidère le modèle de Lorentz suivant






y′A = −σyA + σyB
y′B = −yAyC + ryA − yB
y′C = yAyB − byCave
 yA(0) = −8, yB(0) = 8 et yC(0) = r − 1, puis σ = 10, r = 28 et b = 8

3
.1. Justi�er que 
e système admet une solution unique lo
ale en temps.2. É
rire un s
héma d'Euler expli
ite pour 
e s
héma.Problème On désigne par P l'espa
e des polyn�mes sur R et par Pn le sous-espa
e de P des polyn�mesde degré ≤ n. On 
onsidère le produit s
alaire et sa norme asso
iée

〈P |Q〉 =
∫ 1

0
P (x)Q(x)dx, ||P || =

√

〈P |Q〉,dé�nis sur P. Soit les trois suites de fon
tions (Un)n≥0, (Pn)n≥0 et (Qn)n≥0 dé�nies, pour tout x ∈ R, par :
• U0(x) = 1 et ∀n ≥ 1, Un(x) =

xn(x− 1)n

n!
,

• ∀n ∈ N Pn(x) = U
(n)
n (x),

• ∀n ∈ N Qn(x) =

∫ 1

0

Pn(x)− Pn(t)

x− t
dt.1. Montrer que Pn est un polyn�me de degé n à 
oe�
ients rationnels et donner son 
oe�
ient de plushaut degré en fon
tion de n.2. Véri�er que :

(R1) ∀n ∈ N, U ′
n+1(x) = (2x− 1)Un(x),

(R2) ∀n ∈ N
⋆, U ′′

n+1(x) = 2(2n + 1)Un(x) + Un−1(x).3. En utilisant les relations (R1) et (R2) et la formule de Leibnitz, montrer que la suite (Pn)n satisfait larelation de ré
urren
e à trois termes suivante :
(n+ 1)Pn+1(x)− (2n + 1)(2x− 1)Pn(x) + nPn−1(x) = 0, n ≥ 1. 1/5



4. Montrer que la suite (Qn)n satisfait la même relation de ré
urren
e à trois termes.5. En utilisant des intégrations par parties, montrer que pour tout polyn�me Q de degré ≤ n − 1, on a
∫ 1

0
Q(x)Pn(x)dx = 0. Que peut-on dire de la suite des polyn�mes (Pn)n ?6. En déduire que Pn admet n ra
ines réelles distin
tes x1,n, . . . , xn,n dans l'intervalle ]0, 1[.7. On pose In =

∫ 1

0
Un(x)dx. En utilisant des intégrations par parties, montrer que pour tout entier

n ≥ 1, on a ||Pn||2 = (−1)nIn. Etablir une relation de ré
urren
e entre In et In−1, donner In enfon
tion de n puis en déduire que pour tout entier n ≥ 1, on a ||Pn||2 =
1

2n+ 1
.On 
onsidère la formule de quadrature de Gauss :

(Gn)

∫ 1

0
f(t)dt =

n
∑

i=1

Ai,nf(xi,n) + En(f),exa
te sur l'espa
e des polyn�mes de degré ≤ 2n − 1. On désigne par Li,n le polyn�me de Lagrangeasso
ié au point xi,n8. Montrer que la fon
tion x 7→ Pn(x)

P ′
n(xi,n)(x− xi,n)

peut se prolonger par 
ontinuité en Li,n.9. Montrer que pour i = 1, . . . , n, on a Ai,n =
Qn(xi,n)

P ′
n(xi,n)

.Le but du reste de 
e problème est d'utiliser la formule de quadrature (Gn) pour 
onstruire une suiterationnelle qui 
onverge rapidement vers ln(2). Pour 
ela, on 
hoisit f dé�nie sur [0, 1] par f(x) = 1

2− x
.On a ln(2) =

∫ 1

0
f(x)dx. On pose vn =

n
∑

i=1

Ai,n

2− xi,n
=

n
∑

i=1

Ai,nf(xi,n). On alors ln(2)− vn = En(f).10. Montrer que vn est un nombre rationnel. Pour 
ela, il su�t d'utiliser la formule de Lagrange pourmontrer que ∀n ≥ 1, vn =
Qn(2)

Pn(2)
.Soit rn = Qn+1(2)Pn(2)−Qn(2)Pn+1(2)11. Donner rn en fon
tion de rn−1 puis 
al
uler rn en fon
tion de n. (ind : utiliser les relations à troistermes).12. En déduire que ∀n ≥ 1, vn+1 = vn +

2

(n+ 1)Pn(2)Pn+1(2)
.13. Montrer que ln 2− vn =

1

Pn(2)

∫ 1

0

Pn(x)

2− x
dx, puis que ln 2− vn =

1

P 2
n(2)

∫ 1

0

P 2
n(x)

2− x
dx.14. Montrer que pour tout entier n, on a Pn(2) ≥

4n

2n+ 1
et en déduire que

0 ≤ ln 2− vn ≤ 1

(2n + 1)P 2
n (2)

≤ 2n+ 1

42n
.15. Appli
ation numérique : Dresser un tableau, donnant pour n = 1, 2, 3, 4, 5, 6, vn sous forme irrédu
tible,sous forme dé
imale appro
hée ainsi qu'un majorant de ln 2− vn.

2/5



Corrigé1. Pour tout n ∈ N
⋆, Un est un polyn�me à 
oe�
ients rationnels de degré 2n. Il est 
lair que Pn = U

(n)
nest un polyn�me à 
oe�
ients rationnels de degré n. Son mon�me du plus haut degré est :

(2n)(2n − 1) · · · (n+ 1)

n!
xn =

(2n)!

n!n!
xn = Cn

2nx
n.2. Relations évidentes.3. En dérivant n fois la relation (R1) et (n − 1) fois la relation (R2), on obtient les relations :

(R1′) Pn+1(x) = (2x− 1)Pn(x) + 2nU
(n−1)
n (x)

(R2′) Pn+1(x) = 2(2n + 1)U
(n−1)
n (x) + Pn−1(x)En 
onsidérant (2n + 1)(R1′)− n(R2′), on obtient la relation de ré
urren
e à 3 termes.4. Le polyn�me (en x) : Q(x) = P (x) − P (t) a t 
omme ra
ine don
 il est divisible par x − t et il vientque Qn est un polyn�me de degré n− 1 dé�ni sur R. En utilisant la dé�nition de Qn et la relation deré
urren
e, on montre que les polyn�me Qn véri�ent la même relation de ré
urren
e.5. Soit n ≥ 1 et Q un polyn�me de Pn−1 on a ∫ 1

0
Q(t)Pn(t) dt =

∫ 1

0
Q(t)U (n)

n (t) dt. En intégrant 
ettedernière intégrale par parties, on obtient
∫ 1

0
Q(t)Pn(t) dt =

[

Q(t)U (n−1)
n (t)

]1

0
−

∫ 1

0
Q′(t)U (n−1)

n (t) dt = −
∫ 1

0
Q′(t)U (n−1)

n (t) dt.D'où, par indu
tion, en intégrant par parties en
ore n− 1 fois, on obtient :
∫ 1

0
Q(t)Pn(t) dt = (−1)n

∫ 1

0
Q(n)(t)Un(t) dt = 0,
ar Q ∈ Pn−1, Q(n)(t) = 0. On a ainsi la relation

(3)

∫ 1

0
Q(t)Pn(t) dt = 0.La suite (Pn)n est une suite de polyn�mes orthogonaux.6. Théorème du 
ours (ou alors utliser le théorème de Rolle répété).7. En intégrant la relation (R2) entre 0 et 1, on obtient : 2(2n+1)In+In−1 =

[

U ′
n+1

]1

0
= 0, ainsi pour tout

n ∈ N
⋆ on a In = − 1

2(2n + 1)
In−1. Par ré
urren
e on obtient : ∀n ∈ N

⋆, In =
(−1)n

2n(2n+ 1)(2n − 1) · · · 3.1I0.Qu'on peut mettre sous la forme In =
(−1)nn!

(2n + 1)!
, 
ar I0 = 1.Pour tout entier n, on a ||Pn||2 =

∫ 1

0
P 2
n(t) dt =

∫ 1

0
Pn(t)U

(n)
n (t) dt. En intégrant n fois par parties,on obtient : ||Pn||2 = (−1)n

∫ 1

0
P (n)
n (t)Un(t) dt. Or ∀t ∈ R, P (n)

n (t) = n!Cn
2n =

(2n)!

n!
. D'où

||Pn||2 = (−1)nn!Cn
2nIn =

(2n)!

(2n + 1)!
=

1

2n+ 1
. Ainsi ||Pn|| =

1√
2n+ 1

.8. Pour tout x 6= xi,n, on a Li,n(x) =
Pn(x)

P ′
n(xi,n)(x− xi,n)

. De plus
lim

x→xi,n

Pn(x)

P ′
n(xi,n)(x− xi,n)

=
1

P ′
n(xi,n)

× lim
x→xi,n

Pn(x)− Pn(xi,n)

x− xi,n
=

P ′
n(xi,n)

P ′
n(xi,n)

= 1 = Li,n(xi,n). 3/5



9. Dans la formule de Gauss (Gn), on a les 
oe�
ients Ai,n sont donnés par la formule
Ai,n =

∫ 1

0
Li,n(x)dx =

∫ 1

0

Pn(x)

P ′
n(xi,n)(x− xi,n)

dx =
Qn(xi,n)

P ′
n(xi,n)

.10. Qn est un polyn�me de degré n. D'après la formule de Lagrange :
Qn(2) =

n
∑

i=1

Qn(xi,n)Li,n(2) =
n
∑

i=1

Qn(xi,n)
Pn(2)

P ′
n(xi,n)(2 − xi,n)

.Par suite
Qn(2)

Pn(2)
=

n
∑

i=1

Qn(xi,n)

P ′
n(xi,n)

1

(2− xi,n)
=

n
∑

i=1

Ai,nf(xi,n) = vn.11. D'après les relations de ré
urren
e à 3 termes, on a
Qn+1(2)Pn(2) =

3(2n + 1)

n+ 1
Qn(2)Pn(2)−

n

n+ 1
Qn−1(2)Pn(2),et

Qn(2)Pn+1(2) =
3(2n + 1)

n+ 1
Qn(2)Pn(2)−

n

n+ 1
Qn(2)Pn−1(2).Par soustra
tion membre à membre, on en déduit que : ∀n ∈ N

⋆, rn =
n

n+ 1
rn−1.D'où rn =

n

n+ 1
.
n− 1

n
.
n− 2

n− 1
· · · 2

3
.
1

2
.r0 =

1

n+ 1
r0. Or

r0 = Q1(2)P0(2)−Q0(2)P1(2) = 2.Finalement
∀n ∈ N, rn =

2

n+ 1
.12. On en déduit que : ∀n ≥ 1,vn+1 − vn =

Qn+1(2)

Pn+1(2)
− Qn(2)

Pn(2)
=

rn

Pn+1(2)Pn(2)
. Finalement,

vn+1 − vn =
2

(n+ 1)Pn(2)Pn+1(2)
.13. ∀n ≥ 1, on a ln 2 − vn =

∫ 1

0

dt

2− t
− Qn(2)

Pn(2)
, don
 ln 2 − vn =

∫ 1

0

dt

2− t
− 1

Pn(2)

∫ 1

0

Pn(t)− Pn(2)

t− 2
dt,
e qui donne ln 2− vn =

1

Pn(2)

∫ 1

0

Pn(t)

2− t
dt.Soit Q(t) =

Pn(t)− Pn(2)

t− 2
, 
'est un polyn�me de Pn−1, alors d'après (3), on a

∫ 1

0

Pn(t)− Pn(2)

t− 2
Pn(t)dt = 0. On en déduit que ∫ 1

0

Pn(t)

2− t
dt =

1

Pn(2)

∫ 1

0

P 2
n(t)

2− t
dt. En tenant 
omptede la question pré
édente, on a le résultat ln 2− vn =

1

P 2
n(2)

∫ 1

0

P 2
n(t)

2− t
dt.14. On a bien P1(2) ≥

41

2× 1 + 1
. On suppose que l'inégalité Pk(2) ≥

4k

2k + 1
est vraie pour k = 1, . . . , n.Montrons que 
ette inégalité est vraie pour k = n+ 1. On utilise pour 
ela la relation à 3 termes. On

(n+ 1)Pn+1(2) = 3(2n + 1)Pn(2) − nPn−1(2) ≥ 3(2n + 1)Pn(2) ≥ 3(2n + 1)
4n

2n + 1
. 4/5



Ce qui prouve que
Pn+1(2) ≥ 3

4n

n + 1
≥ 4n+1

2(n + 1) + 1
.Par ré
urren
e, on a bien Pn(2) ≥

4n

2n+ 1
. Pour tout t de [0, 1], 1 ≥ 1

2− t
≥ 0, don
 0 ≤ ln 2 − vn ≤

1

P 2
n(2)

∫ 1

0
P 2
n(t) dt =

1

(2n+ 1)P 2
n(2)

. On obtient
0 ≤ ln 2− vn ≤ 1

(2n + 1)P 2
n(2)

≤ 2n+ 1

42n
.15. On peut é
rire un programme donnant vn =

Qn(2)

Pn(2)
ainsi que l'erreur donnée par la question 4.

n Qn(2) Pn(2) vn Erreur
1 2.00000 3.00000 0.66666666666666662960 3.7e− 2
2 9.00000 13.00000 0.69230769230769229060 1.2e− 3
3 43.66667 63.00000 0.69312169312169313880 3.6e− 5
4 222.50000 321.00000 0.69314641744548288740 1.1e− 6
5 1166.56667 1683.00000 0.69314715785304026320 3.2e− 8
6 6230.70000 8989.00000 0.69314717988652807540 9.5e − 10
7 33713.98571 48639.00000 0.69314718054001356320 2.8e − 11
8 184189.30714 265729.00000 0.69314718055935620180 8.3e − 13
9 1013771.41984 1462563.00000 0.69314718055992796680 2.5e − 14
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