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ument est interdit.Seule la 
al
ulatri
e de l'université est autorisée.Le problème est à rédiger sur des 
opies à part.Exer
i
e 1 Soit B une matri
e 
arrée telle que ‖B‖ < 1 où ‖.‖ est une norme matri
ielle subordonnée.1. Montrer que I +B est inversible et que ‖(I +B)−1‖ ≤
1

1− ‖B‖
sans 
al
uler l'inverse de I +B.2. Montrer que les séries matri
ielles ∞

∑

k=0

Bk et ∞
∑

k=0

(−1)kBk 
onvergent.3. Donner l'inverse de I +B.Exer
i
e 2 Modèle de Lorentz.On 
onsidère le modèle de Lorentz suivant






y′A = −σyA + σyB
y′B = −yAyC + ryA − yB
y′C = yAyB − byCave
 yA(0) = −8, yB(0) = 8 et yC(0) = r − 1, puis σ = 10, r = 28 et b = 8

3
.1. Justi�er que 
e système admet une solution unique lo
ale en temps.2. É
rire un s
héma d'Euler expli
ite pour 
e modèle.Problème Partie IOn désigne par P l'espa
e des polyn�mes sur R et par Pn le sous-espa
e de P des polyn�mes de degré ≤ n.On 
onsidère le produit s
alaire et sa norme asso
iée

〈P |Q〉 =

∫ 1

0
P (x)Q(x)dx, ||P || =

√

〈P |Q〉,dé�nis sur P. Soit les trois suites de fon
tions (Un)n≥0, (Pn)n≥0 et (Qn)n≥0 dé�nies, pour tout x ∈ R, par :
• U0(x) = 1 et ∀n ≥ 1, Un(x) =

xn(x− 1)n

n!
,

• ∀n ∈ N Pn(x) = U
(n)
n (x),

• ∀n ∈ N Qn(x) =

∫ 1

0

Pn(x)− Pn(t)

x− t
dt.1. Montrer que Pn est un polyn�me de degé n à 
oe�
ients rationnels et donner son 
oe�
ient de plushaut degré en fon
tion de n.2. Montrer que :

(R1) ∀n ∈ N, U ′
n+1(x) = (2x− 1)Un(x),

(R2) ∀n ∈ N
⋆, U ′′

n+1(x) = 2(2n + 1)Un(x) + Un−1(x). 1/2



3. En utilisant les relations (R1) et (R2) et la formule de Leibnitz, montrer que la suite (Pn)n satisfait larelation de ré
urren
e à trois termes suivante :
(n+ 1)Pn+1(x)− (2n + 1)(2x− 1)Pn(x) + nPn−1(x) = 0, n ≥ 1.4. Montrer que la suite (Qn)n satisfait la même relation de ré
urren
e à trois termes.5. En utilisant des intégrations par parties su

essives, montrer que pour tout polyn�meQ de degré ≤ n−1,on a ∫ 1

0
Q(x)Pn(x)dx = 0.6. Que peut-on dire de la suite des polyn�mes (Pn)n ? En déduire que Pn admet n ra
ines réelles distin
tes

x1,n, . . . , xn,n dans l'intervalle ]0, 1[.7. On pose In =

∫ 1

0
Un(x)dx. Etablir une relation de ré
urren
e entre In et In−1, donner In en fon
tionde n. En utilisant des intégrations par parties su

essives, montrer que pour tout entier n ≥ 1, on a

||Pn||
2 = (−1)n

∫ 1

0
P (n)
n (t)Un(t) dt, puis en déduire que pour tout entier n ≥ 1, on a ||Pn||

2 =
1

2n+ 1
.On 
onsidère la formule de quadrature de Gauss :

(Gn)

∫ 1

0
f(t)dt =

n
∑

i=1

Ai,nf(xi,n) + En(f),exa
te sur l'espa
e des polyn�mes de degré ≤ 2n − 1. On désigne par Li,n le polyn�me de Lagrangeasso
ié au point xi,n8. Montrer que la fon
tion x 7→
Pn(x)

P ′
n(xi,n)(x− xi,n)

peut se prolonger par 
ontinuité en Li,n.9. Montrer que pour i = 1, . . . , n, on a Ai,n =
Qn(xi,n)

P ′
n(xi,n)

.Partie IILe but de 
ette partie du problème est d'utiliser la formule de quadrature (Gn) pour 
onstruire une suiterationnelle qui 
onverge rapidement vers ln(2). Pour 
ela, on 
hoisit f dé�nie sur [0, 1] par f(x) = 1

2− x
.On a ln(2) =

∫ 1

0
f(x)dx. On pose vn =

n
∑

i=1

Ai,n

2− xi,n
=

n
∑

i=1

Ai,nf(xi,n). On alors ln(2)− vn = En(f).10. Montrer que vn est un nombre rationnel. Pour 
ela, il su�t d'utiliser la formule de Lagrange pourmontrer que ∀n ≥ 1, vn =
Qn(2)

Pn(2)
.Soit rn = Qn+1(2)Pn(2)−Qn(2)Pn+1(2)11. Donner rn en fon
tion de rn−1 puis 
al
uler rn en fon
tion de n. (ind : utiliser les relations à troistermes).12. En déduire que ∀n ≥ 1, vn+1 = vn +

2

(n+ 1)Pn(2)Pn+1(2)
.13. Montrer que ln 2− vn =

1

Pn(2)

∫ 1

0

Pn(x)

2− x
dx, puis que ln 2− vn =

1

P 2
n(2)

∫ 1

0

P 2
n(x)

2− x
dx.14. Montrer que pour tout entier n, on a Pn(2) ≥

4n

2n+ 1
et en déduire que

0 ≤ ln 2− vn ≤
1

(2n + 1)P 2
n (2)

≤
2n+ 1

42n
.15. Appli
ation numérique : Dresser un tableau, donnant pour n = 1, 2, 3, 4, 5, 6, vn sous forme irrédu
tible,sous forme dé
imale appro
hée ainsi qu'un majorant de ln 2− vn. 2/2


