Licence 3 Mathématiques - ULCO, La Mi-Voiz, 2011/2012

Analyse Numérique

Fiche 2 - Interpolation polynomiale.

Exercice 1| Correction :

1 i) J,'g
1z ... 27

Vn+1($07...,{)3n) = . . . = |Vn+1($(),...7l‘n)|.
1 z, ... z}

En algebre linéaire, une matrice de Vandermonde est une matrice avec une progression géométrique dans chaque
ligne. Elle tient son nom d’Alexandre Théophile Vandermonde (1735-1796).
Prouvons le résultat de I’exercice.

On exécute dans un premier temps 'opération élémentaire ¢; < ¢; — xg X ¢;_1 sur les colonnes partant de ¢,
et en remontant jusqu’a ce. On obtient

1 0 o 0
1 21—z ... x?fl(:vl — 1)
Vn_H(a?o, e ,.Z‘n) =
1 zp—20 ... 2" Ya, —x0)
— (on développe ensuite le déterminant suivant la premiere ligne)
1 — X0 .13?_1(.131 —.Z‘Q)
=1x :
Tp—x9 ... a2V 1(x, —20)
— (on utilise la multilinéarité du déterminant)
1 oz ... o2t
1 zo ... 1:72’_1
= (21 — x0)(x2 — o) ... (Tn, — X0)
1z, ... ant
— (par récurrence immédiate)
=[(x1 —x0)(x2 —x0) ... (Tf — x0)][(x2 — 1) ... (Tfy — 21)] ... [(T1, — 1] = H (x; — xi).
0<i<j<n
On déduit de ce résultat que la matrice de Vandermonde V,,41(xo, ..., x,) est inversible si et seulement si les x;

sont deux a deux distincts.

Correction : On considere le polynéme P défini par P(x) = 1 —x + 22, ainsi que les points 2o = —1,

1’1:2€t$2:3.

2(x)) définie par :
x—3) 1

. 2 — (x—z)(x—22)  (2—2)( — (g — (g —
Lo(z) = (TO - x1§§$o _ xi) B (_(1 - %E_l —3)3) - 121( 2)(z - 3),
o T — X)) — X2 o T+ T — —(x T —
@ —xo)T—71) (T z - = (z z—2).
o Ly(x) = (22 —x0)(22 —21) (B—(—1)3B-2) 4( +1)( 2)

(o) Lo(z) + P(x1) L1 () + P(22) La(z)

(x—2)(a:—3)—($+1)(x—3)+£(:(:+1)($—2)

2. On utilise la base de Newton (Ny(x), N1(x), N2(z)) définie par :
e No(z) =1,
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e Ni(z)=(z+1),
o No(z) = (x+1)(x—2).

Grace aux différences divisées

~1 | fl-1) =[3] I
2| flR1=3 f-L2)= 5 =[0]
3| f8=7  JRS=ilo4 13-t

on obtient

P(z) = f[=1]No(z) + f[=1,2]Ni(x) + f[-1,2,3]Na(z) = 3+ (2 + 1)(z — 2).

Exercice 3| Correction :

1. Cherchons & exprimer I(k) a ’aide des vecteurs de base de Lagrange

_(k—4)(k—-6) 1
_(k=1)(k—-6) 1
o Li(k) = @-1)@d—6) —g(k —1)(k - 6),
o« Ly = EZDE=8) L gy

(6-1)(6—4) 10
Alors, le polynéme de degré 2 qui interpole I aux points (1,1(1)), (4,1(4)), (6,1(6)) est donné par :

Pl = (1, 5709)1%@ —)(k—6)— (1, 5727)%@ _ D) (k—6)+ (1, 5751)%0@ S 1)k — 4).
Ainsi,
P(3,5) = (1,5709)—= (1, 25) + (1,5727)%(6, 25) — (1, 5751)

15 6 10
désigne une valeur approchée de I(3,5).

(1,25) ~ 1,57225

2. Soient les vecteurs de base de Newton
e Ny(k) =1,

e Ni(k)=(k—1),
o No(k) = (k—1)(k — 4).

I(k) peut s’exprimer (approximativement) comme combinaison linéaire de vecteurs de base dont les coeffi-
cients ou différences divisées, sont calculés de la maniere suivante :

1| fl1] =[1,5709
1,5709 —1,5727

1,5727 — 1,5751
6| f[6] =1,5751  f[4,6] = ~212L 2007

0,0006 — 0,0012
- = 10,0012 f[1,4,6] = =———2—— =[0,00012

On a par conséquent
P(k) =1,5709 + 0,0006(k — 1) + 0,00012(k — 1)(k — 4)

et 1(3,5) ~ P(3,5) = 1,57225.
On remarque que les deux approximations sont égales & 10~ pres.

Exercice 4| Correction :

a) On rappelle que le polynéme d’interpolation de Lagrange des données xg, ..., x, et f(xg),... f(z,) est défini
par :
- T — T
L) =) f) [[ —*
, , T — T,
1=0 i=0
j#i

Li(x)
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et L(x) = f(x) si et seulement si f est un polynéme de degré inférieur ou égal a n.
11 suffit alors d’appliquer la formule précédente a la fonction f : z — 2¥ ot1 0 < k < n. On obtient

n

T Z(mz)kLl(m‘)
i=0
b) On a d’apres a) :

fo; H (x — ;) = 2", vk €{0,...,n}.

On remarque tout d’abord que H (x — z;) et 2* sont des polynémes de degrés respectifs n et k, avec

j=0
J#
k € {0,...,n}. On peut donc, par identification des coefficients de =™, en déduire que :
- 1
csik=n YLy
= Il @-a)
j=0
Jj#
. S 1
. 31k<n,2xi—20,
= I @-=
ji=0
Jj#
ce qui donne le résultat final.
¢) On considere le polynéme Q; : x + (z —t)? € P,, pour j =0, ...,n. La formule de Lagrange donne :
Qu(w) = (s — 1Y Li(x).
i=0
n n
e Sij=0,Q:z)= Z(mz —t)°Li(x) = ZLi(x) =1
i=0 i=0

e Pour 1 <j<mn,onaQ.(x)=(z—2)=0dou:

- ; 1 si j=0
P JT,. —
§(£C7, $)LZ(1'){O si 1S]§n

i=0
d) Si P est le polynéome d’interpolation de f aux points g, ..., Z,, on a
n i—1
e dans la base de Newton, P(z) = f(zo) + Z flzo, ...,z H(m - xj),
i=1 j=0
- T —x;
dans 1 = i 2.
e dans la base de Lagrange, P(x) Z f(z) H <$z — xj>
i=1 i=0
JFi
Par identification du coefficient de " apparaissant dans ces deux polynomes, on obtient
- ()
flzo, . an] =Y fla) —=———.
-1 IT @i—=)
j=0
J#i

Exercice 5| Correction :

1. o f:x+s e® est indéfiniment dérivable (et croissante) sur R. Comme f("+1)(z) = %, Va € [a,b], la formule

de I’énoncé nous permet d’affirmer que :
1

) ) |en(x)| § m( - )n+1€b.
(En effet, H(x — ;) < H(b —a)=(b—a)"" et fTV(E) =ef <eb)
i=0 i=0
1

Par suite, sup |f(2) — fu(z)] = —— (b — a)" P et lim sup |f(z) — fu(z)| = 0, ce qui prouve la
2o, ) = Fule)] = gy -artietet lm s 1f(@) - fa(a)

convergence uniforme vers f sur [a,b] de f(z) = e®.
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(b—a)

+oo
(Afin de prouver que e 1)!(b —a)"*! i o 0, on a utilisé le fait que la série e®~* = ,;)
. . . (b—a)"
converge et que donc, nécessairement, lim ~———— =0.)
n—+oo !
1
o f:x — sin(z) est indéfiniment dérivable sur R. Comme f"*Y(z) = sin (x—i— n—2i— 71'), Vo € [a,b], la

formule de ’énoncé nous permet d’affirmer que :
len(2)] <

ce qui prouve la convergence uniforme vers

]gn + 1)! (b B a)”+1 n—:;-oo 0.
sur [a,b] de f(z) = sin(z).

2. Comme e, (r) = f(x)— P,(1), e, € C""[a,b]. f et P, coincidant en n+ 1 points, la fonction e, admet (n+1)
racines. D’apres le théoréme de Rolle, la fonction e/, admet n racines. On peut alors montrer, en réappliquant

ce raisonnement (n — 1) fois, que ™ admet une unique racine £ €]a, b[. On sait que
el () = [ (z) = P (x) = [ (2) = nlflwo, ..., xa].
En effet,

i—1

Pn(x) = f(xO)—’_Zf[an?‘rz}H(x_x])
i=1 j

7=0
= fxo)+ Y flwo,. .,z [ (@ = z5) +flxo, ..., anl(z — 20) ... (x = 2).
i=1 7=0

polynome de degré n — 1

donc P,S")(m) = (flxo,...,zp)(x —20) ... (x — 2,))™ = nlf[xo,...,2,]. En z = ¢,

(n)
€)= 0 flro....a) = T
s . S . . } ‘ f(n)(g) B
3. D’apres 2. on sait qu’il existe ¢ €]a, b[=] min(z;), max(z;)] tel que = flxo,...,2,]. Donc
n!
(n)
lim  flzo,...,xn] = lim ! '(5)
Tj — T Tj — T n:
J# j#i
") (.
= f[xi,...,xi] = 7']0 ('xl), iG{O,...,n}.
—_— n!
(n+1) fois
4. e (=) Soit P un polynéme de degré < n ot n € N. D’apres la question 2., 3¢ €] min(z;), max(z;)] tel que
p(n+1) 13
P[‘TOv"-yanrl] = (7?,—|-1()') =0 car dO(P) =n.

e (<) Soit P un polynéme tel que Vk > n + 1, Vao, ...,z (kK + 1) points, on a Plxg,...,xx] = 0. On pose

p = d°(P). Supposons p > n + 1, alors

P i—1
P(z) = P(mo)—i—ZP[mo,...,xi]H(:v—xj)
i=1 =0
n i—1 p i1
= P(xo)—i—ZP[a:O,...,xi]H(x—xj)—i— Z P[mo,...,xi]H(x—xj)
i=1 j=0 i=n+1 j=0

=0 par hypothese
et on déduit que d°(P) < n.

Exercice 6| Correction :

1. e Montrons que T,,_1 et T}, sont des polynémes, ceci par récurrence.
— To et T} sont des polynémes de degrés respectifs 0 et 1. En effet, To(t) = 1 et Ty (¢) = 1.
— On suppose que T,,_1 et T;, sont des polynomes de degrés respectifs n — 1 et n.
— Thy1(t) = 2tT,(t) — T,—1(t) donc Ty,11 est un polynome de degré n + 1 (et T,, est de degré n).
e On montre aisément par récurrence que le coefficient de plus haut degré de T}, est 2" 1. En effet,
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To(t) = 24Th_1(t) — Th_s(t)
(2T} o(t) — Ths(t)) — Tho(?)

= 2"~ 14"=1T(¢) + polynome de degré n — 2
2. Montrons par récurrence que T,,—1(t) = cos((n — 1) arccos(t)) et T, (t) = cos(n arccos(t)).
— To(t) =1 = cos(0 x arccos(t)) = cos(0) et T1(t) = ¢t = cos(arccos(t)) puisque t € [—1;1].
— Supposons que T,,_1(t) = cos((n — 1) arccos(t)) et T,,(t) = cos(n arccos(t)).

-te[-1;1] =30 € [0,n], { f;jsSC(C;)s(t)
Tni1(t) = 2tcos(narccos(t)) — cos((n — 1) arccos(t)) = 2 cos(f) cos(nf) — cos((n — 1)0)
= cos(nf + 0) 4 cos(nf — 6) — cos((n — 1)0) = cos((n + 1)6).
3.Vt e [-1;1], [T (1) < 1.
e L’équation T, (¢t) = 0, ¢ € [—1;1] implique narccos(t) = g + km ot k € Z. Les racines de T,, sont dans

. Ainsi,

[—1;1] et sont données par :
2k+1

ounke{0,1,...,n—1}.

(En effet, la relation arccos(cos(t)) =t est vraie si et seulement si ¢ € [0, 7] d’ou la condition sur k.)
On en déduit donc que T;, possede n zéros réels notés (tx)re{o,....n—1}-
e Les points extrémums de T, sur [—1; 1] sont les points pour lesquels |T),(t)| = 1 soit
narccos(t) = km, k€ Z

N tkcos<kn> ked{o,... n}.

tr = cos

b— b
at+ +a

— b
4. On pose r 2 2 . On a alors zp = atk + + a'
€ [71’ 1]5 T e [avb] 2 2
5. Soit € C"*Y[a;b], P, le polynome interpolant f aux points de Tchebycheff xq, ..., z, € [a,b] tels que

b b % +1
a ra + ),ke{(),...,n}.

t -
y Tt 2(n + D

On sait qu’il existe £ € [a, b] tel que :

eul@) = (@) = Pu(@) = gy [ = 2160
1

T = et tk:cos<

(n+1 s
Comme z = b;at+l)—l—Ta x—xp = b%(t—tk) et
ﬁ(xka) = (b;n# ﬁ(tftk)
k=0 k=0
or Tpy1(t) =2" H (t — tx) d’apres les questions 1. et 3. donc
f[(x —x) = %Tn_l’_l(t).
k=0

Mais |T},+1(t)] <1 donc Yz € [a,b], on a
M, (b—a)"*!
-P <77

avec M, = sup |f"+(z)|.

z€(a,b]
6. Soit Tpy1 = iTnJrl = ﬁ(t — t) avec max [T, 11 ()| = L car max |T,41(t)] = 1. Montrer que la
2n k—0 te[-1;1] 2n te[-1;1]
majoration est optimale revient & montrer que quel que soit le choix des points sg,..., s, sur [—1;1] on a

a (t— > a (t —tg)
tg{lﬁ]'H o) mX'H )

On suppose qu'il existe so, ...,y € [—1;1] ((si) # (t:)) tels que

n n 1
max [ ] (= sk)l <tg_al>;l]|]£[o<t—tk>| = o (1)

te[—1;1] by

5/7



. 1
Soit P défini par P(t) = H(t — sk), 'inégalité (1) implique que IflaX ]|P(t)\ < e On pose
te[-1;1 "
k=0

r(t) = Thy1(t) — P(t) o d°(r) < n.

—1)* . 1 1 1
Pour k = 0,...,n+ 1, on a r(t}) = ( n) — P(t},). Par hypothese, |P(t;)| < 7w & Taw < P(t),) < o0
r(t.) change alternativement de signe (n+1) fois et 7 est continue (en tant que polynéme) donc r a au moins
(n + 1) racines. Comme d°(r) < n, on a r = 0. Par suite, s = tx, Yk € {0,...,n}, ce qui est absurde donc

(1) est fausse.

Exercice 7| Correction :

1. H est un polynéme de degré inférieur ou égal a 3. Jag, a1, as, a3 € R,

H(z) = ap + ayx + asx? + azx®.

On sait qu’il existe un unique polynome de degré 3 qui satisfait les 4 conditions d’Hermite :
o H(0) = f(0) = ao

. H(l) Zf(l) =ap+ a1 +as +as

e H'(0)=f'(0)=ay

e H'(1) = f'(1) = a1 + 2a2 + 3as

On souhaite donc résoudre le systeme

100 0\ [ao £(0)
111 1| a| |0 @
010 0ffax]| ™ |r0
01 2 3/ \as F(1)

Comme le déterminant de la matrice précédente est non nul (égal & -1), le systeme (2) admet une solution

unique d’ou 'existence et l'unicité du polynome H.
1

10 0 0\ 1 0 0 0
11 1 1 0 0 1 0
Onato 1 oo “|-3 3 —2 —pfdome
01 2 3 2 -2 1 1
1 0 0 0\ [/f0 f(0)
) 0o 0 1 o]||rm]|_ f'(0)
Dol s 2 ] 7O T | 3000 +30) —270) - 1)
2 2 1 1) \r) 2£(0) — 2/(1) + £(0) + £{1)
Finalement,
H(z) = £(0) + f'(0)z + (=3£(0) + 3f(1) — 2f'(0) — f'(1))a* + (2£(0) — 2f (1) + f'(0) + f'(1))2”.
2. On écrit
P(z) =Y Hg(x)f(xx) + Y Ki(@)f (xx)
k=0 k=0
avec Hy(x) = (1 — 2(x — xy) L}, (z)) L3 (z) et Ki(z) = (z — xx) L2 (x). Puisque
o Hy(z) = (14 2x)(x — 1)
o Hi(z) =(1-2(z —1))z?
o Ko(z) =z(x—1)2,
o Ki(x)=(z —1)z?
on obtient :

P(z) = (1 +2z)(x — 1)?£(0) + (3 — 22)2? f(1) + x(x — 1)2f'(0) + (z — D)2 f'(1).

3. Siz#0,1, on pose F(t) = R(t) —t2(t — 1)2S(z) ot R(x) = f(x) — H(x) et f € C*([0,1]). On a donc F(0) =
F(1) = F(z) = 0. D’apres Rolle, 3, & €]0, 1], F'(&) = F’'(£1) = 0. Mais on a également F'(0) = F'(1) =0
soit au total 4 racines de F’. En appliquant Rolle successivement 3 fois, F*) admet une unique racine qu’on
appelle £. Ainsi, comme

FO@) = fO @) — HW (1) —41S ().
N——

On pose ensuite t = £ et on obtient
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A
4!

4. On pose Zg = g, 1 = g, T2 = T1, T3 = 1. On considere la base de Newton {Ny(z) = 1, N1(z) = z, Na(z) =
22, N3(x) = 22(x — 1)} et on construit

FO(E) =0 5() =

2n+1

P(z) = f(&0) + Y flio ..., 3| Ni(x)
k=1

soit ici
P(x) = f(x0)+ flro, o]z + flxo, 0, 11]2% + fl20, %0, 71, 21]7% (2 — 1)
& P(x) = f(0)+ f[0,0]z + £[0,0, 1]z + £[0,0,1, 1]a%(z — 1)
& P(z) = f0)+ f(0)z+ f[0,0,1] 22 + f[0,0,1,1] 2%(x — 1).
N N = —

On détermine les coefficients a;, pour 7 = 0,1,2,3, en fonction des différences divisées a arguments répétés
de f:

0 f(0)

0 £(0) £(0) ,

L) £10,1] w

1 1) ) f(l)lij(c)[()’l] f(l)—Q{[g,;]Jrf(o)-

5. On sait que R(z) = f[z,x0,x0, o, Z1] H(a: — ;)% = f[z,0,0,1,1]2%(z — 1)? et, d’apreés la question 2. de
i=0
Pexercice 5, il existe £ €]0, 1] tel que
A3
41
En utilisant le fait que R(z) = z?(x — 1)25(z), on retrouve bien le résultat de la question 3.

f[xaoa())lvl] =

6. Hors cours.
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