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Analyse Numérique

Fiche 3 - Polynomes orthogonaux.

Exercice 1| Correction :

1. On choisit i < j et on obtiendrait par symétrie un résultat analogue lorsque j < i.

Di[(a® — 1)']DI[(a® - 1)')da

= — | D @® - 1) D7 (@ — 1Y]de +  [D[(a? - 1)]DI 7 (@® — 1)7]]

—0 car D*[(a?—1)7]|(_1,1=0, Yke{0,1,....i—1}

= (-1 [ D[ —1)|D°((a? = 1))dz+  [DH (@2 - 1)]D"(2? — 1)7]]

=0 car D*[(z2—1)3]|(_1.1,=0, Vke{0,1,....j—1}
1
- (v [ DI -] @i

1 —/_/
=0 car si i<j, Dit+i[(x2—1)i]=0

2. Un calcul explicite de P, a I'aide de la formule de Leibniz fournit :

! 4 1 . . )
— _1\n—i = J— V2 (o — 1) J
Pale) = i D e 1) = 5 S = 1) I+ 1)
7=0 7=0
Et, il s’ensuit que P, (1) = 1.
1 n
3. On a P,(z) = on Z(C’]) (x —1)" I (z+1)7, d’ott on déduit
=0
142 1 20 \"7 [ 2\ 1 &K :
P, — cJ _ CIN2 eI,
(1—3:) 2"2( 2 (1—3;) <1—a:> (1—x)n 4 (Ca)°e
7=0 7=0
4. Tmmédiat car 1e polynéme W, défini par W, (z) = (22 — 1)" est pair. Donc, il existe (ag,...,a,) € R" tel
que W, ( Z apx?®, ce qui induit que P,, qui est le polynéme dérivé n fois de W, & une constante pres,
k=0
est un polynéme de méme parité que n.
n—1
5. P! se décompose de la manicre suivante : P, = Z by P ou by € R.
j=0

(En effet, P/ est un polynéme de degré n — 1 et {Py,..., P,_1} est une base de R,,_1[X]. Il est trés simple

de démontrer ce dernier point. dim{ Py, ..., P,_1} =n = dim(R,_1[X]) et la famille est libre :

n—1

1 1
Za, z)=0=VYje{0,. 71},/ Zaz dxf():&ozj/ Pj(z)?dr =0=a; =0.)
-1 1
Par conséquent, pour 5 € {0,...,n — 1},
1 n—1
/_ P (x dx—/ Zkak dx—Zbk/ Pi(z = bj/ P?(z)da.

Par ailleurs,

/ F@1F; / Po(2)Pj(z)dz + [P(@) Py ()]

1—(—1)»+i car P, est de la parité de » et P, (1)=1

=0 car d°(P/)<n



6. Po(z) =1 car Py est de degré 0 et tel que Py(1) = 1.
Py(z) = x car Py est de degré 1, impair et tel que P;(1) = 1.
On a encore
Poi1(z) = (Bp + 2A,) Po(z) + C Py—1 ().

n+1) désignant une base de R,,11[X] et

En effet, P11 étant un polynéme de degré n+ 1, (1,z,...,x
Vect{x P, (), Po(x), Phn_1(z), Py_o(x),..., Po(x)} = Vect{z" 1 z" ... x, 1},

on peut écrire

Pr1(@) = (Bn + 2dn) Pa(x) + Cr P ( +Za3 (1)
n+1
(On peut justifier autrement ’expression (1) : on a Pp,41(z) = Z afgnﬂ)xk et P,( Z a(")mk donc
k=0
Poyi(z) = (nH) + .. Falrtgn +a(”+1) n+l
2G+Y ) =
_ n+ ( +1) n+1 _ n) k
— +. ST 4 o) (xPy(z) xkz_;)ak x")
a(n+1) a(n+1) a(n+1) n—2
_  Intl aP,(z) + (a(n+1) _ Yng1 (n)1)$ + aénJrl) 4.+ a(njll)an _ szaén)xk_
N n o™ n n o™
n n n k=0
An
n—1
Comme z" = Z al®2*) on a
an
ahfll) (n+1) _ (Trll) (n) 1 (n+1) _ “fll) =
_’n - n—+ n n n+ n
Pn+1($) - agln) J,‘Pn(l‘) + agln) (G,n gln) an—l) Pn(x) (n) (a Z ay
——
A, Bn

n+1) n—2

(n+1) (n+1) n—1 _ %nt1 (n) .k
Qg +...4+a,_{'x o) xZa

’I’L

_|_

et on construit ainsi de suite ’expression (1)).

On multiplie ensuite chaque terme de (1) par Py(z) et on intégre entre —1 et 1 :

/1 Pn+1(x)Pk(:z:)dx—/1 (B, + zA,) P, () Py (z)dz + C,, / P,_1(x)Py(x dx+2aj/ dz,

-1 —1

et, pour k € {0,1,...,n — 2}, cela fournit ak/ PZ(z)dx = 0 puis aj, = 0 car / PZ(z)dx # 0.
1
e Recherche de A,, : Soit a,, le coefficient du terme de plus haut degre de P,.

nt = 2"n!D [e™] = 2nn! n!
A1 dom(P,,+1(x)) 2n+1
A, = p, = A, P, A, = ————"—22 Donc A, = .
Or, L car dom(P,+1(z)) = dom(zx (2)) & dom(z P, (2)) onc i

e Recherche de B,, : Utilisons les caractéristiques de parité de P, :
Ppii(—z) = (_1)n+lpn+1(x) = (Bn — 2A,)(—1)"Py(z) + Cn(_l)nilpn—l(z)-
- Si n est pair, on a P,y1(x) + Pyr1(—2) =0=2B,P,(z) & B, =0.

- Si n est impair, on a P, 1(x) — Pyy1(—2) =0 = 2B, P,(z) & B, = 0.

e Recherche de C), : On a P,(1) =1, Vn € N. Donc, 1 = A,, + C,,. Puis, C,, = — i

n+1"

7. D’apres la relation de recurrence a trois termes, on obtient

0=(n+ 1)/ Poi1(x)Py—1(z)de —(2n + 1)/

-1 —1

xPn(;v)Pn,l(a:)dx—i—n/ P2 (x)dx,
-1

=0

(ﬁ4n+n/iEgNWM—@n+n/

-1

1 1

2P (2) Py (z)dx + n/ Pn_1(z)Pyy1(x)dx.

-1

=0
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De la troisieme égalité, on déduit

n [ 11 P2(x)dz — (2n— 1) [ 11 2Py () Py (a)da = 0.

De la premiere égalité,

Ainsi,

Par récurrence, il vient

1 2n+1J_4 2n+1
—_———
=2
8. Soit Gy ( Z P, . En dérivant,
n>0
Gi(z) = D nPy(2)" ' =3 (n+ DPua(@)z" =Y (n+ )P (2)2" + 2
n>1 n>0 n>1
= Z[(2n + DaP,(z) —nPy_1(x)]z" + 2 = Z(?n + DaP,( Z nP,_1(x)z" +x
n>1 n>1 n>1 '
= ZanPn 2" +ZmP ZnPn 1(x)2" + x.
n>1 n>1 n>1
Par ailleurs
o 212Gl (2) =2 Z nx Py, (
n>1
o G, ( fx*xZP —z:Zan(x)z
n>0 n>1
o 2G,( Z P (x)z"t = Z P,_1(x)z" et
n>0 n>1
o 222G (2) = 2° Z nP,( = Z nP,(x)z" T = Z(n —1)P,_1(x)2"
n>1 n>1 n>2
ZnPn_l(:c)z —ZPn_l(z)z” = ZnPn_l(x —z— ZP" 1(x)z" + 2
n>2 n>2 n>1 n>1
Z nP,_1(z)z" — 2G,(2).
n>1
Il s’ensuit

(1-2x2+2%)Gl(2) = xz 2n+1)P, ZnPn 1(x)2" foZnPn(x)z"+ Z(nf DP,_1(x)2"

n>0 n>1 n>1 n>2
= xZPn(sc " _ Py(x szPn L —xZP an 1
n>0 n>2 n>0 n>1
= (z—-2)Gn(2)
On est donc ramené a la résolution de I’équation différentielle
G(z) T —z o u/(2)
Gn(z) 1-2r2+22  2u(z)
a 1

avec u(z) = 1 — 2xz + 22. Ainsi, G,,(2) = Or P,(1) =1 donc, lorsque z = 1, G,,(2) =

V1—=2xz+ 22 1—2’

ce qui donne a = 1. Pour conclure,
1

Gn(2) = —m——.
() V1 —2xz+ 22

Exercice 2| Correction :

1. Soit n € N. Posons I,
2n.

(a) Soient n € N* et P € E. Une intégration par parties fournit

Z(”)

= (X2 —1)" de sorte que L,, = l5,"”. L, est un polynome de degré n car I,, est de degré
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1

1
(L|P) = / ()™ (2) P(2)di = [(1) " () P(a)]; — / (1) "D (@) P (2) e

-1 -1

Maintenant, —1 et 1 sont racines d’ordre n du polynéme I,, et donc, pour tout k& € {0,...,n}, —1l et 1
sont racines d’ordre n — k de 1) et en particulier racines de (1,)*® pour k € {0,n — 1}. Donc

1
(L|P) = / (1) () P ().

-1

1
Plus généralement, si pour un entier k € {0,n — 1}, (L,|P) = (—1)’“/ (1)) (2) P®) (2:)da: alors
-1

-1

(LlP) = (1) ([zz—’f-%x)P“”(x)]% -/ 1 (zn><”-"~‘—1><x>P<’“+l><x>dx)

S / (1) (@) P )

1

On a montré par récurrence que pour tout entier k € {0,...,n}, (L,|P) = (—1)* / 15770 (2) P () daz.
-1

En particulier

1 1

I (z)P™) (2)da = / (1 —2®)" P (z)dx. (2)

-1

(Lalp) = -1 |

—1
Cette derniere égalité reste vraie pour n = 0 et on a montré que

1
Vn € N, VP € R[X], (L,|P) = / (1 —22)"P™ (z)dz.
—1

Soient alors n et p deux entiers naturels tels que 0 < p < n. Puisque deg(L,) =p < n,on a (L,|L,) = 0.
On a montré que la famille (Ly)o<k<n est une base orthogonale de I'espace (R[X], (.].)).

(b) On applique maintenant la formule (2) dans le cas particulier P = L,,. On obtient

1 0

(1— 22)"dz = 2 x (2n)! //2(1 ~ cos2(t))"(— sin(t) )dt

||LnH2 = /_1(1 — xQ)"L;”)(x)dx =2x (2n)!/

0

w/2
= 2 (2n)!/ sin®" T (t)dt = 2 x (2n)!Wap 41 (intégrales de Wallis).
0

) 2n (2n) x (2n—2) x ... x 2 22np)2 )
O t Vn eN, Wopi1 = Won—1 = Wi = ————. On obtient
i satt qtie v T 1 T T i x 2n—- D) x...3 1 @unrl oM
alors
22n !2 22n+1 !2
ILn|2= = xox(2n)l=2 """
(2n +1)! 2n+1
et donc
2
Y N, [|L,|| = 2" nl.
neN, Ly = /522

2 1 1
On en déduit que la famille <1/ n2—|—2nan> est une base orthonormale de (R[X],(.].)). Pour
n!
neN

m+1 1 )
X2 _1)" (n).
5 gyl )")
2. La famille (P,),en est une base de orthonormée de R[X]. Chaque P,, n € N, est de degré n et donc, Vn € N,
Vect(Py, ..., P,) = Vect(1,X,..., X™). De plus, pour n € N
1 1
P X") = —————((Py)|dom(P,) X™) = ————
(PIX") = o (Poldom(P)X™) = G
car P, € Vect(Py,...,Py_1)t = Vect(1,X,..., X" 1)+ = R,,_1[X]*. Ceci montre que (P,|X™) > 0. Par
unicité, Porthonormalisée de la base canonique de R[X] est la famille des polyndémes de Legendre

m+1 1 o
(\/ 3 (XY )> -
’ neN

Théoréme 0.1 (orthonormalisation de Gram-Schmidt)
Pour toute famille libre (z;)1<i<p dans E, il existe une unique famille orthonormée (e;)1<i<p dans E telle
que :

n € N, on pose P, =

P.|Py)

On a utilisé le

Vect{e1,...,ex} = Vect{x, ..., z1}.

Vk € {1,2,...,]7}: { ($k|€k) >0
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Exercice 3| Correction :

1. La formule trigonométrique

cos(p) + cos(q) = 2 cos (p ; q) cos <p ; q)

avec p = (n+1)0 et ¢ = (n — 1)O fournit immédiatement le résultat.

2. Une récurrence simple depuis la formule de récurrence a trois termes induit que les fonctions T}, sont des
fonctions polynomes.

dl,(x) dT,(z) nsin(n@)
de de 4 ~ sin(@)

4. Les fonctions U, sont des fonctions polynoémes en tant que dérivées de fonctions polynomes.

! 0
/ Tn(‘r)Tm(x)dix = —/ cos(nO) cos(mO)dO avec © = arccos(x)
= /07r %(COS((TL +m)0) + cos((n —m)0O))dO =0 car n #m

6‘./11*2‘()\/;_372 /‘ (cos((2n)©) + cos(( xnd@:iéﬂ;d@::g.

7. Soit Z,(x) =3 { r+Va — Va2 - 1)”}, pour z €] — oo, —1] U [1, +o0.

On a Zy(z)=1et Zy(x ):x. De plus7

Zn—1(2) + Zns1()

e
(@ + /22 — "<w+¢+x_ >+ < ¢~+x+¢ﬁr>]
_ 23:7[ (z+ Ve =" + (o = Va? = 1)"| = 222, (a).

Ainsi, les fonctions Z,, vérifient la méme relation de récurrence a trois termes que les T, ce qui implique

Zn =T,, Vn € N.

8. C’est immédiat par une récurrence simple depuis la formule de récurrence a trois termes.

9. On a T, (z) = cos(narccos(z)), T/, (z) = sin(n arccos(a;))L et

n /;1 — 1'2
—Tl2 nx

—— +sin(n arccos@»m'

T (z) = cos(n arccos(z)) —

Et, le résultat découle directement.
10. Soit k < n,

[
[
L i

=0 car Dq[%}\{ 1,13=0, V¢€{0,1,....,n—1}

_ / prk [‘_“’1):} (k1) da + (=1)41 [D”_k [%} (k;!a;)] 11

=0 car DQ[(\I/lli]“ 1,13=0, ¥q€{0,1,....n—1}
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= (nkk!ILD"k[S>1jfZT}dx

= (=1)Fk! {D"—k‘l[S>;:f2:]]il

} [{~1,13=0, Yq€{0,1,....n—1}

(1—z2)n

Vi—a?

=0 car Dq[
= 0.
Donc, pour tout polynéme p de degré strictement inférieur a n,

! dz
/_1 Wn(m)p(:ﬂ)ﬁ =0.

En particulier, pour p(z) = Wi(z) ot k < n car il est évident que Wy, est un polynoéme. Ainsi, les polynémes
W,, sont orthogonaux pour le méme produit scalaire que les polynémes T;,. Il s’ensuit que ces polynoémes sont
proportionnels.

Exercice 4| Correction :

P
1. — Soit (P,Q) € E?. L’application t ~ PRI

P)Q(t)
V1—1t2 V1i+t
P)Q(t P(t)Q(t 1
est bornée au voisinage de 1 car continue en 1 et donc quand ¢ tend vers 1, (DR = (HQ() X =
V1—¢t2 Vi+t  J1-t

PH)Q(?)

5 est intégrable sur un voisinage

P)Q(1)
Nz

est intégrable sur

est continue sur | — 1, 1[. Ensuite, Papplication ¢ —

1
). Puisque 3 < 1, on en déduit que I'application t

1
o(7=
PHR()

de 1 a gauche. De méme, quand t tend vers 1, ———— =

V1-—1t2 (\/ 1+t
P(t t
est intégrable sur un voisinage de —1 a droite. Finalement, ’application ¢ M

V1—1t?
] —1,1] et (P, Q) existe.

e La symétrie, la bilinéarité et la positivité de ¢ sont claires. De plus, pour P € E,

B 1 P2 (t) B
o(P,P)=0 = /gvaﬁﬁ*O
P2(t)

= Vte]—-1,1],
- 11, ==
= Vte|—1,1], P(t) =0= P =0 (polyndéme ayant une infinité de racines).
Ainsi, Iapplication ¢ est définie et finalement 'application ¢ est un produit scalaire sur F.

2. (a) Soit (n,p) € N2. En posant ¢ = cos(6), on obtient
1 0
AT, T,) = / T, ()T, (t) gt = T, cos(6)T, cos(
1 V1—¢2 x /1 — cos?(6)

Si de plus, n # p,

) et Papplication ¢ —

= 0 (fonction continue, positive, d’intégrale nulle)

%) (—sin(0)) = /OTr cos(nf) cos(pb)do.

1/ 1 [sin((n+p)d) = sin((n—p)d)]"

T, T,) = ~ 9 —p)9))d = -

oT,.1y) = 5 [ Ceostn-+-0) + cos((n = ppyan = 5 | =R ol 0|

Ainsi, la famille (T}, )nen est orthogonale. De plus, on sait que Vn € N, deg(T,,) = n et on a donc montré
que la famille (T},),ecn est une base orthogonale de 'espace préhilbertien (E, ¢).

=0.

(b) Soit n € N. Quand p = n, la formule précédente fournit

1 msin=0

2 _ T _
Il =5 [ coszmonan ={ T30 2T

2
et donc

Vrsin=0
\/gsinzl )

VneN, |T,| = {

Exercice 5| Correction :

1. Apreés avoir dérivé deux fois
Le(z) = 2" 4+ ap_12" L + ... + a1z + ao,

le calcul de 2y” 4+ (o + 1 — z)y’ + ny = 0 nous donne
nag + (a+ 1)a; = 0, (terme constant)

k(k + Dagy1 — kag + (a+ 1)(k + 1)agy1 + nap = 0, (terme en zy, pour k variant de 1 & n — 1 et avec a,, = 1) .
—nay + na, = 0, (terme dominant)
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Ainsi,
Gpt1 k—n
- Vke{0,...,n—1
a,  (k+D(a+k+1) { n-1}

k+1 k+1
car la deuxiéme relation est aussi vraie pour £k = 0. Comme a, = 1 et a = (k+ Do+ k+ )ak+1,

Vk € {0,1,...,n — 1}, on déduit k—n
o = EFDE+Y. @tk +Da+k+2)...(atn)
(k—n)(k+1—n) (n—l—n) ’
= ()" RCH(a k- D(a+ E+2)... (ot n))
)

MNa+n+1
_ k(_1\n—k
= Gul=1) I(a+k+1) k{01, -1

2. Il est évident que L§(z) =1 et LE(xz) = z — (v +1). Comme le polynéme LY est unitaire et de degré n, on a :

Ly (x) = 2Ly(2) + AuLii(z) + BuLi_y(2) + ) Li ()b

ott les (bx)refo.1,....n—2}, An et By sont déterminés de fagon unique. On pose

_ z": o
k=0

avec a,i " = =(-1D)"*C*(a+k+1)(a+k+2)...(a+n),Vk€{0,1,....,n— 1} et a' = 1. On déduit en
remplacant dans 1’égalité précédente que

n+1

ZGHH) i Zq(u A Zx ' B, Z“(n 1)xk+2bzzal) ko
=0 k=0

e Recherche de An. Le terme en z™ de I'égalité ( ) donne

O:—a%n+1)+Ana7(ln)+a51n_)1@0:(n+1)(a+n+1)+An—n(a+1)@An:7047211—1.
e Recherche de B,,. Le terme en 2"~ ! de I'égalité (x) donne
0=- (n+1) + Ana 71—|—a(") + B, a(" b
1 1 -1 -1
o oo nm Dy DT e Dafa k= Datm) |

2 2

< B, =-n(a+n).
e Recherche des b,. On montre de fagon directe que by = 0, pour k € {0,1,...,n — 2}. On pose C’]in) =

n—2
Z bja,(g), pour k € {0,1,...,n—2}.
- Le terme en x* de I'égalité (x) donne, pour k € {1,2,...,n — 2},

0=—a"™" 4+ 4,0 +a{”, + B,al"™ + ™
s 0=Cr [(a+k+D)(a+k+2)...(a+n+ D]+ (—a—2n—1)C(a+Ek+1)(a+k+2)...(a+n)]
—CFa+k)(a+k+1)...(a+n)] - (—n(a+n)CE_[(a+k+1D)(a+k+2)...(a+n—1)]+C"

1
& 0:C’,’f[(a+k+1)(a+k+2)...(a+n)]+#—I_k(a+n+l)—(a+2n+l)

(n)
& C<”>—o Vke{l,...,n—2}
CommeC’ 2—bn ga(n 2) = 0, on en déduit que b,_o = 0. De 0(73—bn, a(n 3)—|—bn gan 2) =0, on

déduit b,,_3 = 0 et on procede de méme pour les autres b, ot k € {1,...,n — 4}
- Le terme constant de 1’égalité (x) donne

0=—a{""" + A,al" + Bal"™" + M

& 0=C) [(a+1)(a+2)...(a+n+1)]+ (a—Qn—l)C [(a+1D)(a+2)...(a+n)
—(=n(a+n))C_ [(a+1)(a+2)...(a+n— 1]+

s 0=[a+D(@+2)...(a+n)]((a+n+1)—(a+2n+1)+n)+C

& C(")f()

Comme C(n) Z b; a = boa(() ), on en déduit que by = 0.
7=0
3. Par définition, zL!*(x) + (o + 1 — ) L}*(z) + nL%(z) = 0. On a
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DL, ()L (@)a* e = L)L (e)a® e ™ 4 L5, (n) Lo ()ae e
o+ LG ()L ()a%e ™ — L5, (o) L (x)a e
= Ig(e)ate (ot 1 2) L) + 2L (@) + et L () L (@)
=I5 (e)ate F[-nLy (@) + e P LS (@)L ().

Donc
D[(Lg,(z) Ly (w) — Ly () Ly () )a e 7]

Ly, (z)ae™*[—nLy ()] — Lj (z)z“e™ [-mLy, ()]
(m —n)z*e LS (x) LS, ()
Ly, (2) DLy (x)z*+te™"] — Ly (x) D[ Ly (z)x* e ™).

Ensuite,

+oo
(m — n)/o Lo (z) Lo (x)x%e™"do = [(Ly (x) Ly () — Lﬁ(m)[ﬁ(m))xaﬂe_z]gw =0.

+oo
Ce qui donne / Ly (x)Ly(x)z%e %dx = 0 si n # m.
0

4. Depuis la formule de récurrence a trois termes, on tire

+oo

+oo
/ Ly ()L (2)x%e de = / Ly (x) Ly (x)z%e” "dx, Vn > 0
0 0

car la formule de récurrence & trois termes peut étre étendue au cas n =0 en convenant L%, (x) =0 et

+oo —+oo
/ aLo(x)Ly_ i (x)z%e *de = n(a + n)/ Ly (x)Ly_y(x)z“e "dx, Vn > 1.
0 0

On déduit alors

+00 +oo
/ Lo (x) Lo (x)z“e™%de = n(a + n)/ Ly (x)Ly_i(x)z%e %dx, Yn > 1.
0 0

Puis, par une récurrence simple,

“+oo “+o0
/ Lo(x)Lo(x)z®e™Pdx =nl(a+ 1)(a+2)...(a+n) / LG (x) L5 (x)x“e"dx.
0 0

_I(atn+1)
T(a+1) =I'(a+1)

Le résultat
+oo
/ (L) (x)e dx = nIT(a+n+1)
0
est alors immeédiat.

Exercice 6| Correction :

1. On montre ce résultat par rézcurrence sur n.
Pour w = 0, Ho(z) = €279 =1 et est un polynome de degré 0.

dG(Qﬁ, ’U}) 2zw—w? w" / w™ !
n>0 n>1
Et, d’autre part,
srw—w? 2t B 2w™
2we = Z " H,(z)= = 1)|Hn,1(x)
n>0 n>1

Ainsi, en identifiant les termes en w", on obtient
2nH, 1(x) = H) ().
Et, par une récurrence simple, H,, est un polynoéme de degré n.
2. Immédiat.
3.
too 2 too 2 — =2 2
/ G(z,w)G(z,w)e™ " dx :/ AT T WA 2TW W=

— 00

oo

_ +oo 2 _ +oo 2

ewa/ e~ (@mw—w)" g0 — ewa/ e Y dravecu=z—w-—w
— 00 — 00

—_ \/7?6210@
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+o0 M n
. La précédente propriété donne / Z —H,,(x) Z %H,L(z)ef””zdz = /7™ Ainsi
oo n!

m>0 n>0

£ (S [ i) o o - e ()

n>0 \m>0 n>0

En poursuivant,

w™ e —z? n-—n
Z o Hy(2)Hpy(x)e™ do = /72" w".

m>0
+oo 2 +o0 2
Ainsi, si n # m, H,(x)Hp,(x)e”™™ dx =0 et H2(x)e ™ dx = /72"n!.
. Immédiat.
dG(z,w) 21 nw™ ! nw™~! w”
L =2 —w)e =y T Ha(x) = > T Ha() = > T Hnia ().
n>0 n>1 n>0
Et, d’autre part,
2 2w 2"t
2z — w)e v = Y- T Ho(2) = ——Ha ()
n>0 n>0
2zw™ 20"
S5 STAEED D
n>0 n>1
D’ou,
H,1(x) —2zH,(x) + 2nH,_1(x) =
pour n > 1 avec Ho(z) =1 et Hi(x) = 20Hy(x) = 2.
. Par récurrence.
Ho(z) = (=1)%% D0=2"] =1
Hi(z) = () Dle™]=2z"
Si
Hy(w) = (—1)"e*" D e,
alors
H.(z) = (-1)"2ze” D"[e™" ]+ (~1)"e" D" [e~*"]
——
=2z H, _1(x)
Or
Hp1(z) — 22Hy(z) + 2nH,—1(2) =0 pour n > 1,
donc

H, 1 (x) = (~1)"1es” Dt [es’]
. Hy satisfait I’équation différentielle

y' —2zy = 0.
H; satisfait ’équation différentielle

Yy’ —2zy + 2y =0.

On a
Hpi1(z) —22Hy(z) + 2nH,—1(x) =0, pour n > 1.
—_———
=H, (z)

Donc

H)  (x) —2zH,(x)—2H,(z)+ H, () =0, pour n > 1.

———

=2(n+1)H, (z)

Donc

)

H/!(z) — 2zH] () + 2nH,(z) = 0, pour n > 1.
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Exercice 7| Correction :

1. e Soient P et () deux polynomes. La fonction ¢ — P(t)Q(t)e™" est continue sur [0, +oo| et est négligeable

—t

en +oo devant — d’apres un théoréme de croissances comparées. Donc la fonction ¢ — P()Q(t)e™" est

intégrable sur [0, 4+o00[ et ¢(P, Q) existe dans R.
e La symétrie, la bilinéarité et la positivité de I’application ¢ sont claires. De plus, pour P € F,
+oo
o(P,P)=0 = / P%(t)e™tdt = 0
0

= Vte[0,+o00[, P*(t)e”" = 0 (fonction continue positive d’intégrale nulle)
= Vte[0,4+o00[, P(t) =0= P =0 (polynéme ayant une infinité de racines).
Ainsi, la forme ¢ est définie et finalement 'application ¢ est un produit scalaire sur F.

2. (a) Soit n € N. La formule de Leibniz permet d’écrire

n n
n_—X\(n) X _ n ny(n—k)(,—X\(k) | X _ C\E (T k
(XmemX) e _<kzo<k>(X) (e ¥) >e _;0( 1) (k>k'X
En particulier, Vn € N, deg(hy,) = n (et dom(h,) = (—=1)") et on sait que la famille (h,)nen est une
base de R[X].

(b) Soient P € E et n € N*. Soit A > 0. Les deux fonctions ¢ — (t"e~*)("~1) et P sont de classe C' sur le
segment [0, A]. On peut donc effectuer une intégration par parties et on obtient

/P Je tdt = /P (t"e *t)(”)dt [P()(t”et)(”1)]64—/AP’(t)(t”et)("1)dt.
0

Maintenant, (t"e _t)(” D peut s’écrire Q(t)e~* ou @Q est un polynéme et donc P(t)(t"e ")~V tend
vers 0 quand t tend vers +o0o d’apres un théoreme de croissances comparées. D’autre part, la formule
de Leibniz montre que le polynéme ) a une valuation au moins égale a 1. On en déduit que la fonction
t P(t)(t"e~ )™= g’annule en 0. En faisant tendre A vers +oc, on obtient

o0 +o00
[ pameta=— [ Poeeea,
0 0

De maniere générale, pour 0 < k < n, les remarques précédentes s’appliquent a la fonction ¢ +—
PE) () (t"e ) (") et par récurrence on obtient

+OO 400
Wk € {0,...,n}, / n(t)e™'dt = (=1)* / PO () (e ) Fdt.
0

+o0 +oo
En particulier, pour k = n on obtient / P(t)h,(t)e tdt = (—1)"/ P™ (t)t"e~tdt. Cette égalité
0 0

reste vraie quand n = 0 et on a montré que
“+o00 —+oo
VP € R[X],Vn €N, (P, hy,) = / P(t)h,(t)e tdt = (=1)" / PM (H)tme~tdt.
0 0

En particulier, si n € N* et deg(P) < n, on a P(™ = 0 et donc ¢(P,h,) = 0. Ainsi, ¥n € N*, h,, €
(R,,_1[X])*. Puisque ¥n € N, deg(h,,) = n, on en déduit en particulier que ¥n € N*, Vk € {0,...,n—1},
@(hn, hi) = 0 et on a montré que la famille (h,)nen est une base orthogonale de 1’espace préhilbertien
(RIX], ).

(¢) Soit n € N. Puisque deg(h,) = n et dom(h,) = (—1)", on a A = (=1)™n!. La question précédente
fournit alors

+0oo t+oo
2 = (—1)"/0 RO (£)m et dt = n!/o et = ni0(n + 1) = nt2,

1
et donc ||h,|| = n!. Par suite, la famille <'hn> est une base orthonormale de ’espace préhilbertien
n: neN

(R[XT, ).

Exercice 8| Correction :

1. L’existence, la bilinéarité, la symétrie et la positivité sont immédiates. Soit P € R[X].
1
®(P,P)=0 = /mﬂﬂP%mﬁ:O
0
= Vtel0,1], f(t)P%(t) = 0 (fonction continue positive d’intégrale nulle).

Maintenant, la fonction f est continue, positive sur [0, 1] et n’est pas nulle. Donc la fonction f est strictement
positive sur un intervalle ouvert non vide inclus dans le segment [0, 1]. Par suite, le polynéme P a une infinité
de racines et finalement P = 0. L’application ® est un produit scalaire sur R[X].
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2. L’orthonormalisée de la base canonique de R[X] répond & la question.

3. Soit n un entier naturel non nul. Le polynéme P, € (Py,...,P,_1)* = (R,_1[X])t. Soit p le nombre de
racines réelles d’ordre impair du polynéme P,. Soient a1, ..., a, ces racines (deux & deux distinctes, réelles et
d’ordre impair) dans le casoup > 1. Sip > 1, on pose Q@ = (X —ay)...(X —ap) et si p =10, on pose Q = 1.
Si p < n, le polynéme @ est orthogonal a P, car de degré strictement plus petit que le degré de P,. D’autre
part, au vu de la définition de @, la fonction t — f(t)P,(¢t)Q(t) est continue sur [0, 1], de signe constant sur
[0, 1], d’intégrale nulle sur [0, 1]. La fonction t — f(t)P,(t)Q(¢) est donc nulle. On en déduit que le polynéme
P, est le polynome nul ce qui n’est pas. Donc p = n ce qui signifie que le polynéome P, a n racines réelles
simples.

Exercice 9| Correction :

1. L’application est symétrique par commutativité de R, linéaire en chaque variable par linéarité de I'intégrale et
distributivité de la multiplication par rapport l’addition sur R, elle est positive par positivité de l'intégrale.
Pour montrer qu’elle est définie positive, on utilise le fait que pour une fonction continue f a valeurs réelles,

1
/ f? = 0 implique que f est nulle sur [—~1,1]. Comme de plus f est ici un polynéme, de la nullité de la
-1

fonction polynomiale associée sur [—1,1] on déduit la nullité du polyndéme f. Ainsi, < .,. > est bien un
produit scalaire sur R[X].

2. C’est une application directe de I'algorithme de Gram-Schmidt & la base (1, X, X2, X?3) de R3[X] (les calculs
ne sont pas demandés ici).

3. Cherchons les vecteurs propres en procédant directement (la dimension n’est pas finie, hors de question
d’invoquer un polyndéme caractéristique). Si P est un polynoéme de degré 0 (et donc non nul), alors ®(P) = 0,
0 est donc la valeur propre associée au vecteur propre 1 (par exemple). Soit P un polynéme de degré 1,

P =aX+b, alors ®(P) = 2aX. Ainsi, 2 est la valeur propre associée au polynéme X. On suppose maintenant
d

que P est un polynome de degré d, avec d > 3, P = Zaka, et A€R. On a:
k=0
d—2
O(P) = AP & (—2a2 — Aag) + (—6az + (2 — N)a1) X + Z((k:2 +k—Nag — (k+1)(k +2)ag2) X"

k=2
Hd? —d—4—Nag 1 X+ (d* +d - NagX? = 0.
D’ou 'on tire successivement que

(d>+d—Nag =0 \=d(d+ 1) (puisque aq # 0),
(dQ—d—4—d<d+ 1))ad,1 =0&aq-1 =0,
E+1)(k+2 . o
V2<k<d-—2, a,= /f(Q—i—ls)g(cP—)ciak+2 (bien défini car k2—|—k—d2—d<0),

aL = bien défini car d # 2),

2@ —q® |
w= g (bien défini car d > 0).

Ceci établit I'existence d’un polynéme de degré d, f;, associé a la valeur propre d(d+ 1), pour tout d € N. Les
valeurs propres de ® sont donc les d(d+ 1), d € N, et les polynémes (f4)qen forment une famille libre (car de
degrés échelonnés) qui engendre R[X] (car pour tout d € N, Vect(fo, ..., fa) = Rq[X] = Vect(1, X, ..., X9)).
Quitte a renormaliser, on peut choisir les f; tels que < fg, f4 >= 1. Il ne reste alors plus qu’a montrer que les
fa sont deux a deux orthogonaux. Pour cela, montrons que ’endomorphisme ® est symétrique, c’est-a-dire
que Vf,g € R[X], < ®(f),g >=< f,P(g) >. Soient donc f, g € R[X], on calcule

1

< B(f).g >= / (12— 1) " (0)g(t) + 261 (1)g(t)dt.

-1
On effectue une intégration par parties et 'on trouve que

1 1
<®(f),9> :t/2ﬁﬁmwﬁ*/(ﬁ*Df@d®ﬁ+pﬁwﬂm5

-1 -1

- / 2 f(0g (0t~ / oo

Cette expression est invariante par échange de f et g, si bien que 'on a < ®(f),g >=< f,®(g) >, len-
domorphisme est donc symétrique, et ses vecteurs propres associés & des valeurs propres différentes (les
fa) sont donc deux a deux orthogonaux, ce qu’il fallait démontrer (pour montrer qu'un endomorphisme
symétrique a des vecteurs propres associés a des valeurs propres différentes deux a deux orthogonaux, on
éerit A\g < fa, fij >=< ®(fa), fo >=< fa,2(far) >= Aar < fa, for >, et donc comme Ay # Ay, il vient
< fa, far >=0).
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4. D’apres ce qui précede, —1 n’est pas valeur propre de ®, donc ® + Id est injective. Il faut maintenant
montrer que ® + Id est surjective. Soit P € R[X], et d le degré de P. La restriction &4 de ® & Ry[X] est
un endomorphisme de Ry[X] (vérification immédiate ou simple constatation sur les calculs déja faits), et
I'endomorphisme (®4 — Idg,[x]) est bijectif, puisqu’injectif (par injectivité de ® — Id) et que R4[X] est de
dimension finie. Ainsi, il existe Q € Ry[X], (®gq — Idg,x))(Q) = P, et alors, on a aussi (& — Id)(Q) = P, ce
qui établit la surjectivité de ® — Id. On a donc montré que ® — Id est une bijection de R[X].

[Exercice 10]

1. L’application ¢ est symétrique par commutativité de R, linéaire en chaque variable par linéarité de l'intégrale
et distributivité de la multiplication par rapport a l'addition sur R, elle est positive par positivité de f et
positivité de 'intégrale. Pour montrer qu’elle est définie positive, on utilise le fait que pour une fonction conti-

1
nue g a valeurs réelles positives, / g = 0 implique que g est nulle sur [0, 1]. Puisque f est non identiquement
0

nulle sur [0, 1], P?, qui est un polynéme, a sa fonction polynomiale associée sur [0, 1] nulle en une infinité de
points (cette méme infinité de points ot f n’est pas nulle), on en déduit la nullité du polyndéme P. Ainsi, ¢
est bien un produit scalaire sur R[X].

2. On applique le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt & la base canonique de R[X]

LX,X2,..., X"

P

3. Supposons par I'absurde que P, n’est pas scindé & racines simples dans [0, 1]. On peut donc écrire P, sous la
forme
T s t
P(X) = [[(X =z TT(X — )™ T Qu(x)%
i=1 j=1 k=1
our € {0,...,n}, s € {0,...,n}, t € {0,...,n}, Vi € {1,...,r}, &; € [0,1] et a; > 1, V5 € {1,...,s},
y; € R\[0,1] et B; > 1, Vk € {1,...,t}, Qk est un polynéme réel irréductible de degré 2 et d; > 1. On note

’
T

i1,...,1,. les indices i € {1,...,r} tels que «; est impair. On forme alors le polynéme Q(X) = H(X —Ti,),
qui est de degré strictement inférieur a celui de P,, sauf si ce dernier est scindé a racines Simplelzs 1dans [0,1],
ce qui est exclu par hypotheses. On a alors
1 1 T s t
0=(PQ) = [ f@Pu@Q@dr = [ 5@ a0 [J - 9™ [ Qula)do
0 0 i=1 j=1 k=1
i S

t
avec Vi € {1,...,7}, o} pair. Ainsi, f(x) H(x — ;)% H(a: —y;)P H Qr(x)°* est de signe constant sur [0, 1],
k=1

i=1 j=1
et définit une fonction continue non identiquement nulle sur [0,1], c’est absurde d’apres les propriétés de
I'intégrale. Donc P, est bien scindé & racines simples dans [0, 1].

On cherche & déterminer une base orthonormale (Py, Py, P2) de Ry[X] pour le produit scalaire

<PQ>— /1 PH)Q()dt

par orthonormalisation de la base canonique (1, X, X?) en utilisant le procédé de Gram-Schmidt, et on appliquera
le théoreme de projection dans un espace euclidien sur un sous-espace vectoriel selon lequel

1
: 3 2 2 _ 3 3\ (12
ot [t = b et = X ey (X

ol PR, [x] désigne la projection orthogonale sur Ry[X], et ol pr,x](X?) s’écrit dans la nouvelle base
p]R2[X](X3) =< X3,PQ > P+ < X3,P1 > P+ < XS,PQ > Ps.

Calculons maintenant (P, Py, P2) : on trouve

Sl

en posant

pl =X+ abF,
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la relation

< ﬁl,Po >= (0 donne a = 0,

|\P1||:1donneP1:\/§]31:\/§)(_
1 3 1
/P1P2=\/>/ tPy(t)dt =0
-1 2 /)4

et il n’est donc pas nécessaire de calculer P, car la quantité < X3, P, > ne dépend que du terme de degré 1 de Py
(par imparité du polynome X3). On trouve finalement

et la condition de normalisation

Le terme de degré 1 de P, est nul car

X% = pryx)(X%) = X°— < X°, P > P = X° — gx
et

1 1 2
3 8
inf 3 — at? — bt — c|?dt = | X3 — X32:/ B2 —t) dt = —.
(a,b.0) RS /_1 ¢~ a g X7 = Prop (X7 = 5 175
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