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Analyse Numérique

Fiche 6 - Formules de quadrature.

Correction : Une formule de quadrature est exacte sur P,, si et seulement si VP € P,

E(P)=0+ /1 P(t)dt = Aof(—1) + A1 f(0) + Aa f(1).
-1

Dong, la formule de quadrature sera exacte sur Ps si et seulement si

1
/ lde = 2 = A9+ A1+ Ay
_ 1
i Ay = Ay = =
/ xdr = 0 = —Ap+ A = 4 3 )
-1 A frnd —
1 2 1 3
/ 332d33 = - = AO + A2
1 3
ce qui permet d’écrire finalement que
! 1 4 1
F@)de = 5 f(=1) + 5 £(0) + 5 /(1) + E(). (1)
-1
1
Pour P(z) = 23 on a / 2dr = 0 = —Ap + Ao, soit une relation vérifiée par les coefficients déterminés
-1

précédemment. Cela permet d’affirmer que la formule est encore exacte pour les polynomes de degré 3.
1
2
Pour P(x) = x*, / ztdr = == Ap + Az soit une relation incompatible avec nos coefficients.
-1

Conclusion, (1) est exacte pour les polynémes au plus de degré 3.

Exercice 2| Correction :

1. On procede comme dans I’exercice précédent. La formule est exacte sur Ps, cela implique les égalités :

1
/ ldt =2=Ap+ A4

1

1
/ tdt =0 = Agto + A1ty
/ t2dt = 3= Aott 4+ Ait?

/ t3dt = 0= Aotd + A3

-1

On résout donc le systeme de 4 équations a 4 inconnues suivant

Ag+ 4, = 2 AL =2— A AL =2— A
Aogto+A1t1 = 0 2t1 4+ Ao(to—t1) = 0 o Ao(to —t1) = =24
Aotd + At? = 2 2004+ Ap(t —t3) = 2 23 — 2ty (to+t1) = 2
Aoty + A t3 0 23+ Ag(t3 —t3) = 0 23 — 2t (83 +tot1 +13) = 0

A =2— A A =2— A A =1

Ao(to —t1) = —2¢ Aolto —t1) = -2t A =1
0( 0 1) B ) 1 N 0( 0 1) B ) 1 N ; _ ii
2tot1 = 3 2tot1 = 3 0 V3
2t0t1(t0 — tl) = 0 to = 11 t1 = :F%

Il nous reste a déterminer K. On pose g(t) = t* dans la formule (Q) mise & jour et on obtient :

1 4 4
2 1 1 2 2 1
tdt==(-— — UK 24K =" - K=—.
[, tae= <¢§) +(\/§> * 50 35

@ [ awar=g(-52)+o(F5) + e

Finalement,
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2. On cherche la fonction affine h vérifiant

{ h(xz) =ar; +b=—1 <:>{ a= m+12—wi
b

h(ziy1) = avipr +b=1 = ;l:i;
Finalement,
1
h(z) = — (22 — (241 + x4))-
(z) Tit1 — JTz( ( i+1 z))
. _y Tt L o . Tit1 — T Tit1 + T
On considere l'intégrale / f(x)dx. On réalise le changement de variable x = 5 t+ 5 et
x;

on a

/l‘wl f(;v)dx _ /1 f (miJrl — xit T Tiy1 + xi> <$¢+1 - xz) dt.
. = 2 2 2

Comme les points du support sont équidistants, h = z;41 — x;, Vi € {0,...,N} et on a
1

Tiq1 B h Tiy1 — X4 Tit1 + x;
A f(x)dx—2/_1f( 2 T )dt'

i

3. La formule composite associée & (Q) est donnée par
N—-1

4
Tit1 — Ti if(‘*) Tigd T Tip T
2 135 2 2

b L+1 T . .
o +1 — x2+1 + Z;
/f(x)dxf _ /I Z/ < t+ 5
N—

Tipr —x (1 Tip1 — Ty Tipr —a; (1 Tip1 — T
P 3)+2 )or (o () v ) +

)

_h = Tip1 — T 1 Tip1 — T Tip1—x; (1 Tip1 — T
=5 2 (o () ) (e () )

4
13200~ OF (), € €laso.

On a utilisé le lemme suivant pour modifier I’écriture du terme d’erreur :

Lemme 1.1 Si ¢ est une fonction continue sur [a,b] et (zx)i<p<n une suite de points de [a,b] avec n > 2,

il existe alors un réel ¢ dans [a,b] tel que :

Exercice 3| Correction :

e n = 1. La formule est exacte sur Ps, cela implique le systeme :

1 0 1
/1 x|z|dx = /1(—m2)da: +/0 (z?)dx =0 = A(()l)a:(()l) + Agl)xgl)
1 0 1
/ $2|1‘|dl‘=/ (—$3)d$+/ (.’L‘3)d$:§ _A(l 1)2+A 1) 1)2
0

-1 -1
1
/ 23|z|de =0 = Aél)xél)?’ + Agl)xgl)s
1

Ce systeme se résout de la méme mamere que dans I'exercice précédent. On obtient
m_1 o 1 o_, 1 o__1
A b A 2, O = j:*, .’L‘O = :Fﬁ

On détermine K en posant f(z) = x* dans (Q) :

1 0 1 2 1
/ ot |z|dr = / (—2°)dx +/ (z%)dr = = = -
. B A 6 2

Finalement,

S

1 0 1 R AL )
/ l]z|dx = / (—x)dx —|—/ (x)dx = [—23:2] + {2132} =1= Aél) + Ag )
—1 —1 0 1 0

1\ 1/1\* 1
—— (= 12K, & K
( 2) +2(\/§) i YT

1
1
@) [ selas=37(-—5) + 3 (55) + /@) e - 11
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e n = 2. La formule est exacte sur Ps, cela implique le systeme :

1
/ l|zlde =1= A + AP 4 A

-1

1
/ z|z|de =0 = A( (2) +A(2) +A(2) 2
—1

1
1
/ 22 |z|dr = 5= A(()2)a:gz)2 + A(lz)m?)z + Af)xéz)z

-1

1
/ 23|z|de =0 = A(()z)x((f)?’ + A(lz)x?)g + Aég)xéms
~1

1
/ ri|zlde = - = A(2 ‘o A(z) (2)4 + Aé2)xgz)4

-1

1
/ PPlajdz = 0 = AL D5 L 4D D5 L 42,25
-1

Ce systeme se résout de la méme manieére que dans l’exercice précédent. On obtient par exemple :

2 3 (2 1 2 3 (2 2 (2 9 2
A(>:’Ag):4’A§>:8’xg>:_\/;<>_0 o2
On détermine K en posant f(z) = 2% dans (Q) :

1 0 1 6 6
1 3 2 1 3 2
Gd:/_7d /7d:—:——— Z0)8 4+ 2 (4/2 20K
/1x|$|z 71(x)x—|—0(z)x 1°38 3 +4(0)+8 3 + 720K,
1

oo

= 25920
Finalement,

(Q2) /f |33d33_f< \/§> f() :f<\/§>—25920f(6(§2) & €] - 1,1[.

e n = 3. La formule est exacte sur Pz, cela implique le systeme :

/1 lalde =1 = AP + 4P + 4P + 4
-1
/1 alzlde = 0= AP 2P + AP 2D 4 AP 2D 4 4P
/1 lalds % _ A63)x(()3)2 + A§3)x§3)2 n Ag?’)ng)? n A§3)x§3)2
/1 23|z|de =0 = Ag3)m 53 4 Ay (® (3)3 + A(S) (3 + A(3 3)3
/_11 Al = % AR08 | 408 L 0 01 4,

0

1
/ $5|x\dx: Ag4)x(4)5+A(4) (4)5 +A(4) (4)5 +A(4) (4)5
-1

1
1
/ 25 |z|dx = 1= A(()4)x(()4)6 + A§4)xg4)6 + Agl)xg% + A§4)x§4)6
0

1
/ 2|xlde =0 = AP 2V 4 AW 2T 4 AW LI 4 AW L7
-1
Ce systeme se résout de la méme maniere que dans I'exercice precédent On obtient par exemple :
L 1 11
AB®) B 4B _ 4B _ - PG I C ) (3) RO 1 |
CooTh T T ? 2f 3 2" 23

On détermine K en posant f(z) = 2® dans (Q) :
1 0 1 17
/ 28| z|dx = / (—z")dx +/ (z7)dr = = = — + 40320K3
—1 —1 0 5 36
1

& K3 =

267360
Finalement,

(Qs) / f@)lalds =

LY B U S Y S L N 1ot )1 L B G
4f< 2 2\/§>+4f< 2+2\/§>+4f< 2 2\/§>+4f< 2+2\/§>+267360f8(§3)’
& €] — 1,1
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Exercice 4| Correction :

1. On rappelle les résultats suivants relatifs aux formules de quadrature de Gauss :

Proposition 1.1 Ona f =P, + E,. D'ou

I= /ab f(@)w(z)dz = /ab P, (z)w(z)dx + /ab E,(z)w(z)dx.

En utilisant la formule d’interpolation de Lagrange, il vient
n
1= A" f(w:) + Ru(f)
i=0

ot les x; sont des abscisses d’interpolation a déterminer.
e Une condition nécessaire et suffisante pour que la formule de quadrature de Gauss soit exacte sur Popi1
est que

b
/ 2Pop (z)w(z)dx =0, Vp € {0,1,...,n}.

n

ot vy (x) = H(x — ;).

i=0
e La formule de quadrature de Gauss ne peut étre exacte sur Papya.
e Pour les méthodes de Gauss, les abscisses x; sont réelles, distinctes, situées dans [a,b] et uniques. Les points
x; sont les racines du n-ieme polynome 11, orthogonal pour le poids w.
e La méthode de quadrature de Gauss est stable et convergente.

b b

1 v (T

. AE") = / LE")(m)w(x)da: =— / n() w(z)dz ot Lgn)(gc) est le i-éme vecteur de la base de Lagrange.
o vlh(x) Jo ¢ — 2

1
v1—22

1
1
2Pup () ——=dx =0, Vp € {0,1,...,n
/,1 N — ped J

qui est également équivalente au fait que la suite des polynomes (v,)nen est orthogonale par rapport a la
1
V1— 22

n 214+ 1
des polynomes de Tchebychev du premier ordre et on en déduit que 2™ = cos <2(l—:_1)7r>
n

Ici [a,b] = [-1,1] et w(x) = . Une CNS pour que la formule (Q) soit exacte sur Pa,+1 est donc que

fonction poids w(x) = sur intervalle [—1, 1]. Cette suite (v, )nen désigne bien-évidemment la suite

%

T 1
2.%ﬁj2164172mﬂ@mﬁ~+&;p:/ Kd ot
a T o cos(f) — cos(@ﬁn))
K = cos((j+1)8) — cos((j + 1)6™) — 2cos(8™) cos(j0) — 2 cos(6™) cos(j6{™) + cos((j — 1)8) — cos((j — 1)65™)

= 2cos(j0) cos(h) — 2 COS(j@En)) cos(@in)) -2 cos(@in)) cos(j0) + 2 cos(@l(")) cos(j@l(n))
2 cos(j6)(cos(6)) — cos(6™).

™

Ainsi, 041 — 2003(95"))@ +0j-1 = / 2 cos(j#)do = 0 pour j > 1.
0
3. On considere ’équation caractéristique associée a la relation de récurrence précédente :

r? — 2(:05(91(”))7" +1=0.

Le discriminant vaut A = 4(cos? (01(")) -1)=-4 sinz(QE")) < 0. Les racines complexes conjuguées sont donc
exp(j:i(‘)z(")) d'ou §; = /\COS(j@En)) + usin(j@z(n)). Avec j =0 et j =1 on détermine
81 — 8y cos (6™
sin(6,") sin(6;")
sin(j@z("))

vj > 0.

Finalement, d; =7 NG
sin(6;")

4. On a

§ey = /’T cos((n 4+ 1)0) — cos((n + 1)91@))6&9 _ /1 Thi1(x) — Tn+1(xz(-”)) 1 i
" 0 cos(6) — cos(8\™) -1 z— " V1—a?
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en réalisant le changement de variable = cos(f) et en rappelant que les polynémes de Tchebychev de
(n)

premiere espece sont définis par T;, : [-1,1] — R, x — cos(nArccos(x)). Comme les x; ’ sont les racines de
Tn(z), on a

5 sin((n + 1)6") / Topa(e) 1

ntl = T——— (3 —— =

sin(6™) 1 (-2l VI=a?
Or
1 Lo, 1 i 1)6™
AW - [ et ) = T
T (") J=1 (@ — ™) V1= a? sin(6;"’)
w_ 1 sin(9." i )6
donc, finalement, on trouve AE— ) = sin(, )( ) wbln((n—i_( )) i) -
n+ Lsin((n +1)6;,") sin(6;") n+1

1
5. Définition 1.1 On appelle Noyau de Péano la fonction K(t) = — E(x — (x—1)'}) ot le symbole + en indice
n

signifie que l’on ne garde que les valeurs positives et E(x — f(x)) est Uerreur de la formule de quadrature
pour la fonction f.

Théoréme 1.1 Si le noyau de Péano ne change pas de signe dans [a,b] alors Ja € [a,b] tel que
f(n+1)(a)
(n+1)!

En pratique, on recherche le plus grand degré n validant ce théoreme. Dans le cas de la quadrature de Gauss,
ce théoréme nous permet d’écrire

E(f) = E(x — z™t).

JE2) (o) 242 £ () (1 vy (2)?
E’ﬂ = 7E n+ = d 7b .
(f) 2n+2)! (z = 2™""7) (2n +2)! _1m$aveca€[a ]
On a T 11(x) = 2"v,(x) out 2™ est le coefficient de plus haut degré de T, 41 (cf. exercice 6 fiche 2). Comme
1 2
Tht1(x) ™
———=dr=_,ona
—1 V 1-— .’172 2
(2n+2) 1 T 2 (2n+2)
En(f) = ! (c) / nt1(2) dr = — > / (@) avec « € [a, b).
(2n+2)! J_ ;2201 — 22 22n+1 (2 4 2)!

Exercice 5

1. @ On a vu dans Uexercice 1 de la fiche 3 que P, (z)

D"[(z* — 1)"]. Cette expression permet d’extraire
(2n)!
2n(nl)2’
e Toujours d’apres l'exercice 1 de la fiche 3, un calcul explicite de la formule de Leibniz fournit
1
2nn)

= ol

le coefficient a,, de plus haut degré de P, en fonction de n soit a,, =

S (G = ) 1)

Jj=0

()~ )" () + 1) = (<1)" o) pour
j=0

P.(z) =

On en déduit donc que P, (1) =1 et P,(—x) =

2mnn!
tout = € R.

1
2. o Il suffit d’intégrer par parties I'intégrale / P%(z)dx :
1

1

/1 P%(2) x ldx = [zP%(x)]", — /1 22 P, (z) P! (z)dx = P,(1)* — (=1)P,(—1)? _/ 22 P, (z) P, (z)dz
—1 -1 -1

o [ 11 P2(2)de =2 — 2 / | Py (@) P (2)d.

-1
e On utilise la relation de récurrence de ’énoncé. On a

0+ 1) [ Pn@Pi@de = (20-+1) [

-1 -1

2P, (z) Pl (z)dx — n/_1 P,_1(x)P)(x)dz.

1
D’apres 'exercice 1 de la fiche 3, on a / Pl (z)P;j(z)dz =1 — (=1)""7,V¥j =0,...,n — 1. Par conséquent,
-1

I’égalité précédente devient
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2n
n+1°

1 1
0=2n+1) / 2P, (x)P)(z) —2n & [1 2P, (x) P, (z)dx =

—1
2n _ 2
m+1 2n+1

1
Finalement, | P,|* = / P%(z)dr =2 -2
—1

Pn+1( )
(@ — 2Py (M)

1 n n n n
o Soit x € D;. Ona Pyyq(x) = QHEALH ) donc Py () = QnErl—Z H
: A

. Soit g; la fonction définie sur D; := R\{xgn)} par g;(z) =

n+1)!

2

n 2 H)!
T )) d’apres la formule de Leibniz. Ainsi, P, (2; ( )) _Q@r+ 1)t

. Par conséquent,

Pn+1( )
(- 2P @)

e Soit ¢ D; (donc z = mfn)) On a alors
lim Poyi(z) 1 lim  Ent1(@) — Poaa(a(™) _
o™ (- )P, (@) Py (@) amal™ z— "

La fonction g; se prolonge donc bien par continuité sur R en L;.

. On sait que / fl@)dx = ZA(n)f (n)) + E,(f) est exacte sur Paj,41 donc
7=0

/ ZA‘") Porl® ) qmpr )
ZL'

1x—

n P, '
Par conséquent, AE ) — - (n) / +1 :/ gi(x)dx.
Pm_1 -1

. On a la proposition suivante :

Proposition 1.2 Vn > 1, P, est orthogonal a tout polynéme p de degré inférieur ou égal a n—1, c’est-a-dire

/ P, ( =0.

n

z— 2™
Comme g;(z) = L;(x) = H ﬁ, gi(x) est un poynoéme de degré n — 1 et donc
j=0 "i T
A

1
I ::/ Poy1(x)gi(z)dz = 0.
-1

Ensuite,

Pr(@) ' v

B [(fc—x( );FP/H( (n))]_l_/qpnﬂ(x)Li(x)df
& 1 ' i\ )dx

- (1— (™2 )P, (@ =) - _1Pn+1(x)Lz( )dz.

2
P @)

?

1
Par conséquent, / P, (z)Li(z)dz =
~1 (1—-2z

Enfin,
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P (x) (P

1
b [
-1 P,

1(171(‘71))

donc

/_11 P, (2)Li(z)dz = P, (x (n))/l

ce qui permet d’écrire que

i () (@ = ) = Paa (@)
(2 — z™)?

L3 (z)dx.

-1

2

/11 L (z)dx = i

Z AL

Comme/ Li(z dm—ZA(n)L2
-1

7=0

n)2 ’ n
2P ()

1
1

PnJrl(ZL')d . 2

w _ 1 !
Ai / (”) /
P () 12—

n+1
6. On utilise la question 5 de I'exercice précédent :

T =
n n)2 ’ n
#V =P )

2243 (4 1))

2n+2) (o) [1 ()2

2n+2)! /4 ( (2(n+1)!) )2
THT((n ¥ )D?

Exercice 6

T 2n+3)((2n+2))

1. On procede comme dans les exercices 1, 2 ou 3. On pose

Aog(*

1
@ / g(t)dr =

1) + A1g(1) + A2g'(

La formule de quadrature est exacte sur Py, on a donc le systeme :

Sl 1dt=2= Ao+ 4 Ay =1
Jlitdt=0=—Ag+ Ay + Ay + Ay A =1
[l %At =2 = Ag+ Ay — 24, + 245 Ay 11
[ 83dE =0 = —Ag + Ay + 345 + 345 A3 =—3

On détermine K en posant g(t) = t* dans Q. Ainsi
1oay, 2
ottt =2 =

Finalement,

(=1) +9(1) +

@ [ swit=g(- :

-1
2. On utilise les questions 2 et 3 de ’exercice 2. On a

N-1 Tit+1
I—/abf(x)dx— ;/m flz)dx =

(D) + (D)*+ 2(4(-1)3) —4(1)3) + 4K & K =

(4 (1) = /(D) + 129, 7 €] - 111

=t x x x x

i+l — T i1 — T
— E t dt.
2 = /4 / ( 2 T >

On peut ensuite utiliser la question précédente. Ainsi,

N 1

(e

/f

2 («x T 4 T T
i+1 — T (@) i+1 — T i
(P oo (e

Ti41 — Ti41 — X4 Ti41 — X4
+ 2 ) +/ ( 2 + 2

Tit1 + X4

4

0 (€), & €la,b].

(@) + J'(0)) + s (b — a) f

]. xiJrl — X ’ ’
3 <2) (f'(@ip1) — () + 5
hN 1 2
5 ZZO xz Jrf x1+1)) + 12 (f
In(f)
N-1
En effet )
n effet, ; f 5

i(x)dx, on a bien démontré que

S f2 ) (a) avec a € [a, b].

—1)+ Asg' (1) + KgW (1), 7 €] — 1,1].

)+
)

($i+12— Tip g Tt * xi) = Nf®W (&) ot € €]a, b d’apres le lemme vu dans Dexercice 2.
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3. On le résultat général suivant :

Proposition 1.3 Si m est l'ordre de la formule de quadrature et si f est de classe C™*([a,b]), on note
M = sup,ciq,) |f D (2)|. Dans ce cas, il existe une constante C indépendante de f et de [a,b] telle que

I —I.(f)| <CM(b—a)h™Tt.
On en déduit, puisque 1'ordre de la formule de quadrature est m = 4 et f € C*([a,b]), que }llin%) [I—INn(f)| =0.
—
On rappelle la formule composite de Simpson :

n/2—1 n/2 B
/ fla { ) +2 Z Fla+2h) +4 fla+ (2] = Dh) + F(B)| = 15 (0= a) [V (€), € Ela ]
j=1

Cette formule est donc (relatlvement) moins rapide que la formule de 'exercice.

La méthode de Romberg consiste a appliquer a la méthode des trapezes le procédé d’accélération de la
convergence de Richardson. On admet le résultat suivant :

Proposition 1.4 Si f est de classe C?* sur un segment [a,b] et si T(h) désigne lapprozimation de I(f) =
b

f(z)dx par la méthode des trapézes pour un pas égal 4 h = b—Ta, alors on a le développement limité
suivant en 0 :

T(h) = I(f) + arh® + agh* + ... + ap_1 B2F=1 1 O(h%)
ou les coefficients a; ne dépendent ni de h, ni de n.

Nous allons nous servir de ce développement pour accélérer la convergence de la méthode des trapezes. On a
donc :

T(h) = I(f) + arh® + azh* + ... + ap_1h*F~D + O(h?).

Par ailleurs :

h R h - 2k
T<2> :I(f)+a1?+a21f6+.-.+ak714,€7_1+0(h )

On élimine le terme en h? entre ces deux expressions :
h
AT (3) — T(h)

i () = 0 =310) + Ot & T 107y 4 O
Ainsi,
I(f) = /bf(x)dx ~ 4T2N(f)3_ In(f) _ %TNl(f) - %TM(f) avec Ny = 2N et Ny = N,
qui est une approximation d’ordre h*.
4. D’aprés la question précédente,
R(f) —1(5) = DIV iy - Lot D 0% = O,
Comme Ton (f) — I(f) = a1 }f + ay 1; ..+ O(h*) = O(h?), on a bien

Ry (f) = I(f) = o(Tan(f) = I(f))-

On peut en conclure que la formule de quadrature Ry (f) (ordre 4) est bien plus rapide que la formule des
trapezes (ordre 2).

k
1. D apres (Qk / f dx — Z )\i)kf(xi,k).
=0

—Onala
Définition 1.2 Une forme linéaire sur un espace vectoriel E sur un corps commutatif K (ou covecteur
de E) est une application linéaire définie sur E et a valeurs dans K. En d’autres termes, on dit que
Uapplication ¢ de E dans K est une forme linaire si :

V(z,y) € E*, VA€ K, p(Ax +y) = Xp(x) + ¢(y). o
Comme V(f, g) € C°([a, b])?, VA € R, Ex(A\f+9) = )\Ek(f) + Fi(g), Ei, est une forme linéaire.

— La forme est continue sur CO([a, b]) muni de la norme de la convergence uniforme s’il existe une constante
C telle que |Ex(f)] < C|f]loo. Comme

k
[Ew(£)] = x)dr — Z)\i,kf(xi,k) < (0= allfleollwlo +¢, c€R
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