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(Les trois exercices sont indépendants)

Exercice 1| Correction :
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0 0o -1 1

1. La regle de Sarrus permet de calculer le déterminant d’une matrice (carrée) d’ordre 3. La matrice A
étant ici d’ordre 4, on ne peut pas appliquer cette regle dans notre cas.

2. On a
/2 -1 0 1 /2 -1 11
1/2 -1 1
12 -3 1 3 B 1/2 -3 4 3| _ V444 _
A= 1 o 0| CyeCatcs | 0 —1 2 0_&,1)_,162 j ;1
0 0 -1 1 0 0 0 1 1
/2 -1 1
1 -2 3
_ 0 -2 3|=(=) (! =3(-1)=—3
rn| D 2 (3) o 5 = a0 ==
1
2

La valeur A = 0 n’est pas une valeur propre de A car A n’est pas singuliere.
3. Posons v = (1,1,1,1) et calculons Av. On obtient

) 7 3

1/2 -1 0 1\ /1 3

12 -3 1 3|1 3

= = 2
Av 0 -1 2 of|1 1
0 0 -1 1/\1 0

et on voit bien que le vecteur résultant n’est pas proportionnel a v. On ne peut donc pas trouver A € R
tel que Av = Av, ce qui est équivalent a dire que v n’est pas un vecteur propre de A.

4. Soient b = (12,14, 8,10) et & = (z1, T2, 3, Z4). La matrice A étant inversible, le systéme est de Cramer
et on obtient :

12 -1 0 1 12 12 0 1
14 -3 1 3 12 60 1 3
s -1 2 0 0 8 2 0
0 0 -1 1) 0 10 -1 1)
1= ] =7 =50 m= l =<1 =0
12 -1 12 1 12 -1 0 12
1/2 -3 14 3 12 -3 1 14
0 -1 8 0 0 -1 2 8
0 0 10 1 0 0 -1 10
T3 = ] == =34 4= ] = =22 =44
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2
La solution du systéeme Az = b est donc (56, 60, 34, 44).
On ne pouvait pas déduire ce résultat de la question précédente car il n’y a pas de lien direct entre la
solution d’un systéme et ses valeurs ou vecteurs propres.

Exercice 2| Correction :

— N . . . . . .
On considére le systeme (S) ci-dessous provenant d’un modele économique spécifique

Tp = Tpo1— 3Yn—1+32n-1
(S) Yn = 3Tp_1—9Yn—1+3zp_1
Zn = brp_1— Gynfl + 4z, 1

que l'on souhaite résoudre lorsque les données initiales sont g =1, yg =1, 2z = 1 et n = 10.



Tn 1 -3 3
1. Sionpose X;, = | yn | pourneNet A=|3 -5 3] ona(S) e X, =AX,_1 pourneN.
Zn 6 -6 4
2. Soit A € R. On rappelle que A € R est une valeur propre (vp) de A si et seulement si |[A — AI| = 0. On
a

1—\ -3 3 1—X —2—X 3
A-M|=| 3 —5-X 3 — 3 —2-)\ 3
6 64—\ BT g 0 44—
1—X —2—X 3
— l2ra 0 0 |=@+nyx |2 (4EA)
LQ(*LQ*Ll 6 O 4_)\

—(24X)
=—2+AN)(-2-NE-N)=2+N*4-N)

On déduit aisément de I’expression du polynéme caractéristique que —2 (vp double, donc de multiplicité

algébrique a; = 2) et 4 (vp simple, donc de multiplicité algébrique as = 1) sont les valeurs propres de

A. Les valeurs propres de A n’étant pas toutes distinctes, on ne peut pas affirmer que la matrice A est
diagonalisable.

3. o Par définition, E_» = {X € R3, AX = —2X}. Soit X = (7,y,2) € E_3, on a alors AX = —2X si et
seulement si

3 -3 3 T 0 3r—=3y+3z = 0 rT=y—=z2
(A+2)X =0« 1|3 -3 3 y|l=10]&¢ 3x2-3y+3z = 0 &¢ yeckR
6 —6 6 z 0 6r—6y+6z = 0 zeR
Par conséquent, X = (z,y,2) € E_5 si et seulement si
X=W-2y72) =1y0)+(-207z2) =y(1,1,0) + 2(—1,0,1), y,z € R. (1)

Comme dim(E_5) = 2 = «y, on peut affirmer d’ores et déja que A est diagonalisable.
o B4 ={X € R3 AX = 4X}. Soit X = (z,y,2) € Ey4, on a alors AX = 4X si et seulement si

-3 -3 3 T 0 —3r—3y+3z = 0 =1y
(A-4NHX=0< |3 -9 3 yl=10] & 3r—9y+3z = 0 < yeR
6 —6 0 z 0 6z —6y = 0 z =2y
Par conséquent, X = (z,y,2) € Fy4 si et seulement si
X =2y =y(1,1,2), yeR. (2)
1 1 1
4. Soit la matrice P=|[ 1 0 1 |.On remarque immédiatement que P contient (en colonnes) des
0 -1 2

candidats des vecteurs propreb de A trouvés précédemment (on a obtenu les le et 2e colonnes de P
en posant (y,z) = (1,0) et (y,z) = (0, —1) dans I’équation (1), et la 3e colonne en posant y = 1 dans
Péquation (2)).

Les vecteurs propres formant naturellement une base de R3?, ils sont linéairement indépendants et la
matrice P est donc inversible. On peut cependant s’en convaincre en calculant son déterminant. On a

1 1 1
det(P)=1]1 0 1|=-2#0.
0 -1 2
Déterminons l'inverse de P a ’aide de la formule de la comatrice :
I N o I
Pl = det(P (Com(P))T = }2 -3 2 1 =1 -1 0
o)\ g
13 1 1
a -2 5 3 2
5. O0na b= 1 - 0 0
c 1 L 1
2 2
6. On sait que la solution du systeme (S’ s’écrit alors :
1 1
) 0 +e@)" | 1
-1 0
On remarque donc que la solution de (S) s’écrit (et c’est toujours vrai quand la matrice est diagonali-

sable) comme une combinaison hnealre de Vecteurs propres de A pondérée par les puissances n-iemes
des valeurs propres de A multipliées respectivement par les composantes de la solution du systeme
Zy = P71 Xy, ou X décrit les conditions initiales du systéme.

On a donc facilement



1 1 1 1 1 524800
Xio=32(=20 1| +0(=2) 0 | +L@® 1] =5121]|+524288 [ 1] = | 524800
0 ~1 2 0 2 1048576

Exercice 3| Correction :

e Déterminons dans un premier temps les valeurs propres de A : soit A € R, on a
2—-A 1 0 1o\ —1
|[A—X|=]| 0 I—XA —1[=2-XN(-1)! 9 4- 1\
0 2 4—-X
=2-MDAN=51+6)=2-ANA-2)(A=3)=—-(A—2)2(A—13).
On déduit de lexpression du polynoéme caractéristique que A1 = 2 est une valeur propre double (a; = 2)
et Ao = 3 est une valeur propre simple (ay = 1).
e Si la matrice A n’est pas diagonalisable (ce qu’il faut démontrer), le probleme vient nécessairement
d’une valeur propre multiple. Déterminons le sous-espace propre E; = {X € R3/AX = 2X}. Soit
X =(z,y,2) #0, on a

’ 2=M[1-=X(4-)N)+2]

0 1 0 T 0 y=0 zeR
AX=2X&s (A-2)X=0& |0 -1 -1 y|l=10] & —y—2=0 &< y=0
0 2 2 z 0 20+ 22 =0 z=0

Par conséquent, X € Fy & X = (2,0,0) = 2(1,0,0), z € R. On en déduit que (dim(Es) = 1) # (aq =
2) et donc que la matrice A n’est pas diagonalisable.



