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e Exercice 1 (4 points)

Pour chacune des matrices suivantes, déterminer son spectre, les multiplicités (algébriques) des valeurs
propres, les dimensions des sous-espaces propres associés et enfin, préciser si la matrice est diagonali-

sable.
1 0 00 2 1 00 3 000 4 1 0 0
01 0O 0 2 00 0 3 00 0 4 10
A_0010’B_0020’C_0031’D_0040’
0 0 01 0 0 0 2 0 0 0 3 0 0 0 4
5 1 0 0 6 1 1 0
05 10 0 6 1 0
E= 00 5 1Y) F= 0 0 6 0
0 0 0 5 0 0 0 6
e Exercice 2 (8 points)
2 3
On consideére la matrice A = 130 %O
10 10
L 1
1. Montrer que A n’est pas diagonalisable mais est semblable & une matrice T' = 2 1 (on doit
0 =
2

donc, dans un premier temps, montrer que A admet une valeur propre double, que la dimension
du sous-espace associé est de dimension 1, et ensuite, a 'aide d’un vecteur propre généralisé,
construire une matrice de passage P telle que P~'AP =T).

2. On considere le systeme dynamique discret

2 3
Un+1 = -7Un — 77Un
1 1
(8) Y
Un+1 = Eun + Evn

sachant que ug =1 et vo = 2.

(a) Calculer <u1> et <u2>
V1 V2

(b) A T’aide de la question 1., montrer que la solution du systéme (5) est donnée, pour tout n > 1,

par
1 9 1
n = - 14— =
u %n—l ( +910n) +3 on
n = 1 A
b gt ")
(c) Calculer ensuite lim wu, et lim wv,.
n—-+00 n—-+oo
e Exercice 3 (8 points) 2 1 0
On cherche & réduire (trigonaliser ou idéalement diagonaliser) la matrice A= (0 1 -1
0 2 4

1. Calculer le déterminant et la trace de A. A est-elle inversible ?

Montrer que A admet une valeur propre double A, et une valeur propre simple \;, qu’on déterminera.
Retrouver a l'aide de ces valeurs propres le déterminant et la trace de A.

3. Déterminer les sous-espaces propres de A associés a A, et A,. Montrer ainsi que A n’est pas
diagonalisable.
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4. Soient x; = (1,0,0), o = (0,1,—1) et 3 = (1,1, —2). On pose P = [z z2 x3]. Montrer que la
matrice inverse de P est donnée partiellement par

1 x =%
Pl=(0 x 1
* —1 =%
ou * décrit des valeurs a déterminer.
5. Montrer que le produit P~'AP est égal &
e 10
0 X O
0 0 X
qu’on appelle la réduite de Jordan.
A 0 0
6. Que doit-on modifier si on souhaite une réduite de Jordan de la forme [ 0 A, 1 |7
0 0 X\
On souhaite résoudre le systeme
Un+1 = 2up + vy
(S) Up+1 = Un — Wp
Wpt1 = 20, + 4w,

sachant que (ug,vo,wo) = (1,1,1).

uy U2 us
7. Calculer [ vq |, [ v2 | et | v3
wq w2 w3

8. Montrer que la solution générale du systeme est donnée, pour tout n > 1, par

Up, 1 0 1
vy | = (32" +3n2"" ) (0] +327 | 1 | —23"( 1
W, 0 -1 -2

Retrouver a ’aide de cette solution générale les résultats de la question 7.
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