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CORRECTION Exercices Diagonalisation - Chapitre 3

Soit)\eR.Ona|C—)\I|:‘9;)\ QGA’ (9 — N)2 —ab = X2 — 18\ + (81 — ab). Le dis-

criminant de ce trindme du second degré est égal & A = (—18)% — 4(1)(81 — ab) = 4ab.

— Supposons que a,b soient non nuls et de méme signe alors A > 0 et le trindme, c’est-a-dire le polynéme
caractéristique de C, admet deux racines distinctes qui sont A\; = M =9 —+Vab et \y =9+ Vab.
Dans ce cas, la matrice C' est diagonalisable.

— Supposons que a, b soient non nuls et de signes distincts alors A < 0 et le polynéme caractéristique n’admet
pas de racine (dans R). Dans ce cas, C n’est pas diagonalisable (dans R).

— Supposons que a ou b s’annule alors A = 0 et le polynéme caractéristique admet une racine double A = % =9.
Supposons que a = 0 et b # 0. Soit X = (x,y) € R?, on a alors

coomx=ve (70, 0) ()= ()= {uw =5 #{ )2k

Le systéeme admet donc une infinité de solutions de la forme X = (0,y) = y(0,1), y € R. Comme le sous-
espace propre associé a la valeur propre double A = 9 est de dimension égale & 1 # 2, la matrice C' n’est pas
diagonalisable. Le cas a # 0 et b = 0 donne lieu & la méme conclusion.

Soit A € R.

B N 1 28 5-X 10—-2\ 0 5-A 0 0
o [A-M|=| 6 23—\ -14 — 6  23—) —14 — 6 11—\ —14
4 14 gy melavla |y 14 —9_ )\ @2y 6 —9-— )\
= (5= \)(=1)1+! 116— A _;1_4A‘ =(B=A)[11=X) x (=9—A) + 14 x 6] = (5 — A\)(\2 — 2\ — 15)

= B=XNBE=XNB+A).
Etant donné que A admet 1 valeur propre double (de multiplicité algébrique o = 2), on ne peut pas conclure
immédiatement. Il faut déterminer la dimension du sous-espace propre associé & A = 5 soit F5 = {X €

R3/AX =5X} = ker(A — 5I). Soit X = (z,y,2) € E5 alors

~12 -36 28\ (= 0 —122 — 36y +28z = 0
AX =5X & (A-5DX=0s [ 6 18 —-14|[y]=](0]« 6 +18y — 14z = 0
4 14 -14) \z 0 Az + 14y —14z = 0
= -2
8r4+9y—Tz = 0 (L) (L) = (L) T+2 = 0 ter !
204+ Ty—72z = 0 (Lo) 2r+Ty—72 = 0 Z _ 3y
-7

Par conséquent, le systéme admet une infinité de solutions de la forme X = (—2y, y, %y) =y(-2,1, %), y € R.
On a donc (dim(F5) = 1) # (a = 2), ce qui implique que A n’est pas diagonalisable.

-\ =3
2
o |B=Xl|=|-6 X =2 [=D24-AN)+9+21]—[TA+3X+94—-N)]=-X3+4\2 -\ —6.
702 4-2

2
A Paide des racines évidentes, on montre facilement que |[B—A| = (A+1)(A—2)(A—3). Les 3 valeurs propres

étant distinctes, on a bien dim E), = dim(ker(B — A\;I)) = 1 = «; (ou \; est la i-eéme valeur propre et «;
sa multiplicité algébrique), Vi € {1,2,3}. Ainsi, B est diagonalisable. Donnons la (une) matrice de passage

associée grice aux sous-espaces propres de A :
x Soient E_; =ker(B — (=1)I) =ker(B+1)={X € R3, BX = —X} et X = (z,y,2) € E_;. On a

1 fg f1 z 0
BX=-X&B-1)X=0& -6 1 y 0
7 % z 0
r—3y—z = 0 (L) r—3y—z = = -1z
S —brt+y—22z = 0 (L)« (Lo)+6(L1) & —8y—8z = O Sy = —z
To+3y+52 = 0 (Ls)« (L3)—7(Ly) 12y+122 = 0 zeR

Par conséquent, X €¢ £_; & X = (f%z, —2z,2) = 7%2(1,2, —2), z € R. On peut prendre z = —2.
x Soient By = ker(B —2I)={X e R}, BX =2X} et X = (2,9,2) € E2. On a
-2 -3 -1\ [= 0
BX=2XeB-2DX=0s (-6 -2 —2||y|=[0
T2 2/ \z 0
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2 —3y—2 = 0 r = -

0 (Ly) 2z —3y—2 = iz
S —b6x—2y—2z = 0 (L)« (Ls)—3(L1) <& Sy+z = 0 & y = -2z .
Te+3y+22 = 0 (Lg)« 2(L3) + 7(L1) —8By-3: = 0 z€R
Par conséquent, X € Fy & X = (—%z, —%z,z) = —%2(1,2, —5), z € R. On peut prendre z = —5.
x Soient B3 =ker(B —3I)={X e R3, BX =3X} et X = (2,9,2) € E3. On a
-3 =3 -1\ [z 0
BX =3X<(B-3)X=0& —6 —3 —2 y 0
0
Br—3y—2z = 0 (L) —31:—7y—z = 0 xz = 0
S —6x—-3y—2z = 0 (L)< (L2)—2(L1) <« 0 =0 ey = -2z
Te+3y+z = 0 (Ls) <+ 3(Ls)+7(Ly) —6y—4z = 0 z€eR
Par conséquent, X € F3 & X = ( ,—%z,z) = %Z(O,Q, -3),z € ]R On peut prendre z = —3.
On déduit alors de cette étude une matrice de passage P = ( qui vérifie la relation
) _5 _
-1 0 0 g -1 1 1 0
D=P'"4P& |0 2 0] =%} 2 0 —2/(2 2 2
0 0 3 s 4 )\2 5 -3
1
A . O 1-— )\ d e 2 2 , .
Soit A € R. On a |[A — \I| = 0 0 95— f = (1 —X)*(2 = A)% On déduit donc
0 0 0 2—-X

du polyndéme caractéristique que A\; = 1 et Ao = 2 sont deux valeurs propres doubles (de multiplicités algébriques

respectives a1 = 2 et ap = 2). Il faut déterminer la dimension des sous-espaces propres respectifs pour statuer sur
le caractere diagonalisable de A.

e Soient By =ker(B—1)={X e R*, BX = X} et X = (z,y,2) € E1. On a
0 a b c T 0 ay+bz+ct = 0
_ _ 0 0 d e Y 0 dz+et = 0
BX=X<B-NX=0& 00 1 f . ol © s ft = 0
0 0 0 1 t 0 t = 0
Les deux dernieres équations nous permettent d’affirmer que z = ¢ = 0. La 2éme ne nous donne rien. On

distingue ensuite deux cas :

* Sia # 0, la lere équation nous donne y = 0. Dans ce cas, les solutions du systéme sont données par
X = (2,0,0,0) = 2(1,0,0,0), € R. Comme (dim(E;) = 1) # (a1 = 2), on en déduit que A n’est pas
diagonalisable. Il n’est pas nécessaire d’étudier Es.

* Si a = 0, la lére équation nous donne 0 = 0. Dans ce cas, les solutions du systeme sont données par
X = (z,y,0,0) = 2(1,0,0,0) + y(0,1,0,0), z,y € R. On a cette fois-ci dim(F;) =2 = ;.

e Etudions maintenant Ey : Ey = ker(B — 2I) = {X € R3, BX = 2X}. Soit X = (,y,z) € E, alors

-1 a b c T 0 —x+ay+bz+ct = 0

_ _ 0 -1 d e y| |0 —y+dz+et = 0
BX =2X& (B-2)X=0< 0 0 0 f 1= lol® o= 0

0O 0 0 O t 0 = 0

On distingue deux cas :

* Si f # 0, La 3éme équation donne ¢t = 0, les 2eme et lére nous donnent respectivement y = dz et
x = ay+bz = (ad+b)z. Par conséquent, les solutions du systeéme sont données par X = ((ad+b)z,dz,0,z) =
z(ad +b,d,0,1) et (dim(F3) =1) # (ag = 1). Dans ce cas, A n’est pas diagonalisable.

* Si f =0, la 3éme équation donne 0 = 0, la 2eme donne y = dz+et et la lere nous fournit * = ay+bz+ct =
a(dz + et) + bz + ¢t = (ad + b)z + (ae + ¢)t. Finalement les solutions du systéme sont données par X =
((ad4b)z+(ae+c)t, dz+et, z,t) = ((ad+b)z,dz, z,0)+((ae+c)t, et, 0,t) = z(ad+b,d, 1,0)+t(ae+c, e, 0,1).
Comme dim(FE3) = 2 = a, A est diagonalisable.

Conclusion, A est diagonalisable uniquement dans le cas ou (a, f) = (0,0).

1. Déterminons les valeurs propres de M. Soit A € R.
—A 2 -1 A 2= -1
IM—-X|=0&(3 —2—-2A\ 0 = 3 1-2A 0 |=0
22 1-A@TeT 9 01—
A1 A2 —21-0)=32-N1-MN)=0& (1-N][-A1-))—-2-32-X)]=0
S1-NN+22-8=1-AA=-2)(A+4) =0

On déduit de ces équivalences les valeurs propres de A qui sont 1,2 et —4. Ces trois valeurs propres étant
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distinctes, A est diagonalisable.
Déterminons les sous-espaces propres Ey = ker(A — I), Eo = ker(A — 21) et E_, = ker(A + 41).
e Soient By =ker(A—I)={X eR3, AX =X}et X€FE;.Ona

1 2 -1 2y — 2

= 0 =y
A X=X A-DX=0&|3 -3 0|« 3xr—3y = 0 ¢ yeR
-2 2 0 —2r—-2y = 0 z =3y

Donc le systeme admet une infinité de solutions de la forme X = (—y, vy, 3y)
pourra choisir y = 1.

e Soient Fy =ker(A —2I) ={X e R}, AX =2X}et X € E5. On a

y(_ 7173)7 (/S R. On

-2 2 -1 —2r4+2y—2z = 0 =3y
AX=2X & (A-2)X=0& (3 —4 0|« 3x—4y = 0 & yeR
-2 2 -1 —2r+4+2y—z = 0 z=—2

Donc le systeme admet une infinité de solutions de la forme X = (%y, Y, —%y) = %y(4, 3,-2), y € R. On
pourra choisir y = 3.

e Soient F_y =ker(A+4l)={X e R}, AX = -4X}et X € E_4,.Ona

4 2 -1 dr+2y—2z = 0 x:—%y
AX =—4X & (A+4DH)X =03 2 0 |« 3x+2y = 0 &< yeR
-2 2 5 —23:+2y—|—5z =0 zz—%y
Donc le systéeme admet une infinité de solutions de la forme X = (— 3y Y, — gy) = f%y(l, -3,1), y e R
On pourra choisir y = —%.
-1 4 1
Une matrice de passage P telle que P~'M P soit diagonale est donnée par P = [ 1 3 -3
3 -2 1
2. Déterminons le polynoéme caractéristique de N. Soit A € R,
1—A 4 -2 1—A 4 -2 —1-A 4 -2
IN=-X|=| 0 6-Xx -3 = 0 6-X -3 = 3 6-\ -3
e i B S A BV 0 —A+2
= (A1) 7N S (A2 A1 6) = (A2 -2 - 3) = —(A~ 22(A - 3)

Déterminons ensuite la dimension du sous-espace propre Es = ker(N — 2I). Soit X = (z,y, 2) € E5 alors

-1 4 -2 x 0 —r+4y—-2z = 0 .3
(N-2X=0s |0 4 =3||y|=[0]« dy—3z = 0 @{yézﬁ
-1 4 =2 z 0 —r+4dy—2z = 0 Z€

Par conséquent le systéme admet une infinité de solutions de la forme X = (z, %z, z) = %2(4,3,4), z € R.
Comme (dim(F3) = 1) # (a2 = 2), on en déduit que N n’est pas diagonalisable.

1. Montrons qu’il existe A € R tel que AC; = ACy. Multiplions P~' AP & droite par (é) On a

P ()G D)~ () ar()-# () oo

C1 est donc bien un vecteur propre de A associé a la valeur propre 1.

2. Multiplions P~'AP & droite par ((1)> On a

()= D000+ )+ ()7 (o) s

3. Déterminons les valeurs propres de A. On a |A — M| =

_ — () —1)2
3_)\‘ A2 -2\ +1= (A —1)? donc

A =1 est une valeur propre double. On s’intéresse ensuite a E1 =ker(A—1I) = {X € R?/AX = X}. Soit
X =(z,y) € F1.On a

_ B _ -2 -1 z\ (0 —2r—y 0 relR
AX =X & (A I)X_0<:><4 2)<y)—<0)@{ Ar+2 = 0 @{y:_%

Les solutions du systéme sont données par X = (z, —2z) = 2(1,—-2), z € R.
On cherche ensuite un vecteur propre généralisé Y = (x,y) de A associé & A = 1, solution de

o -2 =1\ (=z\ (1 —2x—-y = 1 y=—-1-2z
(A_[)Y_X‘:’(zx 2><y)_<—2><:>{ dr+2y = -2 ‘i’{xeR '

3/12



Le systéme admet une infinité de solutions de la forme ¥ = (-1 — 2z,2) = (-1,0) + (—2z,2) = (—1,0) +
xz(—2,1), z € R. On pourra choisir par exemple z = 0 et dans ce cas Y = (—1,0).
1

-1
. (1 -1 1 _ 1 . . (1 (-1
Si on pose P = (_2 0 >, ona P7'AP = <0 1) et bien-str, C; = <_2) et Cy = < 0 )

1. Soit A € R. Le polynéme caractéristique associé a A est défini par

—6-X 5 3 A 5 3 X 5 3
A—X|=| -8 7-Xx 4 — 0 7-)\ 4 — 0 7-X 4
—9 1 1)\ oy 1 qoz\|fetle2li g 9 5\

= (=N =22+1)=-2AXA-1)(A—1).
La matrice A admet donc pour valeurs propres 0 (vp simple) et 1 (vp double). On ne peut donc affirmer a
ce niveau que A est diagonalisable.

2. Si A n’est pas diagonalisable, c’est & cause du sous-espace propre E; associé a la valeur propre 1. On a par
définition Fy = ker(A — 1) = {X e R3/AX = X}. Soit X = (x,y,2) € E1, on a alors

-7 5 3 T 0 —Tx+d5y+3z = 0 reR
A X=X (A-HX=0&|-8 6 4 y| =104 -8z+6y+4z = 0 &< y=22
-2 1 0 z 0 —2z+y = 0 z=—x

Les solutions du systéme sont données par X = (z,2x, —z) = x(1,2,—1), z € R. Comme (dim(F;) = 1) #
(a1 = 2), A n’est pas diagonalisable.

Soient X = (1,2,—1) obtenu en posant z = 1 dans le résultat précédent et ¥ = (x,y, z). Cherchons un
vecteur propre généralisé de A associé a la valeur propre 1 en résolvant (A —I)Y = X. On a

—Tx+5y+3z = 1 reR
A-NY=X& -8+6y+4z = 2 & y=—-1+2z .
—2x+y = -1 z=2—-x

Les solutions du systéme précédent sont données par Y = (z, —1+2x,2—x) = (0,—1,2)+ (1,2, -1), z € R.
On peut choisir = 0 par exemple et donc Y = (0, -1, 2).

Déterminons le sous-espace propre Fy associé & la valeur propre 0. On a par définition Ey = ker(A) = {X €
R3/AX = 0}. Soit X = (z,y,2) € Ep, on a alors

-6 5 3 x 0 —6x+5y+3z = 0 (L)
AX=0& -8 7 4 yl=(0]e< Bx+T7y+4z = 0 (Lq)+« 6(L2)—8(L1)
-2 1 1 z 0 —2x4+y+z = 0 (L3) <« 3(Ls)— (L)
—6x+05y+3z = 0 reR
= 29 = 0 &< y=0
2y = 0 z =2z
Les solutions du systéme sont données par X = (z,0,2z) = x(1,0,2), x € R. On pourra choisir = 1.
1 1 0 0 00
3. Sionpose P=10 2 —1]etT =10 1 1], lathéoric nous permet d’affirmer que A = PTP~!.
2 -1 2 0 0 1
0 00 0 0O
Si on décompose T sous la forme T =T, +To=(0 1 0]+ [0 0 1], on obtient
0 0 1 0 0 O

A=P(T, +T5)P~' = PT,P~  + PTLbP~' = A+ N

ol A est diagonalisable, N est nilpotente et ces deux matrices vérifient A.N = N.A =

Soit A € R.

coo
coo
O = O
I

1. [A=X|=0% ’3;)\ _2_3/\’ =0 A -A-2=0% (A—2)(A+ 1) = 0. Les valeurs propres de A sont
donc 2 et —1.
1—A 1 9 . . . ,
2. |B=-X|=0& 1 1.7 0< (1 -X)?*+4+1=0, ce qui est impossible dans R. Donc B n’admet pas
de valeurs propres dans R. Si on travaille dans C, la matrice B admet deux valeurs propres qui sont 1 4 i et

1—1.
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1
3—-A
deCSOHt)\1:_(%)_\/524—\/§et)\2:4+2\/§.
3—A -1 1 sy 1
LID=M[=0&| 0 2-X 0 [=0e@-N(-1F 70 T
1 -1 3-X
S 2-N[B-A=1B-X+1)]=(2—A)?4— ) = 0. Les valeurs propres de D sont donc 2 (vp double) et
4 (vp simple).

3. |C=A=0& ‘5 ‘ =0 A2 —8\+14 = 0. Comme A = (—8)% —4(1)(14) = 8, les valeurs propres

RCERICEPYER L

5—A -1 1 5—X\ -1 1 5—A -2 1
5. |[E=M|=0s| -1 1-A -3| = 0 —2-x —2-A = 0 0 —2-2x
1 31— etetls ] 3 1A% 1 a4 1
(22— 2\)(—1)2+? ’5 T T = @A £ 90X - 18). Ona A = (9) — 4(~1)(~18) = 9 > 0 donc Ie

second facteur admet deux racines qui sont 3 et 6. Par conséquent, F admet 3 valeurs propres distinctes qui
sont —2,3 et 6.

1. Soit A € R. Am—o@‘?’_A !

2 4—- )
polynome caractéristique admet deux racines distinctes 2 et 5. A admet donc deux valeurs propres 2 et 5.
B _ -2 1 z\ (0 —2r+y 0 r€eR
b Av=sx e sy —0e (2 L) ()= (Q) e 2y 0 L facE
Le systeme admet une infinité de solutions de la forme (z,2x) = z(1,2), z € R. On peut choisir z = 1
et on retrouve Xj.

_ _ 1 1\ (z\ (0 z+y = 0 reR
b ax =z e aanx e (L D) ()= (0) e {0 T 0 w{2ER,

Le systeme admet une infinité de solutions de la forme (z, —z) = (1, —1), « € R. On peut choisir x = 1
et on retrouve Xs.

=A2-7A+10=0.0na A = (=7)2 —4(10) = 9 > 0 donc le

3. (a) |P|= 9 _11 = —3 # 0 donc P est inversible. On a P~ = det (Com(P))T = ﬁ <:; _11>
-1 -1\ /3 1 1 1 5 0
Al p_ _1_ —
(b) PTAP = =5 (-2 1 ) (2 4) (2 —1) = (0 2)‘
4. Soit n € N*.

e = w46 (0 (26 )

B 1 5n 2n 1 2n+1 5n + 2n
o 2.5" 2" o3 2 57 4 2ntl 9. 5n 4 9n

w

2 0 4\ /-4 0
l.eAX;=(3 -4 12| 3 |=[0]=0x,,

1 -2 5 2 0
2 0 4 4 4

e AXo=(3 —4 12| 0]|=[0]=1X,,
1 -2 5) \-1 —1
2 0 4\ /2 4

e AX;= (3 -4 12| (1] =[2]=2X,.
1 -2 5/ \o 0

On déduit des 3 calculs précédents que Ay = 0, Ao = 1 et A3 = 2 sont les valeurs propres de A.

2. Les 3 valeurs propres étant distinctes, on a bien dim(E),) = 1 = «; (E), est le sous-espace propre de A
associé a la valeur propre \; et «; est la multiplicité algébrique de \;), Vi = 1,2, 3. A est donc diagonalisable.

3. 0 n’étant pas une valeur propre de A, A est bien inversible.

1. La matrice A étant triangulaire (supérieure), les valeurs propres de A coincident avec les éléments de la
diagonale principale de A donc Sp(A) = {1,2,3} ou Sp(A) désigne le spectre de A, c’est-a-dire I'ensemble
des valeurs propres de A.
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2. Avec les arguments précédents, on a Sp(B) = {1,0,2}.

1-x 0 1 Loy 1

3.Soit \ER.[C—M|=| 0 3-A 0 |=@-ND2* " 0
1 0 1—A

=B=-XN1-X2=-1)1—-X+1)=-=X3—-X)(2—A). On a alors Sp(C) = {0, 2, 3}.

—4-Xx -6 0

1. Soit A € R. |A = \| = 3 5—A 0 [=(B-XN(=1)33
3 6 5—A
(5—=A)(A—=2)(A+1). Le polynéme caractéristique admet donc 3 racines qui sont A = 1, Ao =2, A3 = 5, d’ott
le spectre de A. La matrice A est diagonalisable car les 3 valeurs propres de A sont distinctes.

\ (3NN 1)

—4-X -6
3 5 —

J=45—MQ2—A—%=

-3 -6 0 x 0 —3x—6y = 0
2. (a) AX=-XeA+DHX=0&113 6 0 yl=10] < 3r+6y = 0
3 6 6 z 0 3x+6y+62z = 0
T =2y
S yeR . Le systeme admet une infinité de solutions de la forme (—2y,y,0) = y(—2,1,0), y € R.
z=0
On pourra choisir y = 1.
-6 —6 0 x 0 —6x—6y = 0
(b) AX=2X(A-2)X=0&1|3 3 0 yl=10] <« 3r+3y = 0
3 6 3 z 0 3z+6y+3z = 0
T =—y
< ¢ yeR . Lesysteme admet une infinité de solutions de la forme (—y,y, —y) = —y(1,—1,1),y € R.
Z==Y
On pourra choisir y = —1.
-9 -6 0 T 0 -9z -6y = 0
(¢) AX=5X<(A-5)X=0&(3 0 O yl=10]< 3r = 0
3 6 0 z 0 3xr+6y = 0
z=0
< ¢ y=0 . Le systéme admet une infinité de solutions de la forme (0,0, z) = 2(0,0,1), 2 € R. On
z€eR
pourra choisir z = 1.
-2 1 0 -1 0 0
3. Sionpose P=[ 1 —1 0], on aura d’apres la théorie P"'1AP=DouD=| 0 2 0
0o 1 1 0 0 5
-2 1 0\ /-1 0 0\"/-1 -1 0
4. Soit n € N*. On a A™ = (PDP_I)" =PD"P'=]1 -1 0 0 2 0 -1 -2 0
0 1 1 0 0 5 1 2 1
-2 1 0\ /(=)™ 0 0 -1 -1 0 2(=1)ntt 20 -1 -1 0
=1 -1 0 0 2" 0 -1 -2 0] = (=" =2" 0 -1 -2 0
0 1 1 0 0 5" 1 2 1 0 2™ 5" ( 1 2 1
2(_1)n+2 _on 2(_1)n+2 _ 2n+1 0
— (_1)n+1 + on (_1)n+1 + 2n+1 O
—2™ 4 5™ —ontl 4 257 5"
R | 1 3.\ 1
1. Soit \e R.JA—-X|=| O 2—A 0 | =(2—\)(-1)2"2 ’ =2-N[B-XN?-1] =
1 -1 3-2A Lo3=2

2-N[B=A=1B—-A+1)]=(2—-2)24—)) =0. Les valeurs propres de A sont donc 2 (de multiplicité
algébrique ay = 2) et 4 (de multiplicité algébrique ag = 1).

2. o Intéressons nous tout d’abord au sous-espace propre Ey = ker(A — 21I). Soit X = (z,y,2) € E5. On a

1 -1 1 T 0 r—y+z = 0 T=y—=z
AX =2X < (A-2)X=0< |0 0 O y|=10] & 0 = 0 ¢ yeR
1 -1 1 z 0 r—y+z = 0 z€R

Le systéme admet une infinité de solutions de la forme (y — z,9,2) = (y,y,0) + (—2,0,2) = y(1,1,0) +
2(71707 ]-)a Y,z € R.
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e On s’intéresse ensuite au sous-espace propre Ey = ker(A — 47). Soit X = (x,y,2) € E4. On a

-1 -1 1 x 0 —z—y+z = 0 T =2z
AX=4X & (A-4N)X =00 -2 0 yl=10] & -2y = 0 &< y=0 .
1 -1 -1 z 0 r—y—z = 0 z€eR

Le systéme admet une infinité de solutions de la forme (z,0,z) = 2(1,0,1), z € R.
Etant donné que dim(FEs) = 2 = oy et dim(Ey) = 1 = as, A est diagonalisable.

-1-X 2

1. Soit A e R. |[A = M| = 1 N
Sp(A) = {1, —2}. La matrice A est diagonalisable.
2. o Soient Fy =ker(A—1I)et X = (z,y) € E1. On a

B B . -2 2 z\ (0 —2x+2y = 0 T=y
AX=X & (A I)X_0<:>(1 _1>gy>—(o>@i r—y = 0 @{yeR'
R.

Le systeme admet une infinité de solutions de la forme (y,y) =y
e Soient E_o = ker(A+ 2I) et X = (z,y) € E_3. On a

AX——2X<:>(A+2I)X—O<:>(1 2? (2) _ (0 @{ x+2y

’ =A2+2—2=(\—1)(A+2). La matrice A admet donc pour spectre

1 2
Le systéeme admet une infinité de solutions de

3. Si on pose P = (1

On a également A = PDP~! et ainsi

o6 BNC D0 TN D )
)

(5)-0)

a forme (

_12>, la théorie nous permet d’affirmer que P71 AP = ((1) 02)-

Vst 0) \Va
5. Ona (g:) —A (g:j) = . = A" (gg) 1 (11—_((__2)27;:1 22++((__2)27;:1> ( )

Par conséquent, U, =1, Vn € N

4. Les expressions de U, et V,, nous permettent d’écrire <Un+1> = ( 11 2) (Un)

W

1. D’apres les données, on a le systeme d’équations linéaires suivant

Ans1 = 0,758,
Bn+1 = 0, 75An + Cn
Cniy1 = 0,254, +0,25B, +0,25C,
0 0,7 0 0 3 0
Sionpose M= |0,7 0 1] = i 3 0 4], lamatrice M répond aux exigences de la question.
0,25 0,25 0 110
-A 0,75 0
2. Soit A€ R.[M—M[=1[0,75 —X 1 |=-XN+3xitIA3tIN=_N4+BN\13 =(1-N)N+r+2)

0,25 0,25 —A
& [M = M| =(1-X)(A+1)(A+3). M admet donc pour valeurs propres 1, —1 et —3.
Déterminons maintenant les vecteurs propres associés :
e Soient Fy =ker(M — 1) et X = (2,y,2) € E1. On a

4 3 0\ [z 0 —z+ 3y 0 z =3y
M-D)X=0=13 —4 4||y]=[0]= 4m—y+z - 0 & yeR
1 1 -4 z 0 —:17+4y—z =0 z—lﬁy

Le systeme admet une infinité de solutions de la forme (4y Y, 176 y) = 16y(12 16,7), y € R. On peut choisir
y = 16 par exemple. Dans ce cas, un vecteur propre associé a la valeur propre 1 est (12,16,7).
e Soient E_1 =ker(M + 1) et X = (z,y,2) € E_1.Ona

4

1 3 0 T 0 r+3y = Tr=—
M+ih=0s1(3 1 4| |y]=(0]&( 3z+y+4z = @{yeR
1 1 1 z 0 r+y+z = z=2
Le systéme admet une infinité de solutions de la forme (—3y,y,2y) = y(-3, 1, 2 ,y € R peut choisir
y = 1 par exemple. Dans ce cas, un vecteur propre associé a la valeur propre —; est (=3, 1,

e Soient Efg—ker(M—k?’I) et X =(z,9,2) €E_:.Ona
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3 0 x 0 3z + 3y 0 T=—y
3 4 yl=10]<< 3z4+3y+42 = 0 & ¢ yeR
1 1 3 z 0 r+y+3z 0 z=0
Le systéme admet une infinité de solutions de la forme (—y,y,0) = y(—1,1,0), ¥y € R. On peut choisir
y = 1 par exemple. Dans ce cas, un vecteur propre associé a la valeur propre —% est (—1,1,0).

3
(M+3)=0&113

12 -3 -1 1 0 0
3. Sionpose P=|16 1 1 JeteD=1]0 f% 0 |, on a d’apres la théorie la relation M = P~1DP.
72 0 0o 0 -1
1

4. Soit n € N*, on a alors

12 -3 -1\ /1 0 0 -2 -2 -2
M"=pPD"P~t = L (16 1 1) 0 (-H)" o 77T -2
72 0/\0o 0 (=%")\25 -45 60
12 =3(-Hr —(=3)m\ [—2 -2 -2
= % (16 (=" (=" (7 728
7 2(—3)" 25 —45 60
3
4

0
—24 —21(—$)" = 25(=3)"  —24 — 21(—%)" +45(—

= | =324 7(—3)" +25(=3)" —32+7(—i)ﬂ—z115(—§)” —32 —28(—1)" + 60(—
)"

—14 + 14(= 1) —14 4+ 14(— —14 — 56(—1)"
A, Ap
et cette matrice M™ vérifie la relation | B, | = M™ | By
Cy Co
1 —24 -24 -24
5 Ona lim M"= —5 —32 —32 —32| et donc
e —14 —14 -14
A, Ao L2424 24\ (4 | [—2440 — 24By — 24Cy
lim B,]| = lim M"|By| = 7 -32 =32 -32 By | = 7 —32A0 — 32By — 32C)
ot \e,) T Oy 14 —14 -14) \Gp —14Ao — 14B, — 14C,

Les limites sont bien indépendantes de l’enfant qui avait la balle au début car pour chaque ligne, les poids
associés a Ay, By, Cy sont égaux.

1. Soit A € R. |A_M|_‘3_A 2

2 —2-A
valeurs propres étant distinctes, la matrice A est diagonalisable.
Déterminons maintenant les sous-espaces propres associés.

e Soient E_; =ker(A+1)et X = (z,y) € E_1.On a

=X —A—2=(A+1)(\—2). Par conséquent, Sp(A) = {—1,2}. Les

. 4 =2\ (z\ (0 dr—2y = 0 reR
A+ DX =0¢& (2 _1> y) = (0> @{ w—y = 0 @{ Y = 2
Le systéme admet une infinité de solutions de la forme X = (x,2z) = 2(1,2), x € R
e Soient Fy = ker(A —2I) et X = (x,y) € E2. On a
o 1 =2\ (z\ (0 r—2y = 0 T =2y
(AH)XO@(Z —4) y) ~\o {2x—4y = 0 {KyeR
Le systéme admet une infinité de solutions de la forme X = (2y,y) = y(2,1), y € R.
1-)x 1

2. Soit A€ R.[B—AI|=| " T

diagonalisable dans R. Si on travaille dans C, |B—A| =0« (A—(1414))(A—(1—14)) = 0, ce qui montre que
B admet deux valeurs propres distinctes (Sp(B) = {1—1,1+41i}) et donc que B est diagonalisable. L’initiation
aux nombres complexes n’étant pas de mise dans ce chapitre, on ne déterminera pas les sous-espaces propres
associés.

= (1= X)?+1 qui ne s’annule pas dans R. Par conséquent, B n’est pas

3. Soit A € R. |0~ M| = ‘3_? o

algébrique de A = 2 vaut o = 2. La valeur propre étant multiple, on ne sait pas si A est diagonalisable.
Déterminons maintenant le sous-espace propre associé & cette valeur propre. Soit X = (x,y) € ker(A — 21),

on a alors
o 1 1 z\ (O z+y = 0 r€e€R
(A2I)X0<i>(_1 _1> <y)<0)@{ —r—y = 0 ¢>{y:_gy;‘

Le systéme admet une infinité de solutions de la forme X = (z,—z) = z(1,-1), x € R. Mais comme
(dim(E3) = 1) # (a = 2), C n’est pas diagonalisable.

= A2 —4\+4 = (A—2)% Par conséquent, Sp(C) = {2} et la multiplicité
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—7T—=A 9 0

L Soit \€ER. [A—M|=| =6 8—X 0 |=(2-)\)(-1)33
—6 6 2—A

(2-=XN2-=XN1+X) =(A+1)(XA—2)2 On a donc bien I'expression attendue du polynéme caractéristique

de A, ce qui implique que Sp(A) = {—1,2} o A; = —1 est de multiplicité algébrique a; = 1 et A\; = 2 est de

multiplicité algébrique ag = 1. On remarque également que (tr(A) = —7+8+2) = (Z§:1 Ai = —14+242) = 3.

—7=A 9
—6 8—A

‘(zx)(v“g)

2. Intéressons nous aux vecteurs propres de A.
e Soient E_y =ker(A+1)et X =(x,y,2) € E_;. On a

-6 9 0\ [z 0 —6x+9y = 0 =3y
(A+DHX=0&|-6 9 0 yl=10] <« —6x+9% = 0 &< yeR
-6 6 3 z 0 —6x+6y+3z = 0 z=1y
Le systéme admet donc une infinité de solutions de la forme X = (%y, YY) = %y(?), 2,2), y € R. On pourra
choisir y = 2.
e Soient Fy =ker(A —2I) et X = (z,y,2) € E5. On a
-9 9 0 x 0 9249y = 0 rT=1y
(A-2H)X=0& (-6 6 0 y|l=10]&J —6x+6y = 0 @{yER.
-6 6 0 z 0 —6x+6y = 0 zeR
Le systéme admet donc une infinité de solutions de la forme X = (y,y,2) = (y,v,0)+(0,0,2) = y(1,1,0) +

2(0,0,1), y,z € R. On pourra choisir (y,z) = (1,0) et (y,z) = (0,1).
Comme dim(E_1) = a3 = 1 et dim(F3) = as = 2, on peut affirmer que A est diagonalisable.

-1 0 O 310
3. Sionpose D= 0 2 0]etP=1{2 1 0], lathéorie nous permet d’affirmer que D = P~'AP.
0 0 2 2 01

1. U, décrivant le nombre de fagons de vider un tonneau de n litres avec un pot de 1 litre et un pot de 2 litres,
— U; désigne le nombre de fagons de vider un tonneau de 1 litre avec un pot de 1 litre et un pot de 2 litres.
Il n’y a donc logiquement qu’une seule fagon (on utilise 1 fois le pot de 11) : Uy = 1.
— Us désigne le nombre de fagons de vider un tonneau de 2 litres avec un pot de 1 litre et un pot de 2 litres.
Il n’y a donc logiquement que deux fagons (on utilise deux fois le pot de 11 ou 1 fois le pot de 21) : Uy = 2.
— Us désigne le nombre de fagons de vider un tonneau de 3 litres avec un pot de 1 litre et un pot de 2 litres.
D’apres ’énoncé, Us = 3.

2. (a) Comme Uyt = Upi1 + Uy et Uy = Upyr, on peut écrire (U"'H) = ((1) }) ( Un ) et poser

Un+2 Un+1
0 1
(00

(b) Soit A€ R. Onald—A1| =" !

1 1-2A
donc, comme les valeurs propres de A sont toutes distinctes, A est diagonalisable.

= X% — X — L Ainsi, Sp(A) = {\ = 55 A, = 1555 ot

(c) Déterminons les sous-espaces propres de A associés a ces deux valeurs propres.
e Soient Ey, = ker(A —M\I)et X = (z,y) € E),. On a

_1+V5 1 T 0 1+\[+ = 0 rzeR
A— DX = 2 = & Y o .
A=Ad) <1 1—%)(9) <0> {x+(1 145, 0 y =150y
z) =

(z, 105 12(2,1++/5), z € R. On

Le systeme admet une infinité de solutions de la forme X =
pourra prendre x = 2.
e Soient Ey, = ker(A — A2I) et X = (z,y) € E),. On a

_1-V5 1 T 0 B VP, = 0 zeR
A—NDX = 2 ():(><:> 2 Y o s
(4=2D) < 1 1—1ﬂ@> 0 +(1-158)y = 0 y =150
(,2582) = 12(2,1 - v/5), z € R. On

M\H 1

Le systeme admet une infinité de solutions de la forme X =
pourra prendre x = 2.

L5 2 2
Par conséquent, si on pose D = 2 et P = (1 LVE 1o \/5>, la théorie nous permet

0 —

B

d’avancer que D = P~1AP.
(d) Soit n € N*. Comme A" = PD"P~! on a
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) 1+2x/5 " 0 _
AT = -5 (1 +2\/5 1—2\/5> ( 0 ) (1—2\/5 " (—21+\/55) 22>
1 2 (%)” 2 1,2\/5)” 1-+v6 =2
= TIh (1+\/5)(1+2\/5)n (1_\/5)(172\/5)71 ((1+\/5) 2)
() e () (i) st
v —4(55) e (52) —2014+v5) (155)" + 201 - vB) (155)"
(e) D’apres 1.(a), on a (g::) = A (UZL) =...= A" (g;) a ce qu'on peut appeler le rang n + 2.

Donc, on a au rang n, <

ce vecteur :

Un

(_4<L9@)n_2+4(17y57k2>lh——<2ﬂ—%v%)(“;6)n_2+2u:—v%)(h3@>””)(5
N _4(1ﬁ5%)n *‘4(1:¥%)n2-2<2(1+—v%)(1ﬁ;%)n2-%2(1_.V%)(1;%)"2>

1-X  «a 0 0
. 0 1-X « 0 4 . . .
1. Soit A€ R.Ona |A—\| = 0 0 1 = (1 —X\)* car A — Al est une matrice triangulaire
0 0 0 1-X

supérieure et que dans ce cas, son déterminant est égal au produit de ses termes diagonaux principaux. Par
conséquent, A admet 1 seule valeur propre de multiplicité algébrique o = 4. Etudions le sous-espace propre
associé : soient Fy = ker(A—1T1) et X = (z,y,2,t) € F;. On a

0 o 0 0 T 0 ay = 0

. 0 0 a O y|l |0 az = 0
A=DX=0<10 0 0 aflz]"|o|F) at = 0"

00 0 0 t 0 0 =0

On distingue alors deux cas :

— Si a =0, les 4 équations se résument a 0 = 0 et donc le systeme admet une infinité de solutions de la forme
X = (z,y,2,t) = (x,0,0,0) + (0,y,0,0) 4+ (0,0, 2,0) 4+ (0,0,0,¢) = 2(1,0,0,0) + y(0,1,0,0) + 2(0,0,1,0) +
t(0,0,0,1). Par conséquent, dim(F;) = 4 = a et A est diagonalisable.

- Si a # 0, le systeme nous donne x = y = z = 0 et admet de ce fait une infinité de solutions de la
forme X = (0,0,0,t) = ¢(0,0,0,1), ¢t € R. Comme (dim(E;) = 1) # (a = 4)), la matrice A n’est pas

diagonalisable.
2. Soit A€ R. On a
-2 1 1 1 -A—-1 1 1 1 -A-1 1 1 1
B - AI| = 1 =X 1 1 _ 1+Xx =X 1 1 _ 0 -A+1 2 2
1 1 =X 1|cieci-c, 0 1 =X 1| LoeLotLy 0 1 -2 1
1 1 =X 0 1 1 =X 0 1 1 =X
-A+1 2 2 -A+1 2 2
= (=X = 1)(—=1)*! 1 - 1 = (=A=1) 0 “A—-1 1+
1 1 )| Feherts 1 1 -2
-A+1 4 2
— (A=D1 0 0 14 A=(A—1)a+a)(—zs| AT 4 ‘
Co+Cs+Cs3 1 1— )\ _)\ 1 1-— )\

= A+DHA =A== +D(-1-2)B =) =—(1+X3B-N).
La matrice B admet donc pour valeurs propres A\; = —1 (de multiplicité algébrique a; = 3) et Ay = 3 (de
multiplicité algébrique ap = 1).
Etudions les sous-espaces propres de A associés & ces deux valeurs propres.
o Soient E_; =ker(B+1I) et X = (z,y,2,t) € E_1. On a
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1 1 1 1 T 0 z4+y+z+t = 0 r=—-y—2z2—1
B 111 1| [y] o sHy+zHt = 0 yeR
(BEDX =011 3 1 ||| 0| exytzat = 0 2€R
111 1) \¢ 0 ctyt+ztt = 0 teR

Le systéme admet donc une infinité de solutions de la forme X = (—y — z — t,y, 2,t) = y(—1,1,0,0) +
2(—1,0,1,0) +¢(—1,0,0,1), y, z,t € R. Comme dim(E_1) = 3 = a1, on peut d’ores et déja affirmer que B
est diagonalisable (une valeur propre simple ne pose jamais de probleme en diagonalisation).

e Soient F3 =ker(B —3I) et X = (z,y,%,t) € E3. On a

-3 1 1 1 x 0 —3z+y+z+t = 0 (L)
B B 1 -3 1 1 y| [0 x—3y+z+t = 0 (L2)<+ 3(L2)+ (L1)
(B=3DX =01 3 [ |z] T o] ©) a4y—38:4t = 0 (Ls) < 3(Ls) + (L1)
1 1 1 =3/ \t 0 r+y+z2—3t = 0 (La)<+ 3(La)+ (L1)
“3r+y+z+t = 0 (L) —3x+y+z+t =0 r=t
- —8y+4z+4t = 0 (L9) o —8y+4z+4 = 0 - y=t
Qy—82+4t = 0 (L3) < 2(L3) + (La) ~12:4+12t = 0 i=t
dy+4z—8t = 0 (Ly) < 2(Lg) + (Lo) 12:—12t = 0 teR
Le systeme admet donc une infinité de solutions de la forme X = (¢,¢,¢,t) = ¢(1,1,1,1), t €
1 -1 2 -2\ /1 0
0 0 1 -1|[1 0
1. AXl— 1 1 1 0 O == 0 —0X1,
1 -1 0 1 0 0
1 -1 2 =2 0 0
o 0 1 -1 0 0
AN =11 11 o =] T
1 -1 0 1 1 1

Par conséquent, 0 et 1 sont deux valeurs propres de A (dont on ne connait pas les multiplicités algébriques).
2. Soient Ey = ker(A — 0I) = ker(A) et X = (z,y,2,t) € Ey. On a

1 -1 2 =2 x 0 r—y+2z—-2t = 0 =y
B 0 0 1 -1 y| |0 z—t = 0 yeR
AX=0s1y 3 1 o ||z (o] ® c—y+z = 0 ) z=0"
1 -1 0 1) \¢ 0 T—y+t = 0 t=0
Le systéeme admet une infinité de solutions de la forme X = (y,v,0,0) = y(1,1,0,0), y € R. On a donc
dimEo =1.

3. 0 étant une valeur propre double donc de multiplicité oy = 2, on a (dim Ey = 1) # (a1 = 2). Cela implique
que A n’est pas diagonalisable.

—4-X -6 0

1. Soit A € R.Ona |A—\| = 3 5—A 0 [=(B-N)(=1)3*3
3 6 5—A
(5=X)(A+1)(A—2). On en déduit que Sp(A4) = {-1,2,5}.
Les valeurs propres étant toutes distinctes, la matrice A est diagonalisable. Déterminons les sous-espaces

propres de A associés a ces valeurs propres.
e Soient E_; =ker(A+1)et X =(x,y,2) € E_;. On a

—-4-X -6
3 5—A

‘ — (5-A\)(\2—A-2) =

-3 -6 0 T 0 —3x—6y = 0 T =2y
(A+DHX =03 6 0 yl=10] < 3r+6y = 0 &< yeR
3 6 6 z 0 3x+6y+6z = 0 z2=0
Le systeme admet donc une infinité de solutions de la forme X = (—2y,4,0) = y(—2,1,0), y € R. On
pourra prendre y = 1.
e Soient Fy = ker(A —2I) et X = (z,y,2) € E3. On a
-6 —6 0 T 0 —6x—6y = 0 = -y
(A-2I)X=0< (3 3 0)|y|l=1[0]<« 3x+3y = 0 &4q yelkR
3 6 3 z 0 3z+6y+32z = 0 z=—y
Le systéme admet donc une infinité de solutions de la forme X = (—y,y, —y) = —y(1,—-1,1), y € R. On
pourra prendre y = —1.
e Soient E5 = ker(A —5I) et X = (z,y,2) € E5. On a
-9 —6 0 T 0 —9r—-6y = 0 z=0
(A-5DX =03 0 O yl=10] < 3z = 0 < y=0
3 6 0 z 0 3x+6y = 0 z€eR
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Le systéme admet donc une infinité de solutions de la forme X = (0,0, z) = 2(0,0,1), z € R. On pourra
prendre z = 1.

-1

0 0 -2 1 0
Sionpose D= 0 2 0|letP=|1 —1 0], lathéorie nous permet d’affirmer que A = PDP~!.
0 0 5 0 1 1
2. Soitn e N*. On a
-2 1 0 (=)™ 0 o0 -1 -1 0
Ar=PD"P'=[1 -1 0 0 2" 0 -1 -2 0
0 1 1 0 0 5" 1 2 1
2(—1)ntt om0 -1 -1 0 2(—1)" —2"  2(=1)m—2ntl 0
(_1)n _on 0 -1 =2 0 — (_1>7z+1 + on (_1)n+1 _|_2n+1 0
0 A 1 2 1 —2m 4 5" —ontl 4957 5n
Up, -4 -6 0 Up—1 Un—1
3. Le systeme proposé se réécrit sous la forme | v, | = | 3 5 0 Up—1 | =A | vp_1
W, 3 6 5 Wy —1
On a par conséquent

Wn—1

Un Uo (2(=1)" = 2")ug + (2(=1)" — 2"+ )uy
Un = A" Vo = ((_1)n+1 +2n)u0 + ((_1)n+1 +2n+1>UO
Wn, wo

(=27 + 5™ )up + (=271 + 257w + (5™)wo
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