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Chapitre 1

Introduction. Rappels

1.1 Motivations

La diagonalisation d’une matrice, lorsqu’elle est possible, permet d’obtenir une matrice diagonale sem-
blable & la matrice initiale, c’est-a-dire qu’il existe une matrice diagonale D et une matrice inversible P
(det(P) # 0) telles que A= PDP~L.

1 00 010
Exemple 1.1.1 Soit A= [0 1 2. On peut alors montrer que A = PDP~ ' avec P = [2 0 1] et
0 0 2 1 00
200
D=0 10
0 0 1

1. Calculons tout d’abord l'inverse de P : il y a deux facons de présenter les choses, les tableaux et
les systémes (ou les matrices). Pour inverser une matrice, il faut avant tout étre certain qu’elle soit
inversible, c’est a cela que sert le déterminant (qu’on verra plus en détails dans le chapitre 2).

Pour une matrice d’ordre 3, on utilise la régle de Sarrus :

0 1 0
2 1
1 0 0 |=0+0+1)—(0+0+0)=1%£0.
0 1 0
2 0 1

La matrice P est donc inversible et on peut par conséquent déterminer P~1. On rappelle que l'inverse
d’une matrice (carrée) vérifie les propriétés suivantes :

PP l=plpP=1 (1.1)
ou
— “” est la multiplication matricielle (non commutative),
1 00
— I est I’élément neutre pour les matrices soit I = 0 1 0 | en dimension 3.
0 01

Inverser P revient donc & trouver P~! telle que (1.1) soit vraie.

1l existe plusieurs méthodes dont les deux suivantes :

— Les tableaux : on travaille sur les lignes de P & ’aide de combinaisons linéaires spécifiques qui sont
appliquées simultanément & I. Une fois la matrice P transformée en I, I s’est quant a elle transformée
en P71
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0 1 0 1 0 0] (L)< (L) 1 0 0 0 0 1| (Ly)
2 0 1 0 1 0| (L)<= (Ly) =0 1 0 1 0 0] (Le)
1 0 0 0 0 1| (L3)<(L9) 2 01 0 1 0| (Ls)< (L3)—2(L1)
1 00 : 0 0 1 00 1
<o 1 0 1 0 0 |Ontrouveainsi P1=1| 1 0 O
01 —
0 0 1 0 1 -2
010 00 1 1 00
Vérification : PP~™'=| 2 0 1 |.| 1 0 010 |L
100 0 1 —2 0 01
On trouve de méme P~'P = I, ce qui prouve que P~! est bien l'inverse de P.

— Les systémes : On résout le systéme matriciel Pz = y avec z et y deux vecteurs quelconques de R3.
Soient donc = = (z1, 22, 3) et y = (y1,Y2,¥3)-

01 0 I Y1
Pr=y< |2 0 1 o | = | yo
1 0 0 T3 Y3
T2 = MW 1y = Y3
& 201 +x3 = Y2 & T2 = 1
T = Y3 T3 = Y2 —2y3
I 0 0 1 Y1
S lz| =1 0 0 yo | © =P .
I3 01 -2 Y3

L’inverse d’une matrice trouve son intérét essentiellement dans 'inversion de systémes linéaires. Sup-
y=4 (L)< (L3)
posons qu’on ait a résoudre le systéme (S){ 2x+2=05 (Lg) < (L1)

(
r=206 (Lg) = (Lg)

(a) On peut utiliser la méthode du pivot de Gauss :

X =6 (Ll) =6
(9) & y =4 (L») & =4
2x +z =5 (Lg) (Lg -2 L1 =-7
(b) On utilise 'inverse de la matrice exprimant (5). Le systéme (S) peut en effet se réécrire
010 T 4
2 0 1 y | =15
100 z 6
SPX=besP'PX=PYbeIX=P'beX=P
z 0 0 1 4 6
sy |l=(10 o0 5 | = 4
z 0 1 -2 6 -7

L’avantage de (a) est qu’on n’a pas a calculer explicitement I'inverse de P (méme si on reconnait des
opérations semblables apparaissant dans le calcul de I'inverse). Par contre, pour chaque second membre
différent, il y a une résolution différente.

L’avantage de (b) pallie inconvénient de (a), le seul défaut étant le calcul explicite de P~1, qui n’est
pas toujours indispensable.

. Retour a 'exemple. Maintenant qu’on dispose de P~!, calculons le produit matriciel PDP~! :

010 2 00 0 0 1 010 0 0 1 100
2 01 010 1 0 O =14 01 1 0 O =012 ]=A4
1 00 0 01 01 -2 200 01 -2 0 0 2

(on rappelle que le produit matriciel est associatif c’est-a-dire que PDP~! = (PD)P~! = P(DP™1)).



1.2. RAPPELS D’ALGEBRE LINEAIRE 3

Quels sont les intéréts de la diagonalisation ? Outre le fait que A se décompose comme un produit de
trois matrices dont l'une est diagonale, la diagonalisation propose les attraits suivants :
— La puissance n-iéme de A devient trés simple & calculer. Par exemple,
A% = (PDP~ Y5 = (PDP~Y)(PDP~Y)(PDP Y (PDP~ Y (PDP~!) =
PD(P~'P)D(P~'P)D(P~'P)D(P~'P)DP~' = P(DDDDDD)P~! = PD°P~!,
Comme D est une matrice diagonale, D% est trés simple a calculer.

0 1 0
— Les vecteurs colonnes de P soit [ 2 |, | 0 | et 1 | sont appelés les vecteurs propres de A. Les
1 0 0

coefficients {2,1,1} de D sont appelés les valeurs propres de A. Les valeurs propres et vecteurs propres
jouent un role prépondérant dans de nombreux aspects de la théorie économique puisqu’ils constituent
les éléments des solutions explicites des modéles linéaires dynamiques.
En outre, les signes des valeurs propres déterminent la stabilité de 1’équilibre dans les modeéles dyna-
miques non-linéaires.
Ces signes sont également ’élément clé pour déterminer la nature d’une matrice symétrique. Par consé-
quent, ils jouent un réle central dans les conditions du second ordre qui distinguent les maxima des
minima dans les problémes économiques.
Conclusion de l'introduction : les valeurs propres d’une matrice de format n x n sont les n nombres qui
résument les propriétés essentielles de cette matrice.

Connaigssances essentielles :
— mise en place d’un systéme linéaire,
— résolution par la méthode de Gauss-Jordan,
— traduction matricielle,
— produit matriciel (procédure, propriétés du produit, élément neutre, inverse)
On rappelle ci-dessous les notions fondamentales utiles pour ce cours sur la diagonalisation.

1.2 Rappels d’algébre linéaire

1.2.1 Notions de bases

Définition 1.2.1 Un tableau rectangulaire de la forme ci-dessous

ai;p a2 ... Qaip

a1 a2 ... G2p
A =

Gpl Aap2 ... Gpp

de n X p nombres (réels) disposés selon n lignes et p colonnes (n > 0,p > 0) est appelée une matrice de format
n X p. L’élément a;; € R de la matrice se trouve a l'intersection de la i-iéme ligne et de la j-iéme colonne.
La matrice A s’écrit également sous la forme A = [a;;] aveci=1,...,n et j =1,...,p. Une matrice ayant
n lignes et p colonnes est appelée matrice (n,p) ou n X p.

Définition 1.2.2 Le couple (n,p) est appelé la dimension de la matrice.

Définition 1.2.3 Une matrice de dimension (n,1) est une matrice colonne.
Une matrice de dimension (1,p) est une matrice ligne.

Notation : L’ensemble des matrices de dimension (n,p) est noté M,, ,(R).

Exemple 1.2.1 Soit A = alors A a pour dimension (3,2), et par exemple aj2 = 3, ag; = 1.

o N
SN W
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Définition 1.2.4 Soient B’ = {€i’,&/,...,6,'} la base canonique (BC) de R"™ et B' = {€1,63,...,6,} la
base canonique de RP. Soit A = [a;;] une matrice de dimension (n,p). Alors
- G=>7r akje_;;' est le j-ieme vecteur colonne extrait de A, c’est un vecteur de R™ dont les coordonnées
sont (alj, agjy .- -, anj).
- l: = 22:1 a;p€ est le i-ieme vecteur ligne extrait de A, c’est un vecteur de RP dont les coordonnées
sont (ail, Ai2y .« -« ,aip).

Exemple 1.2.2 Soient A = , B ={é' 6’ €3’} 1a BC de R3, B = {¢1,é5} la BC de R2. Alors

=N
SN W

i =26 +46' + €3, & =361’ + 265
ll 2634—363, lg :46_i+2€_ﬁ, 13263.

1.2.2 Opérations sur les matrices

Définition 1.2.5 - Addition de deuz matrices
Soient deuzr matrices A = [a;j] et B = [bi;] toutes deuz de dimension (n,p). On additionne terme a terme
pour obtenir

A+ B = [aij + bij

de dimension (n,p).

D

2 3 1 2
Exemple 1.2.3 Soient A = | 4 2) t B=10 1].O0n a alors
10 1 4

2 3 1 2 241 342 3 5
A+B=[4 2] +|0 1| =14+0 2+1|=1[4 3
10 1 4 141 0+4 2 4

Propriété 1.2.1 Soient A, B et C trois matrices de dimension (n,p) et 0 la matrice (n,p) dont les éléments
sont tous égauz a 0. Alors

1. (A+B)+C = A+ (B+C) (associativité),
2. A+ 0= A (élément neutre),

3. A+ (—A) =0 (opposé),

4. A+ B = B+ A (commutativité).

Remarque 1.2.1 L’opposé¢ de A est défini par —A = [—a;j]. Par exemple, si A = (Z Z) alors —A =

—a —b
—c —d)’
Définition 1.2.6 - Mutliplication d’une matrice par un scalaire

Soient A = [ai;] une matrice de dimension (n,p) et A € R. On définit la matrice NA comme matrice dont
tous les coefficients sont multipliés par X : NA = [Xaj;]. AA est aussi de dimension (n,p).

2 3 2 3 3x2 3x3 6 9
Exemple 1.2.4 Soient A= |4 2] etA=3. Alors \A=3[4 2| =|3x4 3x2|=[12 6
10 10 3x1 3x0 3 0

Remarque 1.2.2 L’opposé de A vérifie —A = (—1)A.



1.2. RAPPELS D’ALGEBRE LINEAIRE 5

Propriété 1.2.2 Soient A et B deur matrices de dimension (n,p) et \, u deux réels.
1. M(A+ B) = A+ \B,
2. AN+ pu)A =X A+ puA,
5. (A A = A(pA),
4. 1xA=Aet0Ox A=0.

Définition 1.2.7 - Multiplication de matrices
Soient A = [ai;] une matrice (n,p) et B = [b;;] une matrice (p,q) le produit des deux matrices C = AB a
pour dimension (n,q) et s’écrit :

P
C = [cij] avec cij :Zaikbkj pouri=1,....,netj=1,...,q
k=1

Remarque 1.2.3 Le produit de deux matrices n’est réalisable que si le nombre de colonnes de A (la matrice
a gauche) est égal au nombre de lignes de B (la matrice a droite).

. 2 1 —4 2 : s (-8 6
Exemple 1.2.5 Soient A = (1 4> et < 0 2). Le produit AB est réalisable et AB = (_4 10).

Remarque 1.2.4 En général la multiplication de deux matrices n’est pas commutative :
— Si AB existe, BA n’existe pas forcément.
— Si BA existe alors généralement AB # BA.

Propriété 1.2.3 Soient A(n,p), B(p,q), C(q,s), D(p,q) et E(q,n).
1. (AB)C = A(BCQC) (associatiité [matrice de dimension (n,s)]),
2. A(B+ D) = AB + AD (distributivité a gauche [matrice de dimension (n,q)/),
3. (B+ D)E = BE + DE (distributivité a droite [matrice de dimension (p,n)/).

Définition 1.2.8 - Transposition de matrice

ai; a2 ... Gip
) az; a2 ... azp ) . . ¢ ‘ )
Soit A = , o . la matrice transposée de A notée A* (ou 'A) est la matrice obtenue en
Gpl aAn2 ... GOpp

écrivant les lignes de A en colonnes :

ailr az1 ... Qapi

a2 agy ... QAap2
Al =

alp agp e anp

Si A a pour dimension (n,p) alors Al a pour dimension (p,n).

2 4 1
Exemple 1.2.6 Soit A = . La matrice transposée de A est égale a A = < >

320

o N
O N W

Propriété 1.2.4 Soient A(n,p), B(n,p), C(p,q) trois matrices et soit A € R, alors
(A+B)t = Al + B,
2. (A =
3. (AA) = /\At
4. (AC)t = CtAL,
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1.2.3 Matrices carrées, matrices élémentaires

Définition 1.2.9 Une matrice dont le nombre de lignes est égal au nombre de colonnes est appelée matrice
carrée. Si elle a pour dimension (n,n), on dit alors qu’elle est d’ordre n.

Rappelons que ’addition et la multiplication de matrices ne sont pas définies pour des matrices quel-
conques. Cependant, si on considére uniquement des matrices carrées d’ordre n donné, alors les opérations
d’addition, de multiplication par un scalaire, et de transposition sont définies et leurs résultats sont encore
des matrices carrées d’ordre n.

Définition 1.2.10 On appelle diagonale (ou diagonale principale) d’une matrice carrée d’ordre n, les élé-
ments aii, a9, ...,a,, de la matrice.

Définition 1.2.11 Une matrice carrée D = [d;;] est dite diagonale si tous ses éléments non diagonauz sont
nuls. Une telle matrice est fréquemment notée D = diag(di1,da, ... ,dn,) ot certains ou tous les scalaires
di; peuvent étre égauz & 0.

Définition 1.2.12 Une matrice carrée d’ordre n ne comportant que des 1 sur la diagonale principale et des
0 partout ailleurs, est notée I, et est appelée matrice unité ou matrice identité.

Propriété 1.2.5 Quelle que soit A(n,p), AL, = I,A = A.

Propriété 1.2.6 La matrice M\, pour tout A € R, est appelée matrice scalaire. C’est la matrice diagonale
dont les éléments diagonauz sont tous égauz a .

Remarque 1.2.5 On parle de matrice scalaire car elle joue le méme role que celui d’un scalaire dans la
multiplication d’une matrice par un scalaire : A(Al,) = (Al,)A = \A.

Définition 1.2.13 Une matrice carrée A, d’ordre n, est dite inversible ou non singuliére, s’il existe une
matrice carrée B d’ordre n telle que AB = BA = I,,. Une telle matrice B est unique, d’ordre n. On 'appelle
matrice inverse de A et on la note A",

Remarque 1.2.6 La relation précédente est symétrique, c’est-a-dire que si B est 'inverse de A alors A est
Iinverse de B.

Définition 1.2.14 Une matrice carrée est dite symétrique si et seulement si A = A. Autrement dit si
Vi # j, aij = ajj.

Définition 1.2.15 Une matrice triangulaire est une matrice carrée dont les éléments au dessous (ou au
dessus) de la diagonale principale sont tous nuls.

1.3 Quelques matrices usuelles

1.3.1 Matrices de commandes et des prix

Pour un consommateur susceptible d’acheter n produits P, Ps, ..., P,, chacune de ses commandes cor-
respond & un vecteur C' d’ordre n, soit C = (x1,...,2,) ol x; désigne la quantité (par exemple le nombre
de kilos) du produit P;. La quantité totale de tous les produits achetés par la commande C' est donnée par

1

1
Pexpression matricielle (xg ... xy,)

1
Si la commande C' est doublée, on obtient la commande 2C, définie par le produit du vecteur C' par le scalaire
2.
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Si on globalise deux commandes C7 et Ca, on obtient la commande C7 + Cy, qui est la somme vectorielle des
deux vecteurs C7 et Cs.

Si on s’occupe a présent du prix total & payer pour une commande C' = (z1,...,2y) et si le prix unitaire
du produit P; vaut p;, le montant global a payer pour C est donné par le produit scalaire C*P ou P est le
vecteur d’ordre n dont les composantes sont les p;.

Cet exemple simple montre que toutes les opérations fondamentales de I'algébre vectorielle sont naturelles.
Son adaptation au cas de plusieurs consommateurs permet d’illustrer les principales opérations de I’algébre
matricielle.

Supposons par exemple que 3 clients puissent acheter 4 produits. Pour fixer les idées, on considére une
commande définie par la matrice

C:

N W Ot

2
0
1

(G20 NIt

1
3
0

les lignes étant relatives aux personnes et les colonnes se rapportant aux biens. Les quantités globales (des
4 produits) achetées (par les 3 personnes) sont rassemblées dans un vecteur colonne d’ordre 3 (chaque ligne

1 12
se rapportant a un client) obtenu en effectuant le produit matriciel C | 1 | = | 8 |. De méme les quantités
1 8

de chaque produit réellement commandées sont fournies par un vecteur ligne d’ordre 4 (chaque colonne se
rapportant a un bien), qui est le résultat du produit matriciel (1 1 1)C = (10 3 11 4). Pour doubler la
commande C| il suffit de considérer la matrice 2C.

De la méme maniére, I’addition de deux commandes, résumées par les matrices C7 et Cs, est évidemment
donnée par la somme Cp + C5. L’addition de deux matrices apparait dés lors comme une opération tout a
fait naturelle.

Penchons nous & présent sur les prix unitaires de ces quatre produits : ils peuvent étre rassemblés dans
une nouvelle matrice dont les lignes concernent les biens, la premiére colonne les prix unitaires d’achat et la
seconde colonne les frais unitaires de transport. A titre d’exemple, soit

4 0,2
2 0,1
40,3
5 0,1

P=

la matrice des prix unitaires pour les quatre articles considérés. Il est aisé de constater que les factures
globales & payer pour les clients pour I’achat et le transport de biens commandés a ’aide de la matrice C
sont réunies dans la matrice

45 2,5
F=CP=|35 1,5
30 2

tandis que les sommes totales & payer par chacun des trois clients sont données par le vecteur colonne

47,5

T:FG) = [ 36,5
32

Ce vecteur T peut aussi étre obtenu en multipliant la matrice C par le vecteur ) donnant, pour chaque
produit, le prix unitaire total & payer (soit la somme du prix unitaire d’achat et du prix unitaire de transport) :

4,2
2,1
4,3
5,1

T:CQavecQ:P(l 1):
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Cet exemple illustre bien la régle d’associativité de la multiplication matricielle.

Ainsi on constate que la mutliplication de la matrice C' par le vecteur ) agit comme une application d’un
espace & 4 dimensions sur un espace a 3 dimensions ; cela signifie concrétement que les trois comptes peuvent
étre obtenus & partir des 4 prix unitaires.

1.3.2 Matrices de fabrication

On consideére la fabrication de différents produits en admettant les deux hypothéses suivantes :
— la production de k unités d’un produit réclame k fois les quantités de facteurs utilisées pour une seule
unité de ce produit,
— la production simultanée d’une unité d’un produit A et d’une unité d’un produit B nécessite des
quantités de facteurs égales a la somme des quantité nécessaires pour fabriquer une unité de A et une
unité de B.
Ces deux conditions sont finalement trés naturelles, elles conférent un caractére linéaire a la production et
permettent d’illlustrer aisément les opérations matricielles de base.
En guise d’exemple, on analyse tout d’abord la fabrication de trois produits semi-finis S, 52,53 au moyen
de 4 facteurs primaires de production Fy, Fy, F3 et Fy (qui peuvent étre, pour fixer les idées, le travail, le
capital, I'énergie et des matiéres premiéres). La quantité du facteur Fj nécessaire pour fabriquer une unité de
produit S; est donnée par I’élément a;; de la matrice M = [a;;] appelée matrice de fabrication. Les éléments
de M seront supposés fixes aussi longtemps que la technique de production reste inchangée.
On prend comme exemple numérique :

100 50 3 6
M=1200 10 4 4
150 20 5 5

Ainsi la production d’une unité de Sp réclame 100 (respectivement 50, 3, 6) unités de Fy (respectivement Fy,
F5 et Fy). De méme pour So et Ss.

Pour fabriquer £ unités de chaque produit, les quantités des facteurs utilisées seront donc données par les
éléments de la matrice kM. Par contre si on veut fabriquer des quantités différentes des trois produits soit k1
(respectivement kg et k3) unités de S; (respectivement Sy et S3), les quantités de facteurs seront rassemblées
dans le produit matriciel diag(k1, k2, k3) M.

Poursuivons I'examen de ’exemple. Les 3 produits semi-finis S, Sy et S3 servent a leur tour pour fabri-
quer 2 produits finis Py et P,. Pour obtenir une unité de produit F;, il faut utiliser la quantité b;; de S;. Les
nombres b;; sont les éléments d’une nouvelle matrice de fabrication N = [b;;]. Par exemple, soit

58 6
N‘(z 4 2)'

Ainsi, il faut 5 (respectivement 8 et 6) unités de S (respectivement Sy et S3) pour fabriquer une unité de
P;. De méme pour Ps.

Les quantités de chaque facteur primaire intervenant dans la fabrication de chaque produit fini peuvent étre
rassemblées dans une matrice P, dont les lignes se rapportent aux produits finis et les colonnes aux facteurs
primaires ; on obtient P en effectuant le produit matriciel N M. Avec les données ci-dessus on trouve

p_ 3000 450 77 92
- \1300 180 32 38

1.3.3 Le double classement en comptabilité

En comptabilité, on a souvent recours a la méthode en partie double, qui consiste & enregistrer deux fois
chaque opération ; une premiére fois au crédit d’un certain compte, une deuxiéme fois au débit d’un autre
compte. Pour éviter toute erreur, il convient de toujours vérifier I’égalité entre la somme des crédits et des

débits.
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Ce double classement peut avantageusement étre réalisé sous forme matricielle ; dans ce cas, nous verrons

que les controéles sont automatiques.

On construit une matrice carrée d’ordre n, notée M = [a;;], dont les indices des lignes (respectivement de

colonnes) indiquent les numéros des comptes crédités (respectivement débités). Le nombre a;; désigne la

somme débitée au compte j et créditée au compte i.

On considére a présent le vecteur colonne U composé de n éléments égaux a 1. Le produit matriciel MU

définit un vecteur colonne dont les éléments ci,co, ..., c, sont les sommes des crédits relatifs aux comptes
n

correspondant aux indices de lignes, puisque ¢ = E a;;. Par ailleurs le produit U'M donne un vecteur ligne
j=1
dont les éléments dy, ds, . .., d, représentent la somme des débits correspondant aux indices de colonnes, car

n
d; = E a;j. En résumé,
i=1

2
MU= | | etUM=(d dy...dy).

Cn
La balance des comptes s’effectue en comparant les sommes des crédits et des débits. Or le total des dédits

de tous les comptes vaut

n

Y dj=(didy...dn) | | =@WMU
i=1 :
1

De méme, le total des crédits de tous les comptes est égal &

C1
n o .
=011 | =U"MU)
i=1 :

Cn

En vertu de I’associativité du produit matriciel, on a
n n
(U'M)U = U (MU) =U'MU d'ou Y d;j=> ¢
j=1 i=1
Ainsi I’ensemble des comptes est toujours en équilibre dans le double classement réalisé matriciellement.

1.3.4 Matrices de contingence

La répartition d’individus selon deux critéres peut étre décrite par une table de contingence. Il s’agit
d’une matrice N = [n;;], de format p X ¢, qui croise les p modalités d’une variable z et les ¢ modalités d’une
variable y, I’élément n;; désigne donc le nombre d’occurences simultanées des modalités 7 de x et j de y.
On note n;, (respectivement n ;) la fréquence marginale de la ligne 7 (respectivement de la colonne j), c’est-
a-dire la somme des nombres figurant sur la ligne ¢ (respectivement de la colonne j).

Laligne ¢ de N définit la répartition des n;. individus possédant la modalité i de x selon les diverses modalités
de y.

Treés souvent, on ne s’intéresse qu’au profil des individus de la ligne ¢, c’est-a-dire aux probabilités condition-
nelles pour un individu d’appartenir & la modalité 7 de y sachant qu’il posséde la modalité ¢ pour z. Ceci
justifie le remplacement de la table N par la matrice
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Des considérations analogues relatives aux modalités de y conduisent a étudier la matrice

Py = <"J>
’I’L.j

Ces deux nouvelles matrices P; et P, peuvent étre construites en multipliant N par une matrice diagonale
adéquate. De fait, pour D; = diag(ni.,n2.,...,np.) et D, = diag(ni,n2,...,n4), P = Dl_lN et Py =
ND;! pour autant bien-entendu que chaque n;, et chaque n_j soit non nul.

Lorsque la table de contingence étudiée provient d’un échantillon extrait d’une population unique, il est
souvent intéressant de tester l'indépendance dans cette population de deux caractéristiques = et y. A cet
effet, on compare les fréquences observées & des fréquences théoriques calculées en supposant précisément
les deux caractéristiques indépendantes. Ces fréquences théoriques forment une matrice 7', de méme format

P X ¢, qui est donnée par le produit suivant : T'= —D;U D, ou n désigne 'effectif de ’échantillon soit
n
q
n = Z nij,
i=1 j=1

et U est la matrice de format p X ¢ dont tous les éléments sont égaux & 1. Pour évaluer ’accord entre les
éléements de N (ou fréquences onservées) et ceux de T' (ou fréquences théoriques), on peut alors effectuer un
test statistique du x?2.

Considérons 1’exemple numérique suivant : on analyse les effectifs de la main d’ceuvre aux Etats-Unis en
1940, ils sont donnés (en millions) dans le tableau ci-dessous :

T Yy
salariés | chomeurs
Hommes 34 6,2
Femmes 11,2 1,8
34 6,2

La table de contingence N = ( > donne naissance aux profils, des lignes et des colonnes, résumés

11,2 1,8
respectivement par les deux matrices diagonales

40,2 0 (45,2 0
Dl_(o 13)etDC_<0 8)'

En supposant équivalente la répartition de I’emploi chez les hommes et les femmes, on obtient la matrice des

effectifs théoriques suivante :
1 11 34,15 6,05
T= 53,2Dl (1 1> De = (11,05 1,95)

matrice qui est visiblement assez proche de N. Concrétement, il y a donc lieu d’accepter 'hypothése de
I'indépendance de la situation d’emploi et du sexe (cette conclusion intuitive est d’ailleurs confirmée par un
test du x2 : la statistique x? vaut 0,0179, qui est nettement inférieure & la valeur théorique 6,63, pour un
degré de liberté , au seuil de signification de 1%).

1.3.5 Matrices de variances-covariances

Lorsqu’on étudie simultanément deux grandeurs x et y chez n individus, la i-éme personne est caractérisée
par les valeurs z; pour z et y; pour y. Ces informations peuvent étre rassemblées dans une matrice de format
n X 2, chaque colonne ayant trait a une grandeur x ou y, chaque ligne & un individu. On désigne par

1 N

T2 Y2
X = .

Ln  Yn
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la matrice ainsi formée. La moyenne des z; (respectivement y;) peut étre obtenue en faisant le produit

1
—(1...1)X = (Z y) = m. Le nuage de points (x;,y;) posséde le point (Z,7) comme centre de gravité (ou

barycentre). Les données deviennent centrées par rapport a leur moyenne grace a l'opération suivante

rn—T Yy1—Y 1 1 1

g —T Y2—Y 11 = 1
Xo=| " =x-| <“’5 2>=X— | m.

Tn—T Yn—Y 11 1

1
En effectuant le produit —X{Xo, on obtient une matrice carrée d’ordre 2 et symétrique C, dont les éléments
n

diagonaux sont les variances V(x) = s2 et V(y) = SZ des x; et y; respectivement, les autres éléments valent
la covariance cov(x,y) = szy des x4, y;. La matrice

2
Sey Sy

est appelée la matrice de variances-covariances des x; et y;. Elle est semi-définie positive car, pour tout
vecteur V d’ordre 2,

1 1
VoV = g(XOV)'fXOV = gHXOVH2 > 0.

Les valeurs propres de C sont donc positives ou nulles, leur somme étant égale a la somme s2 + SZ des
variances. Lorsque les écart-types s, et s, ne sont pas nuls, la matrice D = diag(s,, sy) est inversible ; dans
ces conditions, D~'C'D~! n’est rien d’autre que la matrice de corrélation, soit

1 r
=3 1)
Szy

ou r est le coefficient de corrélation égal & —=. La matrice de corrélation est en fait la matrice de variances-
528
covariances dans le cas de variables centrées et réduites, c’est-a-dire relatives aux données

1—-T Y1—Y

Sz Sy
Tn—T Yn—Y
Sx Sy

Ces considérations peuvent étre étendues au cas général de p caractéres et n individus. La matrice des
observations (ou données) est X = [z;;] ou z;; représente la valeur du i-iéme individu pour la j-iéme
o 1 .
grandeur. Les moyennes sont rassemblées dans la matrice ligne m = —(1 1...1)X ou la i-iéme composante
n

m; désigne la moyenne de la i-iéme grandeur. On a

1 1
Xo=[zij—mi|=X— |1 - :|diag(m,...,my),
1 ... 1
ou encore
1
1
Xo=X—-1].]|m.

1

Les matrices des variances et covariances et des corrélations, qui sont symétriques et semi-définies positives,
sont respectivement égales a
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12

1 T12 e Tlp

1
C=-X(Xoet R=D'CD™ ' = :
n
1

Tpl .. Tpp—1

ou r;; est le coefficient de corrélation des deux grandeurs d’indices ¢ et j.
Ces matrices sont abondamment exploitées dans I'analyse statistique a plusieurs variables.

1.4 Exercices

Un capital de 50000 euros est partagé en deux parties. La premiére partie est placée a 6%
et la seconde a 8%. Le revenu annuel est le méme que si tout le capital était place a 6, 8%.
Calculer la valeur de chaque partie du capital ainsi placé.

Soit f la fonction définie sur | — 1;+o0[ par

flx)=—-2Inz+

— 2.
2 -1

1. Déterminer les réels a, b et ¢ tels que la fonction F' définie sur | — 1; +oo[ par

F(x)=axInxz 4+ bln(x — 1) + cln(x 4 1) soit une primitive de f sur | — 1;4o0].

— 2| dzx.

3
2
2. Calculer / (21n3: + —
2 xr< — 1
(on donnera la valeur exacte en fonction de In2 et de In 3).

Une entreprise fabrique trois produits A,B et C & partir de trois facteurs de production U,

V et W. La fabrication :
— d’une unité de A consomme 3 unités de U, 1 unité de V et 2 unités de W,

— d’une unité de B consomme 2 unités de U, 2 unités de V et 1 unité de W,
— d’une unité de C consomme 0 unité de U, 1 unité de V et 1 unité de W.

L’entreprise dispose d’un stock de 18 unités de U, 9 unités de V et 10 unités de W
Un programme de fabrication est défini par les trois valeurs

.« : quantité de produit A fabriqué,
. ¥ : quantité de produit B fabriqué,

. z : quantité de produit C fabriqué.
On demande de déterminer, s’il existe, un programme de fabrication qui épuise exactement le stock de

facteurs disponibles.
1. Ecrire sous la forme d’un systéme linéaire les relations que doivent remplir z, y et z.

2. Résoudre ce systéme en détaillant la méthode choisie.

3. Donner en conclusion la réponse au probléme.

Exercice 4| Une entreprise de mécanique fabrique trois types de piéces A, B et C dans trois ateliers d’usi-
nage, montage et finitions. Les données techniques et commerciales relatives a cette fabrication sont résumées

dans le tableau suivant :
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Nombre d’heures-machines | Prix de
nécessaires a la fabrication vente
d’un lot de 10 piéces d’un
usinage | montage | finitions lot
Pieces A 1 1,5 1,5 335
Pieces B 2 1,5 2,5 515
Pieces C 4 4.5 1.5 925
Cort
variable de 60 80 50
I’heure (euros)
Capacité
de Datelier 2000 2400 2400
(h/mois)

1. Existe-t-il un programme de fabrication utilisant & plein les capacités de chaque atelier ?
2. Quel est le bénéfice réalisé :
(a) lors de la fabrication et de la vente de 800 pieces A, 200 piéces B et 200 piéces C 7

(b) pour le programmme trouvé au 1.7

Une entreprise fabrique des appareils de trois types différents (L), (C) et (V).

Pour un appareil de type (L), on a besoin de 10kg d’acier, 2kg de peinture et 10h de travail.

Pour un appareil de type (C), on a besoin de 4kg d’acier, 1kg de peinture et 6h de travail.

Pour un appareil de type (V), on a besoin de 10kg d’acier, 2kg de peinture et 12h de travail.

On appelle respectivement z, y et z les quantités d’appareils (L), (C) et (V) fabriqués et a, p et t les quantités
d’acier (en kg) de peinture (en kg) et de travail (en heures) nécessaires pour leur fabrication.

1. Déterminer & ’aide des données précédentes le systéme linéaire induisant z, y, z, a, p et t.

2. En déduire les quantités d’appareils de chaque type (L), (C) et (V) fabriqués en un mois, sachant que
4200 kg d’acier, 800 kg de peinture et 5000 heures de travail ont été nécessaires.

- Modéle de Walras

Imaginons un marché qui se limiterait a deux produits. La quantité offerte du premier, Q1, est une fonction
de son priz Py, fonction qu’on suppose affine : Q1 = a + bPy. De méme pour le second : Qo = ¢ + dPs.

La quantité demandée Dy du premier produit dépend bien entendu de son priz Py (en général elle diminue
quand P augmente), mais aussi du priz du produit Ps, & cause des possibilités de substitution partielle.
Nous supposons encore cette fonction affine : D1 = e + fPy + gPs, et de méme pour le second produit :
Do=h+iP + jPs.

La condition d’équilibre du marché est dans ces conditions

Qi—D1=0
Q2 — Dy =0,

qu’on peut écrire :

(a+bP)—(e+ fPL+ gP) =0,
(c+dPy) — (h+1iP) + jP) = 0.

La recherche du systéme du prixz d’équilibre sur ce marché conduit donc a la résolution d’un systéme de deuz
équations linéaires a deuz tnconnues Py et Ps, qu’on peut écrire :
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e—a

{ (b—f)Pr—gP
h—c

—iPy + (d — j) P

ou, avec d’autres notations :

{a1,1P1+a1,2P2 = dp
a21P1 +a2oP> = da.

Retour & l’exercice :
Soit un marché qui ne comporte qu’un modeéle de téléviseur couleur HD avec une fonction d’offre

@1 = —30000 4 100P;.
On ne trouve aussi qu'un modéle de téléviseur classique avec une fonction d’offre
Q2 = —4000 + 50 Ps.

La fonction de demande de téléviseurs HD est
D; =4000 — 9P + 34P
et la fonction de demande de téléviseurs classiques est
Dy = 3560 + 27P; — 136P%.

Déterminer les prix d’équilibre P; et P» sur ce marché en considérant le modéle de Walras.

La décomposition LU donne une méthode efficace de résolution d’un systéme d’équations

linéaires Az = b pour différentes valeurs de b. Cela requiert beaucoup moins d’étapes de calcul arithmétique
que 'inversion d’'une matrice, et cela reste possible méme si A n’est pas carrée.
Utiliser la décomposition LU pour réécrire le systéme d’équations sous la forme LUz = b. Maintenant, le
systéme peut étre résolu en posant d’abord Uz = z, puis en résolvant le systéme d’équations Lz = b par
rapport a z, et enfin en résolvant Uz = z par rapport & x. Puisque ces deux systémes sont triangulaires,
seule la substitution en remontant est nécessaire pour les résoudre.

1. Vérifier que les solutions obtenues de cette maniére sont précisément les solutions de Ax = b.

2. Résoudre le systémes suivants en utilisant cette technique :

2 4 0 1 2 2 4 0 1 2
4 6 3 xy | = 1 ; 4 6 3 x2 | = 8 ;
-6 —-10 O 3 —6 -6 —10 0 x3 —4
5 3 1 x1 7 5 3 1 1 2
-5 —4 1 9 —10 ; -5 —4 1 x2 | = -5 |.
-10 -9 5 3 —24 —-10 -9 5 T3 —14
r+2y—3z = a
1. Résoudre dans R3 le systéme linéaire suivant : r+y—2z = b
—xrx—y+2z = c
(ot a, b et ¢ sont des constantes données et x, y et z désignent des inconnues).
1 2 =3
2. Soit A = 1 1 -1
-1 -1 2

Expliquer pourquoi A est inversible et déduire de ce qui précede le calcul de A7

On se donne les tableaux 1 et 2 suivants :
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Ciment | Sable | Gravillons

Ciment (tonnes) | 10 | 8 | 7

I3 60 15 18
Sable (m?) 513 |3
Fy 54 18 16
gravillons (m3) | 5 | 2 | 2
Tableau 2

Tableau 1

Sur un chantier trois entreprises E7, Fy et Fs interviennent ; leurs besoins journaliers sont décrits dans le
tableau 1. Les matériaux utilisés sont vendus par deux fournisseurs F et F3; les prix unitaires en euros sont

donnés dans le tableau 2.
10 8 7

15 1
On pose A = 5 3 3 et P = 60 15 18 respectivement matrices des achats et matrice des
5 9 9 54 18 16

prix.
1. Calculer le produit PA et interpréter le résultat obtenu.

2. Calculer le déterminant de A, que peut-on en déduire pour A7

0 -0,4 0,6
3. On pose A’ = 1 -3 1 . Calculer le produit A" x A en faisant figurer les calculs.
-1 4 -2
x
4. On pose X = Y ou z, y et z désignent respectivement le nombre de chantiers ot chacune des
z

entreprises F1, Fo, F3 est présente.
(a) Calculer le produit AX et interpréter le résultat obtenu.

156
(b) Résoudre matriciellement I’équation AX = | 67 | et interpréter le résultat obtenu.
53
2 1 0
Soit la matrice M = | -3 -1 1
1 0 -1

1. M est-elle inversible 7
2. I désigne la matrice unité carrée d’ordre 3.
(a) Calculer M2 et M?3. En déduire M™ pour n > 3.
(b) Calculer (I — M)(I + M + M?).
(c) En déduire que (I — M) est inversible et calculer (I — M)~!.

Exercice 11| M étant une matrice carrée, on pose M' = M et, pour tout entier naturel n non nul,

Mt = M x M™.

1 0
On considére la matrice D définie par D = 0 1
2

1. Calculer D?, D? puis D" pour n € N quelconque.

. 1 1
2. Etant données les matrices P = ( ) et P =

1 _o ,montrerquerP’:<1 0).

01

Wl Wl N
W W

Calculer P’ x P. Que peut-on conclure ?

3. On considére la matrice A définie par A = . Montrer que P x D x P' = A.

—= N
O N~
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4. Soit n un entier naturel non nul. Sachant que
A"=(PxDxP)Yx (PxDxP')x...(PxDxP)

(produit de n facteurs (P x D x P’)), utiliser la question 2. pour montrer que A" = P x D" x P'. En
déduire les termes de la matrice A" en fonction de n.

Soit B = (€}, €, &) la base naturelle de R3.

On considére les applications linéaires f et g de R3 dans R? définies par :

(e ) €1 + 2€5 + 2¢e5 f(e}) = 2€1 + €5 + 2¢é3 f(e%) 2¢7 + 2é5 + €3,
g(éi °3) = 3€] — €2 — 2€5.

) =¢] — € — €3 g(é3) =2e1+éey—é3  g(e

1. Déterminer les matrices A et B de f et g respectivement, rapportées a la base B.

2. Calculer A+ B, 3A, AB et A
(a) Déterminer deux réels x et y tels que A? = xA + yI o I est la matrice identité d’ordre 3.
(b) En déduire que A est inversible et déterminer A~!, exprimer A% en fonction de A et de 1.
(c) Résoudre le systéme

r+2y+2z =1

2x+y+2z = 2

2c+2y+2 = 4

4. On considére le vecteur @ = €] + €» + €3, déterminer les vecteurs f(@), (f + ¢)(%0), (fog9)(@), (fof) (@),
).

5. Déterminer les vecteurs U = x1€] + x2€2 + 3¢5 tels que f(uU) = —u.

6. On considére les trois vecteurs

—

U1 =€+ €+ €3, Up=E¢€ —€y, U3 =€ — €3.
(a) Montrer que B’ = (¥, ¥2, 3) est une base de R3.

b) Quelle est la matrice de passage P de la base B a la base B'?

)
)
(c) Déterminer sa matrice inverse P~1.
(d) Déterminer f(¥1), f(02), f(U3) dans la base B puis dans la base B'.
(e) Quelle est la matrice D de 'application linéaire f, rapportée a la base B’ ?

L’espace vectoriel R3 est rapporté a sa base naturelle B = (€}, €, €3). Soient les vecteurs
@=(1,0,1), 5= (0,1,1), @ = (1,2,0) et B = (i, 7, ).

1. (a) Montrer que B est une base de R3.
(b) Déterminer la matrice de passage P de la base B a la base B'.

(c) Résoudre le systéme

r1+x3 = N
To+2r3 = Yo
r1+xT2 = Y3

On exprimera 1, T2 et x3 en fonction de y1, y2 et y3.
(d) En déduire la matrice inverse P~1.
2. On considére I'application linéaire f de R? dans R? définie par :
f(er) =é1, f(&)=2&, f[f(e3)=3e;.

(a) Déterminer la matrice A de f rapportée a la base B, puis calculer A™ pour n entier naturel non
nul.
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(b) Effectuer le calcul P~*AP = M.
(c) En déduire M™.

1. Résoudre dans R* le systéme linéaire

201 +2x04+23+924 = 0
—x1—$2—1‘3—61‘4 =0
T1 + 2x9 + 223+ 11y, = 0

2. On donne dans 'espace R? les vecteurs suivants :
U =(2,—-1,1), ¥h=1(2,—-1,2), v3=(1,-1,2), ¢4y=(9,—6,11).

(a) Démontrer que les vecteurs U7, U2, U3 et ¥4 sont linéairement dépendants et donner une relation
de dépendance linéaire entre ces vecteurs.

(b) Montrer que (7,2, 73) est une base de R? et déterminer les coordonnées de 7y dans cette base.
3. Soit (€1, €2, €3) la base naturelle de R3 ; on considére I’application linéaire f de R® dans R? définie par :
f(er) =vn, f(é2) =12, f(&3)=Us.
(a) Donner la matrice de f dans la base naturelle.
(b) Soit @ = (1,—1,1). Calculer f(w).

2 2 1 1 00
4. Onpose A= -1 =1 -1 JetlI=]10 1 0
1 2 2 0 01
(a) Montrer sans calcul que A est une matrice inversible.
(b) Calculer A? et vérifier que A? =24 — 1.
(c) Déterminer A1,
(d) Résoudre matriciellement
T 9
A €T = —6
I3 11

L’espace vectoriel R? est rapporté a sa base naturelle (€7, €, €3).

On considére 'application linéaire f de R? dans R? dont la matrice M par rapport a la base (€1, €, €3) est

0 -2 2
égalea | 1 0 1 |].I désigne la matrice unité d’ordre 3.
1 1 0
1. (a) M est-elle inversible ? (justifier la résponse).

Calculer M? puis M3 ; en déduire une relation entre M3 et M.
En utilisant la relation précédente, montrer que M® = M.

Soit A € R. Calculer le déterminant de M — Al et en déduire les valeurs de A qui annulent ce
déterminant.

2. (a) Résoudre dans R? le systéme
r—2y+2z = 0

r+y+z = 0
r+y+z = 0
Quel lien y a-t-il avec la question 1. (d)?
(b) On pose €1 = —€1 +éy+ 53, €y = €9 + 53, €3 = —4e1 + €5 + 3€é5.

Calculer matriciellement les images par f de €1, € et €5.



18 CHAPITRE 1. INTRODUCTION. RAPPELS

3. (a) Montrer que (€1, €, €3) est une base de R3.

(b) On appelle P la matrice de passage de la base (€1, é2,€3) a la base (€1, €, €3).
Former P puis calculer P~ 1.

- - o

(c) On note B la matrice de f par rapport a la base (€1, €3, €3). Donner 'expression de B dans cette
base.

(d) En utilisant ce qui précéde, calculer M°.

Dans tout ce qui suit, on considére 1’espace vectoriel R? rapporté a sa base naturelle B =
(.7, F)-
1. On pose & =i+ ] + 212, & =—i+]+ ket &3 = i+ — k.
(a) Démontrer que (€, €, €3) est une base de R3,
(b) Expliquer pourquoi (€1, &) n’est pas une base de R3.

(¢) Ecrire la matrice P de passage de la base (7, , k) & la base (&1, &, &3).

2 0 2
(d) Effectuer le produit matriciel de P par la matrice [ —3 3 0 et en déduire I’expression de
1 3 =2
P
2. Soit f I’application linéaire de R® dans R3 dont la matrice B par rapport a la base (€1,é,€3) est
2 0 0
donnéepar | 0 1 O
0 0 —1

(a) Déterminer f(€1), f(€2) et f(€3).
(b) Donner I'expression de B™ pour n entier naturel non nul.
(c) Calculer det(B).

3. On appelle A la matrice de f par rapport a la base (;, j, I;) et on rappelle I'égalité suivante, qu’on
admettra, B = P~LAP,

(a) Déduire de I’égalité précédente l'expression de A.
(b) Montrer que A est une matrice inversible.

4. Soit le systéme linéaire suivant :

r—y+z = a
(1) z = b oua,b,csont des constantes réelles données.
rTt+y+z = c

(a) Résoudre ce systéme linéaire.

(b) On appelle M la matrice du systéme (1), déterminer M 1.

1. On se donne les matrices suivantes :

-1 1 1
0 , B= 0 1
3 -1 0

1
A= 1 et C =
0

= = O
W = =
SO O™
S = =
— = O o
w o = O

(a) Calculer A+ B et A x B.
(b) Calculer le déterminant de A et en déduire celui de C.

(c) Calculer la matrice inverse de A.
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2. On considére 'espace R? muni de sa base naturelle (Z, f, E) - soit f l'application linéaire de R? dans R?
définie par :

F@) =i+, fG)=7i+Fk fk)=—i+3k
(a) Ecrire la matrice def dans la base (Z, 7, E)
(b) Soit @ =1+ j — k. Calculer 'image de @ par f.
3. On pose I= f—l—f, fzj—l—l?et K = —i+3k.
(a) Démontrer que (I,.J, K) est une base de R3.
(b) Ecrire la matrice de passage de la base (Z, 7, E) a la base (f, J, ff)
(¢) Soit @ = 4I 4 6.J + 8K . Déterminer les coordonnées de @ dans la base (7, ]

(d :

-,

)
K).

—

Soit @ = 4i + 6 + 8k. Déterminer les coordonnées de @ dans la base (1

1. On considére les matrices A et B suivantes :

1 1 2 1 1 -3
2 et B = 1 -3 1
1

—_— — —

7
J,

A=[1 21
2 1
(a) Calculer les produits A% et A x B.

(b) Exprimer la matrice AB en fonction de la matrice I, identité d’ordre 3.

(c) En déduire la matrice A7L.

2. Soit le systéme

r+y+2z = 9
r+2y+z =
2r+y+z = 8

N

Résoudre ce systéme (on pourra utiliser 1. (c)).

3. L’espace vectoriel R3 est rapporté a sa base naturelle B = (€1, 2, €3). On considére les trois vecteurs
U=¢€+é+e3, U=E¢E] —2€ + €3 et W = €] — €3.
(a) Montrer que la famille B’ = (i, ¥, @) est une base de R3.
(b) Déterminer la matrice de passage P de la base B a la base B’
(¢) Soit le vecteur t = @ + 27 — 0.
Déterminer les coordonnées du vecteur ¢ dans la base B.

4. Une application linéaire f de R? dans R? est définie par :
f(é1) =1+ e +2¢3, f(E2) =e1+2e+¢é3, f(e3)=2e1+ e+ és.
(a) Déterminer la matrice de A de f rapportée a la base B.

(b) Déterminer les images de @, ¥ et w par f.

1. On considére la matrice A =

—
N DN DN
W W W

(a) Que vaut la trace de A?
(b) Calculer A? et exprimer A% en fonction de A.

(c) A est-elle inversible ?
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T
(d) Onpose X = | y | oux, y et z sont des réels.
z

i. Calculer AX.
ii. Résoudre le systéme linéaire AX = 6X.
2. (;, f, E) désign_q la_’base naturelle de I’espace R3. On considére 1’application linéaire f, de matrice A,
dans la base (i, 7, k).
(a) Quelle est 'image de k par 7
(b) Soient €] = —2+], & = —3i+ ket &3 = P47+ k.
Déterminer f(€1), f(€2) et f(€3).
3. (a) Montrer que la famille (&}, €, &3) est une base de R3.
(b) Donner la matrice de passage de (i, ], k) & la base (&1, &, &3).

(c) Donner ’expression de la matrice B de f dans la base (€1, &2, €3).



