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Mesures et analyses statistiques de données - Probabilités

Novembre 2012 - Controle Continu, Semestre 1

CORRECTION
Exercice 1 12pts
Partie 1.

1. Etude du cas particulier n = 2.
(a) Soit by le bit émis par I’émetteur Ey (soit le premier relais). Ej regoit soit la valeur by

avec la probabilité p, soit son complément by avec la probabilité 1 — p. On note b; la valeur
binaire présente au relais Fj.

Le méme phénomene se reproduit entre le premier et le deuxieme relais avec chacun des
résultats, by = by ou by = by, obtenu par deux séquence différentes :

by = by = bg B ==, =T
P 1—=p
by =1 :
s p? 1-p)p
P

by = by
= 1 p(l—p) (1 —p)?
1—-p

(b) Par définition, la probablité de I’éveénement A, est p; = p.

° L’événement As est la réunion de {by = b1} N {by = bo} et {by = b1} N {by = by}
(en rose sur la figure) de probabilités respectives p? et (1 — p)2. Les deux événements étant
disjoint, po = p? + (1 — p)2.

2. D’apres les hypotheses, la probabilité conditionnelle de I’événement Ay 1 sachant que Ay est
réalisé est p, et la probabilité conditionnelle de I’évenement Ay sachant que Ay n’est pas réalisé
est 1 —p.

Les probabilités que Ay soit réalisé et ne soit pas réalisé étant respectivement pg et 1 — pg, on a

Per1=pXpe+(1—p) x (1 —pp) = (2p—T)pr +1—p. (1)
3. (a) 1 Pour tout nombre entier naturel k inférieur ou égal & n, on définit la suite (uy) par

L . 1 .
U = Pk — > ou, ce qul revient au meme, pr = ug + B% En reportant les expressions de py

et pry1 dans (1), on a

1 1
Up1 = (2p — 1) x Uk+§ +1—p—§.
Apres simplification, on obtient la relation de récurrence :
ugr1 = (2p — 1) X ug.
On conclut que la suite (uy) est définie comme suit :
1
0T (2)
upr = (2p—1) xuy
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Dans la formule (2), la suite (uy)o<k<n apparait comme la restriction a ’ensemble {0, 1,...,n}

1
d’une suite géométrique de raison 2p — 1 et de premier terme ug = 3
ii. L’expression de u,, est immédiate :
1
Up = 5(229 - 1)71
On en déduit 'expression de p,, :
1+@2p—-1)"
e (3)

(b) Dans les conditions de ’énoncé (0 < p < 1) la suite (u,) est une suite géométrique de
raison strictement comprise entre —1 et 1, cette suite géométrique converge donc vers la limite

1
0. Finalement, la suite (py) = (uy) + 5 converge et admet la limite 3

(c) Quand le nombre des nceuds ou des relais devient infini, le “bruit de la ligne” devient
prépondérant devant 'information initiale et la probabilité d’obtenir un “1” ou un “0” est
équilibrée.

Partie II.
1. On se restreint & un ensemble de n auditeurs et on note Y, le nombre des auditeurs qui
recoivent correctement 'information.
Les transmissions entre l'orateur Ej et les n auditeurs fixés sont indépendantes.
Le probleme posé suit un schéma de Bernoulli et la variable aléatoire Y,, suit une loi binomiale.
La probabilité d’obtenir exactement & coincidences entre I'information émise et les n données regues
est fournie par la formule du binéme :

p({Yn = k}) = <Z>p’“(1 —p)" .

Quand on considere que n récepteurs sont “a ’écoute”, la probabilité que k auditeurs sur n exac-
tement recoivent correctement la valeur émise par Fj :

(=) = (1) -t (@

2. Le nombre des auditeurs est une variable aléatoire X qui suit une loi de Poisson de parametre A,
de probabilité :
e M\F
X = 1)) = S (5)
(a) La réalisation de I’évenement {Y = 0} signifie que toutes les données arrivent inversées
a leur destinataire.

(b) La formule des probabilités composées nous donne :
p({Y =0} N Bn) = pp,({Y = 0}) x p(Bu)-
e La probabilité pp, ({Y = 0}) = p({Y,, = 0}) est donnée par la formule (4) de la question 1.
en prenant k = 0.
e La probabilité p(B,,) = p({X = n}) est définie par I'hypothese (5)
En regroupant ces deux résultats, on obtient :

—A\n - nyn
_ _ n 0 n—0 e A _ € (1 - p) A
o0y =030 8,) = ()P -0 S = PR
(c) 10,5pt | Les évenements B,,, n € N, forment une partition de l'univers des possibles, on a donc :

—+00

{v =0} = JUHY =0}nB,.
n=0
Les événements B, étant disjoints deux a deux, la formule de la probabilité totale donne

immédiatement :
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+o0 +o0o 6_>‘ _\nan 400 B n
Py =0 =Y p({y =0y By = P g ILZ DAY
n=0 n=0 ’

n!
n=0

On reconnait le développement de I’exponentielle de (1 —p)A, ce qui nous permet de simplifier
I’expression pour conclure :

p({Y =0}) = 7.
(d) Soit n un entier naturel non nul et k£ < n, les formules (4) et (5) nous permettent de
calculer, comme a la question 2.(b), p({Y =k} N B,) :

p({Y =k} N B,) = <L —p)"F, 0 <k <. (6)

Pour n = 0 ou n < k, un retour aux définitions donne
p{Y =k}nB,) =0. (7)

L’analyse de la question 2.(c) donne, en utilisant les résultats (6) et (7) :

+ _
X e

+00
p({Y =k}) = ZP({Y =k} N By) = Z Wn — k) x pF(1—p)"*
n=0 n=k )
)\k:pke—)\ y +oo )\n—k(l _p)n—k: B )\kpke—/\ y +oo /\n(l _p)n B )\k:pke—kp

k! = (n —k)! k! ~ (n)! N k!

On reconnaitune loi de Poisson de parameétre Ap.
Les valeurs de 'espérance E(Y') et de la variance V(Y )sont égales a la valeur du parametre
de la loi de Poisson :

E(Y) =p, V(Y) = Ap.

Exercice 2] |bpts

1. (a) On note T I’éveénement “la piece a été tournée sur la machine M;”, To = T} I’événement
“la piece a été tournée sur la machine My”, Dy I’événement “la piece est mal tournée”, et Drp
Iévenement “la piece a été correctement tournée”. On cherchera alors a déterminer p(Dr).
Si on admet I’hypothese d’équiprobabilité, ’énoncé donne les valeurs suivantes :

1500
=—"" __ _03
* p(Th) 1500 4 3500 '
Ty =— 20 o7
* p(T) 1500 13500 b
[ ] pTl (DT) = 160 = 0,002,

o p1,(Dr) = ?O?O’ — 0,003,
La formule de probabilité conditionnelle nous donne :
p(DrNTy) = p(Th) x pry (Dr) = 6 x 107* et p(Dr NT3) = p(T3) X pr, (D7) = 21 x 1074
La formule de probabilité totale nous donne :
p(Dr) = p(Dr NT1) +p(Dr NT1) = p(Dr NT1) + p(Dr N Tp) = 2,7 x 1072

La probabilité qu’'une piece tirée au hasard soit défectueuse est donc de 2, 7%.

(b) La formule de probabilité conditionnelle nous donne :
p(Dr NT1) = pp,(T1) x p(Dr).

On connait p(Dr NTy) =6 x 1074 et p(D7) = 2,7 x 1073 et donc

p(DrNTy) 6
p(Dr) 27

La probabilité qu’'une piece défectueuse ait été tournée par le tour M; est de 'ordre de 22%.

PDr (TI) =
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2. (a) On appelle Y la variable aléatoire qui donne le nombre de pieces mal fraisées trouvées

lors d’'un prélevement de n pieces du lot.
Si on assimile ce prélevement de n piéces a un tirage avec remise de n pieces, la loi de probabilité
de la variable aléatoire Y est une loi binomiale de parametre p = 0, 02.

0 sik <0
p{Y =k}) =< CFx0,02F x0,98" % sio<k<n .
0 sin <k
2
L’espérance E(Y') et l'écart-type oy ont pour valeurs respectives E(Y) =n xp = Tog™ et

oy =/np(l—p)=—

(b) 10,5pt | La probabilité que, parmi les cing pieces prélevées, exactement deux pieces soient mal

fraisées est :
p({Y =2}) = C2 x 0,02? x 0,98% ~ 3,8 x 1073,

(c) [1,5pt| On rappelle que la substitution d’une loi de Poisson de méme moyenne & une loi

binomiale portant sur n tirages de Bernoulli avec une probabilité de succes p est considérée
comme licite des lors qu’on vérifie n > 50 et np < 5. Dans notre cas, on a A\ = np = 2 et
n = 100, I’écart-type de la loi binomiale est 1,40, celui de la loi de Poisson est voisin de 1,41.
La probabilité que, parmi 100 pieces prélevées, il y ait exactement k pieces mal fraisées est :
Ak 2k
p({Y, =k}) = —xe)‘—yer.
On en déduit immédiatement

p({Y, <2}) =e2 Z = ~0,6766764162.

On remarque que le calcul directement eﬁectue sur la loi binomiale en reprenant les résultats
de la question 2.(a) donne :

2
p({Y, <2}) =Y Cfyy x 0,028 x 0,98'%07F ~ 0, 6766856210.
k=0
On retient que la probabilité que, parmi les 100 pieces prélevées, il n’y en ait pas plus de 2,
qui soient mal fraisées est de 'ordre de 68%.

Exercice 3| |5pts

Soit € I'univers constitué des tirages simultanés de deux boules. On a

Q=1{(0,1),(0,2),...,(7.9),(8,9)).
10!

Ainsi, Card(Q) = C%, = = 45.

218!

1. On a la distribution de probabilité :

T 0 1 2 3 4 ) 6 7 8 || Total

9 8 7 6 5 4 3 2 1

=) | 5 5 |55 |5 |5 |5 |5 | 5|5

2. On a la représentation graphique de la page suivante :

3.

On a

o [050t] p(4) = p({X < 5}) = %%:é
0,5pt| p(B) = p({X <3}) = 53 o
050t () = p({1 £ X < 6})) = F(6) ~ F(0) = 2 — 12 = 1=,
(0508 p(D) = p({(X > T) =1 - p({X <TH)=1- 12 = .
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Fonction de répartition F

08

0.6

0.4

0.0

e [0,5pt|p(E) = p({|X —5|>2}) or [X =5 >2&2< X -5 < —24 7 < X <3, par conséquent
24 1 25
p(B) =p({T < X}ULX <3}) =p({X < 3D +p({X > 7)) = -+ 7= = 1=
13
o p(G):p({X2—5X+4<O}):p({l<X<4})ZE.Eneﬁ’et,xQ—Serélz()(:)x:l
ou x = 4 & I'aide du calcul du discriminant. Donc 22 — 5z + 4 < 0 < x € [1;4].
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