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Chapitre 2

La probabilité

2.1 Le vocabulaire

2.1.1 Expérience aléatoire et univers

La théorie des probabilités fournit des modéles mathématiques permettant 1’étude d’expériences dont on
ne peut prévoir le résultat avec certitude. Une telle expérience est appelée expérience aléatoire.
On appelle univers, noté €2, tout ensemble dont les éléments représentent tous les résultats possibles d’une
expérience aléatoire. L’ensemble des résultats possibles est connu.

2.1.2 Evénements

Soit €2 un univers correspondant & une certaine expérience aléatoire. Il sera noté généralement

Q= {wi,w,...,wp}

Les wj, éléments de 2, sont des éventualités. Le singleton {w;} est appelé événement élémentaire. Une
partie de Q est appelée événement, c’est un élément de P(€2) (qui on le rappelle, définit I'ensemble des
parties de Q).

Exemple 2.1.1 Dans le cas du “lancer d’'un dé & 6 faces ”, les éventualités sont 1,2, 3,4, 5, 6, les événements
élémentaires {1}, {2}, {3}, {4}, {5} et {6}. Les événements sont les parties de €2, par exemple, I’événement
“obtenir un nombre pair ” peut s’écrire A = {2,4,6}.

On a également les définitions suivantes : soit A un événement de €,

— on dit que A se réalise si le résultat obtenu a l'issue de I'expérience aléatoire est un élément de A.

~ Soit A un événement de Q. On appelle événement contraire de A (ou complémentaire), noté A,
I'ensemble des éléments de Q qui n’appartiennent pas a A. Autrement dit, ’événement A se réalise
lorsque I’événement A ne se réalise pas.

— Soient A et B deux événements de (2. On appelle intersection de A et B le sous-ensemble des éléments
de Q qui appartiennent & la fois 4 A et & B et on le note AN B. Autrement dit, ’événement AN B se
réalise lorsque les événements A et B se réalisent.

— Soient A et B deux événements de 2. On appelle réunion de A et B le sous-ensemble des éléments
de 2 qui appartiennent & A ou & B et on le note A U B. Autrement dit, ’événement A U B se réalise
lorsque au moins 'un des événements A et B se réalise.

2.1.3 Propriétés de P(9)

1. Q € P(Q), Q est appelé événement certain.

2. VAeP(Q) = AecP(Q)
En particulier Q € P(Q) = Q = 0 € P(Q). L’ensemble vide est appelé événement impossible.
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Q) ANBePQ)
4. ANB=AUB
5. AUB=ANB
6. AN(BUC)=(ANB)U(ANC), AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

2.1.4 Opérations sur les événements

Les opérations sur les ensembles ont une interprétation en matiére d’événements.
A C B : la réalisation de A implique celle de B.
AU B désigne ’événement “A ou B”, il se produit si au moins un des événements est réalisé.

AN B désigne 'événement “A et B”, il se produit si A et B sont tous les deux réalisés.

e

Soient deux parties disjointes A et B, c’est-a-dire telles que AN B = (). Les événements A et B sont
dits incompatibles.

5. Soit un systéme d’événements A;, i € I. Les événements A; sont dits globalement incompatibles

el
Remarque 2.1.1 Siles A; sont deux & deux incompatibles alors ils sont globalement incompatibles,
par contre la réciproque est fausse.

Exemple 2.1.2 Avec 3 événements A;, Ay et As :

(05

FIGURE 2.1

on a donc bien A1 N A2 N Ag = () mais A; N Ay # 0, ce qui illustre la remarque précédente.

2.2 Probabilité

2.2.1 Axiome de probabilité

Soient une expérience aléatoire et €2 I'univers associé, P(€2) 'ensemble des événements. On définit une
probabilité comme une application qui & un événement associe un nombre qui mesure les chances de réalisation
de cet événement. Mathématiquement parlant, une probabilité est une application

p: P(Q) — R*
A — p(A)e[0;1]
On dit que p(A) est la probabilité de I’événement A. L’application p vérifie les axiomes suivants

1. p(2) =1

2. si AN B = () (les événements sont incompatibles) alors p(A U B) = p(A) + p(B).

Remarque 2.2.1 Le couple (£2, P(£2)) est probabilisé par la définition de la probabilité p. Pour probabiliser

(Q,P(9)), il existe une infinité de probabilités possibles. Le choix de la probabilité résulte d’hypothéses faites
sur ’épreuve aléatoire.
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2.2.2 Conséquences

1.

p(®) =0
Preuve : Ona QU@ =0 et 0N O =0 donc p(0) = p(d) + p(0) = p(d) = 0. u

Preuve
ANA= _
AOAZ 0 | ) =1 =)+ (D .

|AC B=p(A) <p(B)|
Preuve :

AU(B—-A)=b
AN(B-A)=10

} = p(B) = p(A) + p(B — A). Comme p(B — A) € Rt on a p(A) < p(B). ]

.‘ACQ:>OSP(A)§1‘

Prewve : ) C A C Q= p(0) < p(A) < p(Q) donc 0 < p(A4) <1. ]

[P(AUB) =p(4) +p(B) —p(AN B)|

Preuve :
AUB=BU(A/B) _ o N .
B(A/B) =10 = p(AUB) = p(B) + p(A/B) d’aprés le deuxiéme axiome de la probabilité,

B T S D

p(AUB) —p(B) = p(A/B) = p(A) — p(AN B) donc p(AU B) = p(A) + p(B) — p(AN B). n

[D(AUBUC) = p(A) + p(B) +p(C) = p(AN B) = p(ANC) = p(BNC) + p(AN BN C)|

Preuve : En posant BUC = X on obtient p(AUBUC) = p(AUX) = p(A)+p(X)—p(ANX) d’apreés le ré-
sultat précédent. Or p(X) = p(BUC) = p(B)+p(C)—p(BNC) et ANX = AN(BUC) = (ANB)U(ANC).
Par conséquent, p(ANX) = p(ANB)+p(ANC)—p(ANBNANC) = p(ANB)+p(ANC)—p(ANBNC).
En remplagant cette expression dans p(A U B U C) on obtient 1'égalité. ]

Remarque 2.2.2
— Dans le cas ou les événements A, B et C sont incompatibles deux & deux, on obtient

[P(AUBUC) = p(4) +p(B) +p(C) |

— On peut généraliser cette propriété a n événements incompatibles deux a deux

D (U A,») = Zp(AZ-) avec A; N Aj =0 pour i # j

iel el

2.3 Ensembles probabilisés

2.3.1 Ensembles finis probabilisés

1. Soit £2 un ensemble fini de cardinal n € N* donné par :
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Q= {w,wa,...,wy}
On définit une probabilité de la fagon suivante

. pzzp({wi}) >0

=1

Remarque 2.3.1 Si A est une partie de Q, p(A) = Z p ({wi}).
’wz‘GA

2. On dit qu’on a équiprobabilité sur () si tous les événements élémentaires ont la méme probabilité,
autrement dit si

p{wi}) =p({w2}) = ... = p({wn}).

Remarque 2.3.2 Si on a équiprobabilité sur € alors, d’aprés la définition d’une probabilité, on a

p({wi}) = p({w2}) = ... = p({wn}) = %

et, pour tout événement A,

k. Card(A)

PA) =0 = Gard@)

ou, on le rappelle, Card(A) désigne le nombre d’éléments contenus dans ’ensemble A.

Remarque 2.3.3 Considérons l'expérience aléatoire qui consiste & lancer un dé cubique. Supposons
que le dé soit équilibré (ou non truqué ou non pipé), dans ce cas, si p; est la probabilité d’obtenir la
1

faceiavecie{1,2,...,6},p1:p2:p3:p4:p5:p6:6,

. . . 3 L
Soit A I’événement “le numéro de la face supérieure du dé est pair”. Alors p(A) = — de par ’équipro-

babilité des événements élémentaires. En effet, p(4) = p({2} U {4} U {6}) = p({2}) + p({4}) + p({6})
car les événements (¢lémentaires) {2}, {4} et {6} sont incompatibles deux & deux.

2.3.2 Ensembles infinis dénombrables probabilisés

Un ensemble 2 est un ensemble dénombrable infini s’il existe une bijection de N ou de N* dans 2. Il
peut s’écrire sous la forme :

Q:{wl,wg,wg,...,wn, ...... }

On définit une probabilité p sur (2, P(£2)) en attribuant a chaque w; une probabilité p; = p({w;}) > 0 telle

que Zpl- =1.

1EN*

Exemple 2.3.1 On réalise une expérience qui n’a que deux issues possibles (I’échec ou la réussite) jusqu’a
ce qu’elle réussisse. On s’intéresse au nombre de réalisations nécessaires a la réussite. Ce nombre est variable,
Q) = N* donc 2 est un ensemble infini dénombrable.

1
ey = p({1}) = 3 la “réussite” apparait lors de la premiére réalisation,
1 1
ey = p({2}) = 3X5 =1 la “réussite” apparait lors de la deuxiéme réalisation,
"' /1 "
ep, = p({n}) = 2) <2> = <2> , la “réussite” apparait lors de la n-iéme réalisation

donc les(n — 1) premiéres réalisations ont donné un “échec”
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. 1 [/1)\° 1\"
A1ns1,2pi:§+ 5 + ...+ 3 + ..

1EN*

Pour déterminer cette somme, on rappelle la formule

n
1
En effet, Z p; est la somme des n premiers termes d’une suite géométrique de raison 7
i=1
1

] 1 n+1 ' n 1 % 5
De plus, nlggo <2> = 0 donc Z Di = ngl—ir-looz <2> = 171 =1.

ieN* i=1
2

2.4 Probabilité conditionnelle

2.4.1 Définition

1. Etant donné un espace probabilisé (Q, P(£2), p), A étant un événement de probabilité non nulle, consi-
dérons 'application notée p4 telle que

pA : P(Q) — RJF

X o pax) < 2ANX)

p(A)

2. L’application p4 est une probabilité. En effet,

() PAND) ()

p(4)  p(4)
N  PAN(XUY))
e SiXNY =0, pa(XUY)= o(A)

(ANY)et (ANX)N(ANY)=ANXNY =XNY = 0. Par conséquent,
p(ANX)+p(ANY) pAnX) plANY)
palX UY) p(A) P )
Finalement, si X NY = 0 alors pa(X UY) = pa(X) 4+ pa(Y).

mais on peut remarquer que AN (XUY)=(ANX)U

ANX
3. pa(X) = p((A)) est encore notée p(X/A) et est appelée probabilité conditionnelle de X sachant
p

A ou probabilité de X sachant A ou probabilité de X une fois A réalisé.

Remarque 2.4.1
— L’application p4 est une probabilité, elle vérifie donc les propriétés de la probabilité, en particulier
e pa(®)=0
e pa(X)+pa(X) =1
— Sip(A) # 0 et p(B) # 0 alors

B p(AN B)

p(ANB)
p(B)

[p(AN B) = p(A) x p(B/A) = p(B) x p(4/B)]

— Pour trois événements A, B et C, on a :

p(A) x p(B/A) x p(C/AN B) = p(A) x

= p(B/A) et pp(A) = = p(A/B)

Donc

p(BNA) " p(ANBNCO)
p(4) p(ANB)




16 CHAPITRE 2. LA PROBABILITE

donc

(P(ANBNC) =p(A) x p(B/A) x p(C/ANB)]

2.4.2 Exemple

Un technicien doit régler de toute urgence un probléme électrique sur une machine. La partie défaillante
étant hors de vue mais pas hors d’atteinte, notre réparateur a la possibilité de déconnecter 3 fusibles noirs
(numérotés Ny, No, N3) et 2 fusibles rouges (numérotés Ri, Rg), indiscernables au toucher malheureusement
pour lui. Il doit déconnecter deux fusibles rouges successivement pour régler le probléme.

On a les éventualités suivantes :

(N1, R1) 5 (N1, R2) 5 (N2, R1) 5 (Nay Ro) 5 (N3, Ri) 5 (N3, Ro) 5 (Ri, N1) 5 (Ra, N1) 5
(R1,N2) ; (R2,N2) ;5 (R1,N3); (R2,N3); (Ri,R2) ;5 (Ni,N2) 5 (Ni,N3); (N2, N3) ;
(R2,Rq) ; (N2,N1) 5 (N3, Ni) 5 (N3, Na)

On dénombre donc 20 résultats possibles. On peut retrouver ce nombre en utilisant des techniques de dé-

nombrement : notre probléme peut étre asssimilé & un arrangement d’ordre 2 des 5 fusibles. On en dénombre
5!
2 _ 9 _ _
A5—3! =5 x4 = 20.
e On considére les événements :

)

— A : “déconnecter un fusible rouge au premier essai”.

— B : “déconnecter un fusible rouge au second essai”.

2 2 1 2 1 2
On a p(A) = 57 p(A M B) = g X Z = % = 1707 p(B) = % = 5 Ainsi, en utﬂisant la déﬁnltlon de la.
ANB on 1
probabilité conditionnelle, p(B/A) = p(p(jl)) = % =71

20
e Sans utiliser la définition de p(B/A), 'événement A étant réalisé (on a déconnecté un fusible rouge au
premier essai) dans les 8 cas suivants

(R, N1) 5 (R1, N2) 5 (R1,N3) 5 (Ra, Re) 5 (N1, Ra) 5 (N2, Ry) 5 (N3, Ra) 5 (Re, Ra),
quelle est la probabilité de B? p(B/A) = = = 1 c’est-a~dire que sur les 8 cas de réalisation de A, 2 cas
donnent la réalisation de B, les cas (R1, R2) et (Rz, R1).

2.4.3 Indépendance en probabilité

1. Etant donné un espace probabilisé (Q,P(2),p), on dit que deux événements A et B sont indépendants
si et seulement si

[p(ANB) =p(4) x p(B)|

2. Propriétés équivalentes : Si p(A) # 0 et p(B) # 0,
— les événements A et B sont indépendants si et seulement si p(A) = p(A/B) < p(B) = p(B/A),

— la réalisation de A n’influence pas B ; de méme la réalisation de B n’influence pas A.

Remarque 2.4.2 On ne confondra pas “indépendance en probabilité” et“événements incompatibles”
qui se traduisent respectivement par p(AN B) = p(A)p(B) et AN B ={).

3. Généralisation : Trois événements sont dits globalement indépendants en probabilité s’ils sont deux
4 deux indépendants en probabilité c’est-a-dire si
e p(ANB)=p(A)p(B)
e p(BNB) =p(B)p(C)
e p(ANC) =p(A)p(C)
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4. Soient A et B deux événements indépendants alors A et B sont indépendants.
En effet p(AN B) = p(B) x p(A/B) or p(A/B) =1 — p(A/B) donc p(AN B) = p(B)[1 — p(A/B)] =
p(B)[1 — p(A)] car A et B sont indépendants. Enfin, p(A N B) = p(B)p(A) ce qui signifie que A et B
sont indépendants.

Remarque 2.4.3 Il en est de méme pour A et B, A et B.

Une formation en Master GSI compte 4 garcons et 6 filles en premiére année, 6 garcons
en seconde année. Combien doit-il y avoir de filles de seconde année si 'on veut que “sexe” et “année” soient
des facteurs indépendants lors du choix au hasard d’un étudiant ?

2.4.4 La formule de Bayes

1. Soient (£2,P(€2),p) un espace probabilisé et un systéme complet d’événements Bi, Ba, ..., B, deux &
deux incompatibles (B; N B; = () pour i # j et U B; =), on dit que les (B;);er forment une
partition de . i€l

Soit A un événement de probabilité non nulle, on peut alors écrire la formule de Bayes donnant la
probabilité pour que B; se réalise sachant A :

p(Bi) x p(A/Bi)
> p(Bj) x p(A/By)

Jjel

p(Bi/A) =

Preuwve : A=ANQ=AnN (UBZ> :U(AﬂBi).Deplus,(AﬂBi)ﬂ(AﬂBj):Aﬂ(BiﬂBj):Aﬂ@

iel iel
pour i # j. Par conséquent, p(A) = Zp(A N B;) Zp ) x p(A/B;). Or on sait que p(B;/A) peut
el el
p(ANB;)  p(B;) x p(A/B;)

d’ou la formule de Bayes. [ |

s’écrire sous la forme p(B;/A) =

p(4) p(4)
2. Dans le cas d’un systéme complet de deux événements By et By (B1 N By =), B1 U By =),
B A/B

o p(B1/A) = p(B1) x p(A/B1)

p(B1) x p(A/Bi1) + p(B2) x p(A/Bz)
p(B2) x p(A/Bs)

p(B2) x p(A/Bs) + p(B1) x p(A/Bi)
3. Dans le cas d’un systéme complet de trois événements By, Bg et By (B1 N By = Bo N By = By N By =

0, By UByU B3 =), on a par exemple

p(B2/A) =

p(B1) x p(A/By)

PA) = B X p(ATBY) + p(B2) % p(A/Ba) + p(Bs) X p(A/Bs)

On suppose que les essais d'un test médical sur une population ont conduit a admettre
pour un individu les probabilités suivantes, le test servant & dépister une certaine maladie.

— Probabilité pour qu'un malade ait un test positif (donc probabilité pour que le test soit positif sachant
que la personne est malade) : p(T'/M) = 0, 95.
— Probabilité pour qu'un non-malade ait un test négatif (donc probabilité pour que le test soit négatif
sachant que la personne est saine) : p(T'/M) = 0, 95.
— Probabilité pour qu'un individu soit atteint de la maladie p(M) = 0,01.
Quelle est la probabilité pour qu’un individu qui a donné lieu & un test positif soit atteint de la maladie ?

=0
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2.5 Exercices

On mesure les longueurs des boulons d’une certaine boite de 100.

On obtient les résultats suivants :

Longueur [4;4,2] [4,2;4,4] [4,4;4,6] [4,6;5]
en cm
Effectifs 17 24 bl i

On tire au hasard un boulon. Calculez les probabilités des événements suivants :
1. Le boulon mesure moins de 4,2 cm.
2. Le boulon mesure plus de 4,4 cm.

Un boulon est utilisable si sa longueur est comprise entre 4,2 et 4,6 cm.
3. Quelle est la probabilité qu’un boulon soit utilisable ?

4. On achéte 50 boites de 100 boulons. Combien peut-on espérer de boulons utilisables ?

Deux ateliers, notés A et B, d’'une méme entreprise produisent chaque jour respectivement
1000 et 800 puces électroniques d’un méme modeéle. 2% des piéces produites par l'atelier A et 3% des piéces

produites par I'atelier B sont défectueuses.

1. Complétez le tableau suivant qui décrit la production journaliére .

Nombre Nombre
de puces de puces non | Total
défectueuses | défectueuses

Nombre de
puces produites
par atelier A

Nombre de
puces produites
par 'atelier B

Total 1800

2. Un jour donné, on choisit au hasard une puce parmi les 1800 puces produites par les deux ateliers. On
est dans une situation d’équiprobabilité. On considére les événements suivants :
A : “la puce choisie provient de I'atelier A”,
B : “la puce choisie provient de 'atelier B”,
D : “la puce choisie est défectueuse”,
D : “la puce choisie n’est pas défectueuse”.
Déterminez exclusivement & ’aide du tableau précédent les probabilités suivantes :

(a) p(D), p(AN D), p(A/D).
(b) p(D), p(BN D), p(B/D).
3. Vérifiez que p(A N D) = p(A/D) x p(D) et que p(BN D) = p(B/D) x p(D).

Dans un lot de piéces fabriquées, il y a 3% de piéces défectueuses. Le mécanisme de controle

des piéces est aléatoire. Si la piéce est bonne, elle est acceptée avec une probabilité de 0,96 et si elle est
défectueuse elle est refusée avec une probabilité de 0,98. Calculez les probabilités suivantes :
Ppo : pour qu’une piéce soit mauvaise et acceptée,
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p1 : pour qu’il y ait une erreur dans le controle,
P2 : pour qu'une piéce soit acceptée,
ps3 : pour qu'une piéce soit mauvaise, sachant qu’elle est acceptée.

Trois machines A, B et C produisent respectivement 60%, 30% et 10% de la production
des piéces d'une entreprise. La machine A (respectivement B et C) produit 2% (respectivement 3% et 4%)
d’objets défectueux.

1. On choisit une piéce au hasard a la sortie de 'usine. Calculez la probabilité de I’événement : “La piéce
est défectueuse”.

2. On choisit une piéce au hasard a la sortie de l'usine et on voit qu’elle est défectueuse. Calculez la
probabilité de I’événement : “Cette piéce a été fabriquée par la machine B”.

Monsieur et Madame A ont quatre enfants. On suppose que la probabilité de naissance d’un
garcon est la méme que celle d’une fille. Calculez la probabilité des événements suivants :

: “Monsieur et Madame A ont quatre filles”,

: “Monsieur et Madame A ont trois filles et un garcon”,

: “Monsieur et Madame A ont deux filles et deux gargons”,

: “Monsieur et Madame A n’ont pas de fille”,

: “Monsieur et Madame A ont au moins une fille”,

: “Monsieur et Madame A ont au moins une fille et un garcon”.

HTEHOQm

Soit (€2,.A,p) un espace de probabilité et soient A € A et B € A tels que

p(ANB) = }

p(A) =, p(B)= z

37

Calculez p(AU B), p(A), p(B), p(AN B)

=
N
c
5
=1
N
S
5

Exercice 31| Une urne contient cing boules, trois rouges, numérotées 1, 2, 3 et deux noires, numérotées 1
et 2. On tire au hasard et simultanément deux boules de cette urne. Les tirages sont équiprobables.

1. Quelle est la probabilité de I'événement A : “les deux boules tirées sont de la méme couleur ” ?

2. Quelle est la probabilité de I'événement B : “la somme des numéros portés sur chacune des deux boules
tirées est égale & 377

3. Quelle est la probabilité de B sachant que A est réalisé?

Une urne A contient 4 boules rouges et 2 boules bleues. Une urne B contient 5 boules rouges
et 6 boules bleues et une urne C contient 1 boule rouge et 9 boules bleues. On jette un dé parfait numéroté
de 14a6.

— Si le résultat est impair, on tire au hasard une boule de A.
— Si le résultat est 2’ ou ’4’, on tire au hasard une boule de B.
— Si le résultat est 67, on tire au hasard une boule de C.
Sachant que la boule tirée est bleue, quelle est la probabilité qu’elle ait été tirée de 'urne C?

Dans un jeu de 52 cartes, on choisit simultanément 3 cartes.

1. Déterminez le nombre de tirages possibles.

2. Calculez la probabilité des événements suivants :
A : “le tirage contient le roi de coeur”,
B : “le tirage contient un roi exactement”,
C : “le tirage contient un coeur exactement”,
D : “le tirage contient deux coeurs dont le roi”,
E : “le tirage contient au moins un coeur” (pensez au complémentaire),
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F: “le tirage contient exactement deux coeurs et exactement un roi”.

On tire 3 boules d'un sac contenant 9 boules : 4 vertes, 3 rouges, 1 blanche et 1 noire

1. successivement avec remise. Calculez la probabilité des événements suivants :
: “le tirage contient 3 boules vertes”,

: “le tirage ne contient aucune boule rouge”,

: “le tirage contient 3 boules blanches”,

: “le tirage contient dans cet ordre : 2 boules vertes et 1 boule rouge”,

: “le tirage contient 2 vertes et 1 rouge”,

: “le tirage contient 1 verte, 1 rouge et 1 noire”.

SO QW

2. Mémes questions si le tirage se fait successivement sans remise.

3. Mémes questions si le tirage se fait simultanément.



