MASTER 1 - Métiers de L’Enseignement en Mathématiques La Mi-Voix - ULCO

ANALYSE 2 Décembre 2012 - Controle Terminal, Session 1, Semestre 1
Durée de I’épreuve : 3h00 Documents interdits. Calculatrice autorisée.

(Les deux exercices sont indépendants. Un soin tout particulier sera apporté a la rédaction des réponses)

Correction :

1. 10,5pt | Sur [0, g], la fonction sinus est positive donc I,, est positive.
0,5pt | De plus sin(x) < 1 donc la suite (sin™(z)),, est décroissante et (I,), également.

2. Inio = /2 sin(z) sin" ™! (z)dz. En posant u/(z) = sin(x) et v(x) = sin®T!(x) et en intégrant
0

par parties nous obtenons

Jus

Into=(n+1) /2 (1 —sin?(z)) sin"(x)dz = (n + 1)I,, — (n + 1) 42
0
Donc (n+2)L,42 = (n+ 1)I,,.
Un petit calcul donne Iy = g et I = 1. Donc par récurrence pour n pair nous obtenons que
13...(n—1)=w
=27
24...n 2
et pour n impair :
I = 2.4...(n—1).
1.3...n

1

Avec le changement de variable = = cos(u), on montre assez facilement que / (1—2*)"dx =
-1

1 0 z
2/0 (1 —2*)"dx = 2/ (1 — cos®(u))™(— sin(u)du) = 2/0 sin? ! (u)du = 2I5,4 1.

™

2

3. Comme (1I,,) est décroissante alors I,,19 < Iny1 < I, en divisant le tout par I, > 0 nous

1 1, Ji 1
nt2 < ntl < 1. Mais nous avons déja calculé nt2 _ 1 +

"1 tend vers +1let I, ~ It

n

obtenons qui tend vers 1 quand n

tend vers l’infini. Donc

4. Lorsque l'on calcule (n+ 1)1, 1,41 a l’aide des expressions explicitées a la deuxiéme question,

T
nous obtenons une fraction qui se simplifie presque complétement : (n+ 1)1, 1,11 = 5 Maintenant

T s
I ~ I, x1I — ~ — d I, ~ 2
X Antl = 2(n+1) 2n one \ 2n
1.3. (2n+) /
. | 1pt 1 —I (2 1 .

Correction :
1. v/0 =0 et v/1 = 1 sont entiers. Soit n un entier supérieur ou égal & 2. Supposons que /n soit

a
rationnel. Il existe alors deux entiers naturels non nuls a et b tels que n = 7 ou encore tels que

2

n = b—z Si b =1, alors \/n = a est un entier. Si b > 2, tout facteur premier de a® ou de b? apparait

avec un exposant pair dans la décomposition primaire de a? ou de b2. Il en est de méme pour tout

facteur premier de n = ce qui signifie que n est un carré parfait ou encore que y/n est un entier.

2
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On a montré que si y/n est rationnel, alors \/n est entier. Par contraposition, si v/n n’est pas entier,
alors y/n est irrationnel.

2. Soit p un nombre premier. p est en particulier un entier supérieur ou égal a 2. Montrons que
/P n’est pas entier. Dans le cas contraire, il existe un entier naturel n > 2 tel que \/p = n ou encore
tel que n? = p. Cette égalité est impossible par unicité de la décomposition en facteurs premiers
car le nombre premier p apparait avec un exposant pair dans le premier membre de cette égalité
et avec un exposant impair dans le second. Donc /p n’est pas entier ce qui implique d’apres la
question précédente que /p est irrationnel.

In(2) In(2)
3. | 1pt t éel strict t itif. S it ti 1 strict t itif.
n(3) est un réel strictement positif. Supposons que |- 3) soit un rationnel strictement positi
Il existe deux entiers naturels non nuls a et b tels que
In(2) a bn(2
=~ & bIn(2) = aln(3) & LN = a0 o o0 — 30,
@) b n(2)=aln(3) e e
Cette égalité est impossible par unicité de la décomposition en facteurs premiers car 2 et 3 sont des
In(2
nombres premiers et a,b > 0. Donc lng 3; est irrationnel.
n
4. (a) e |0,5pt|Pour tout entier naturel non nul n, uy,41 —u, = CE > 0. Donc la suite (uy,)nen+
est strictement croissante.
° Pour tout entier naturel non nul n,
1 1 1 nn+1)+n—(n+1)>
Un+1 — Un + - =
m+1)! (n+1)(n+1)! nnl n(n+1)(n+1)!

- T nn+1)(n+1)! <0
Donc la suite (vy,)nen+ est strictement d(icroissante.
. Enfin, nETm(vn — Up) = nll}al_loo pov B 0.
Finalement, les suites (uy)nen €t (vp)nen sont adjacentes. La suite (uy,)pen tend vers e
en croissant strictement et donc pour tout entier naturel non nul n, u, < e. La suite (v, )pen a
meéme limite que la suite (uy,)nen et donc la suite (vy, )nen tend vers e en décroissant strictement.

On en déduit que pour tout entier naturel non nul n, v, > e. On a montré que
Vn e N*, u, < e < v,
En particulier, u, < e < vy.

(b) Soit ¢ € N*. D’apres la question précédente, ¢! X ¢ X uqg < ¢! x ¢ x e < q! X g X vg, ce qui
s’écrit encore

q q
q! | q!
qE H<p><q.<1+qg R
k=0 k=0

! K|
Pour tout entier k& € {0,...,q}, % est un entier et donc qz% est un entier. Ainsi, I'entier

k=0
p X q! est strictement compris entre deux entiers consécutifs. Ceci est une contradiction et il

était donc absurde de supposer e rationnel. On a donc montré que e est irrationnel.

Correction :

e 2
1. (a) |0,5pt | Pour tout réel ¢, g(t) = Nors La fonction g est continue sur R et paire. De plus, pour

+2

tout réel ¢, g(t) > 0. On a

~altynfa(0) = =

ﬁ n In(27)
2 2 ’
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(b)

La fonction t — —g(t)In(g(t)) est continue sur R et paire.

2

e 2
1pt| Soit A > 0. Les deux fonctions t — —
r

[0, A]. On peut donc effectuer une intégration par parties et on obtient

t
et t — 3 sont de classe C! sur le segment

t2 2 t2 A
A2 =3 At tem T e 2 t 1 [Ye 2
——dt = — X ———dt = | — X — + = dt
0o 2427 0 2  orm Vor 2 2 Jo V2w

0

2 2
_ _e® ><A+1/Aet2dt
Vor o 2 0 2 )y 2%
0,5pt | Maintenant, il est admis dans 1’énoncé que la fonction g est intégrable sur R et que
A2

/+OO (t)dt L /+oo (t)dt L Quand A tend vers 400 c
= =_. v , ———
o TR TP Vam

théoréme des croissances comparées et donc quand A tend vers +oo, on obtient la convergence

X o) tend vers 0 d’apres un

—+00 t2 efg
dt :

et la valeur de —
/0 22r

/+oo +2 6_§ g 1 /—l-oo e—édt B 1
o 2v2r  2)o Vor o 4
0,5pt | Mais alors
2 2
oo o= In(27) [+o° e T 14 1In(27)

H(g) = —
(9) N mdt-i' > | mdt 5

Soit A > 0. Pour tout réel = € [0, +o00|, h(x) = Ae™** > 0 puis
—h(z)In(h(z)) = —Ae M In(Ae ) = —In(A\)Ae ™ + N2ze A7,
La fonction z — —h(z)In(h(x)) est continue et intégrable sur [0, +o0].
Soit ensuite A > 0. Les deux fonctions z — —e™*® et x + x sont de classe C' sur le

segment [0, A]. On peut donc effectuer une intégration par parties et on obtient

A A A
/ Nre Mdr = A (/ er_’\xda:> = <[—$e_)‘m]64+/ e_’\xdx>
0 0 0
= AMe MMy
—+00
-0,5pt Quand A tend vers 400, on obtient / e Mdr = 1.
0
Par suite,

+o0o +o00o
H(h) = - 1H(A)/ Ae M da +/ Nze Mdr =1 — In()).
0 0

0,5pt | Soit > 0. Pour y > 0, on pose f(y) = zln(z) + y — x — xIn(y). f est dérivable sur
10, +00[ et pour y > 0,
-

/ o _Ezy
fly) =1 ;

1! est strictement négative sur |0, z[ et strictement positive sur |z, +oo[ puis f est strictement
décroissante sur )0, x| et strictement croissante sur [z, +oo[. Par suite, f admet un minimum
global strict en x égal a

T

f(z) =zIn(z)+ 2 — 2 —zln(zx) =0.
On a montré que pour tous réels strictement positifs = et y, zln(y) < zln(z) + y — x avec
égalité si et seulement si y = x.

, x
1,5pt | Ecrivons la continuité de f en xzg avec € = f(20> > 0 : il existe § > 0 tel que pour

tout x € [zg — J,z0 + d] on ait |f(x) — f(zo)| < e. Avec notre choix de € cela donne pour

f(x0)
2

b
x € [xg — 0,0 + d] Vinégalité f(z) > . Pour évaluer / f(x)dz, nous scindons cette
a

intégrale en trois morceaux, par linéarité de I'intégrale :
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/abf(x)d:z = /;0_6 f(z)dz + /:OH f(x)dz + ' f(z)dx

0—9 z0+9
zo—0 b
Comme f est positive, par positivité de I'intégrale, on a/ f(z)dx > 0et f(x)dx > 0.
a zo+0

z0+0 x0+0
Pour le terme du milieu, on a f(z) > f(;’o) donc / f(z)dz > / f(;o) dx = 25f(;70)
zo—9 zo—0
(pour la derniere équation on calcule juste l'intégrale d’une fonction constante!). Le bilan de

b
tout cela est que / f(z)dx > 25f(§0)

si elle est strictement positive en un point alors / f(x)dx > 0. Par contraposition, pour une
fonction continue et positive, si / f(x)dx =0 alors f est identiquement nulle.

(a) o |0,5pt | La fonction t — tg(t) est continue sur R, négligeable en +o00 ou —oo devant . Par
suite, la fonction ¢ — tg(t) est intégrable sur R. Puisque la fonction t +— tg(t) est 1mpa1re
+0o0
on a / tg(t)dt = 0.
e .
e | 0,5pt | La fonction ¢ — t2g(t) est continue sur R, négligeable en 400 ou —oo devant 2 Par

suite, la fonction ¢ + t2g(t) est intégrable sur R.

+o0 ) +o0 t2 -5 1
D’apres le calcul de la question 1.(a), / t*g(t)dt = 4/ © 2 dt=4x-=10na
0 2o 4

—00

bien montré que g € N.

(b) Soit f e N.

400 +o0 +oo T
@+ [ rements = [ - e = [ @) - 1) (- - guen) e

+oo
Done, H(g) = — /_ F(z) In(g(x))da.

) o [0,5pt| Soit f € N.
+0o0
Hig) = - / £(2) In(g(x))dx

—00

+o0
> / (f(x)In(f(z)) + g(x) — f(x))dz(d’apres la question 2.(a))

700 +oo +oo
— )+ [ gla)ds - / @y = H(P) + 11 = (),
° De plus,
. H(g)=H(f) & H(g) — H(f) =
/ @m(F(a) ~ f@)nla(@) + o) — Fla))dz =0,
) — £(@) In(g(x)) + g(x) — f() est

D’apres la question 2.(a), la fonction z +— f(x)In(f(x)
continue et positive sur R. Soit [a,b] un segment de R. On a alors :

b
0< / (F(@)In(f(x)) — F(2) In(g(x)) + g(z) — f(z))dz <
+oo
/ (F(@) n(f(x)) — f(z) m(g(x)) +g(x) — f())dz = 0.

—0o0

b
Donc, / (f(x)In(f(x))— f(x)In(g(x)) + g(z) — f(z))dx = 0 puis, d’apres la question 2.(b),
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pour tout = € [a,b], f(z)In(f(x)) — f(z)In(g(x)) + g(x) — f(z) = 0. Mais alors d’apres
la question 2.(a), pour tout z de [a,b], f(x) = g(x). Ceci étant vrai pour tout segment
[a,b] de R, on a montré que si H(f) = H(g), alors f = g. Réciproquement, si f = g alors
H(f)= H(g) et on a montré que Vf e N, H(f)=H(g9) < f =g.
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