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ANALYSE 2

Fiche de Mathématiques 10 - Équations différentielles.

1 Équations différentielles d’ordre 1 sur E

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur R. Une norme sur E est une application de E dans R+,
x 7→ ‖x‖ telle que, pour tout λ ∈ K, et tous x, y ∈ E,

‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖, ‖λx‖ = |λ|‖x‖, ‖x‖ = 0⇒ x = 0.

Définition 1.1 Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie, U un ouvert de R × E, et f : U → E, une
application continue. L’équation différentielle d’ordre 1 définie sur U par f est l’équation

y′ = f(t, y). (1)

Une fonction y : I → E, définie sur l’intervalle réel I, est une solution de (1) si y est dérivable, et si, pour tout t
de I, le point (t, y(t)) appartient à U et y′(t) = f(t, y(t)).

Théorème 1.1 (Théorème d’unicité de Cauchy)
On suppose f non seulement continue, mais de classe C1. Si y1 et y2 sont deux solutions de l’équation différentielle
(1) définies sur des intervalles ouverts I1 et I2, qui co’̈ıncident en un point t ∈ I1 ∩ I2, alors y1 et y2 cöıncident
sur I1 ∩ I2.

Théorème 1.2 (Existence locale des solutions)
On suppose f de classe C1. Soit (t0, y0) ∈ U . Il existe alors un intervalle ouvert I contenant t0 et une solution
y : I → E de l’équation (1) telle que y(t0) = y0.

1.1 Équations différentielles linéaires

Si E est un espace vectoriel réel de dimension finie n, muni d’une norme E, l’espace vetoriel End(E) des
endomorphismes de E est aussi un espace vectoriel de dimension finie n2. Soit t 7→ u(t) une fonction d’un intervalle
réel I dans End(E), et pour tout t ∈ I, A(t) = (ai,j(t))i,j la matrice de u(t) dans la base (e1, e2, . . . , en). Pour
que u soit une application continue de I dans End(E) il faut et il suffit que chacune des fonctions t 7→ ai,j(t) soit
continue pour i, j (1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n).

Définition 1.2 Soit I un intervalle réel et E un espace vectoriel normé de dimension finie, A : I → End(E) une
application continue (autrement dit, A est un endomorphisme de E, qui dépend continûment du temps), et enfin
B : I → E une application continue. On note

Y ′ = A(Y ) +B ou encore Y ′ = AY +B (2)

l’équation différentielle définie par l’application

f : I × E → E, (t, Y )→ A(t)(Y ) +B(t).

Une telle équation est appelée équation différentielle linéaire définie sur I. Si B = 0, on dit que l’équation est
homogène. Les solutions de l’équation (2) sont donc les fonctions Y : I → E telles que Y ′(t) = A(t)(Y (t)) +B(t).

Théorème 1.3 (Théorème d’existence globale et d’unicité).
Soit l’équation linéaire (2) de la Définition 1.2 Quelle que soit la condition initiale (t0, y0) ∈ I × E, il existe une
unique solution définie sur I tout entier qui prend la valeur y0 en t0.

Remarque 1.1

1. Contrairement au cas d’une équation différentielle non linéaire, la continuité de f suffit ici à assurer l’existence
et l’unicité des solutions.

2. De plus, toute solution sur un sous-intervalle de I se prolonge en une solution définie sur I tout entier, ce qui
est en général faux pour une équation non linéaire.
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1.2 Équation linéaire homogène

Théorème 1.4 Soit y(t) une solution de l’équation linéaire homogène Y ′ = AY définie sur I. S’il existe t0 ∈ I
tel que Y (t0) = 0, alors Y est identiquement nulle.

Théorème 1.5 Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie n, I un intervalle ouvert de R et l’équation
différentielle linéaire homogène définie sur I × E.

Y ′ = AY, (3)

1. L’ensemble des solutions de (3) est un espace vectoriel de dimension n.

2. Soient Y1, Y2, . . . , Yn des solutions de l’équation (3), et t0 ∈ I. Pour que les fonctions Y1, Y2, . . . , Yn soient
linéairement indépendantes il faut et il suffit que les vecteurs Y1(t0), Y2(t0), . . . , Yn(t0) soient linéairement
indépendants dans E. Si cela est vérifié, alors Y1(t), Y2(t), . . . , Yn(t) sont linéairement indépendants pour toute
valeur de t. Lorsque que cette condition est vérifiée on dit que (Y1, Y2, . . . , Yn) est un système fondamental de
solutions de (3).

1.3 Équations linéaires numériques

Le cas des équations différentielles linéaires numériques est particulièrement simple. Leur résolution se ramène
à des calculs de primitives. Soit E = R ou E = C. Une équation différentielle linéaire numérique est une équation
de la forme

y′(t) = a(t)y(t) + b(t), (4)

avec a, b ∈ C(I,K).

Théorème 1.6 Soit l’équation linéaire homogène réelle y′(t) = a(t)y(t) définie sur l’intervalle I. La solution de
cette équation qui prend la valeur y0 en t0 est

y(t) = y0 exp

(∫ t

t0

a(t)dt

)
= y0 exp

(∫ t

t0

a(t)dt

)
. (5)

Méthode de variation de la constante, cas numérique.
Supposons que l’on connaisse une solution u non nulle (et donc jamais nulle) de l’équation homogène y′ = ay

associée à l’équation (4). Soit y une fonction quelconque définie sur I. Posons y = zu, c’est-à-dire z =
y

u
. On a

alors, y′ = z′u+ zu′, et l’équation (4) s’écrit encore

z′u+ zu′ = azu+ b

soit

z′u = z(au− u′) + b = b,

ou encore z′ =
b

u
. On en déduit z par intégration, puis y = zu.

Exercice 1 Prouver que toute solution de l’équation différentielle y′ + ex
2

y = 0 admet une limite nulle en
+∞.

Correction : On sait que toute solution s’écrit sous la forme

y(x) = keA(x) avec A(x) = −
∫ x

0

et
2

dt.

Or, pour t ≥ 0, on a et
2 ≥ 1 d’où l’on déduit que pour x ≥ 0,∫ x

0

et
2

dt ≥
∫ x

0

1dx = x.

On en déduit que A(x) tend vers −1 quand x tend vers +∞ et donc par composition et produit que y(x) tend vers
0 lorsque x tend vers +∞.

Exercice 2 Soient a, b : R → R deux applications continues de R dans R périodiques de période 1. À quelle(s)
condition(s) l’équation différentielle y′ = a(x)y + b(x) admet-elle des solutions 1-périodiques. Les déterminer.

Correction : La solution générale de l’équation s’écrit
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y(x) =

(
α+

∫ x

0

b(t)e−A(t)dt

)
eA(x)

où A(x) =

∫ 0

0

a(t)dt. Notons que

A(x+ 1) = A(x) +

∫ x+1

x

a(t)dt = A(x) +

∫ 1

0

a(t)dt,

et posons λ =

∫ 1

0

a(t)dt. On a ainsi :

y(x+ 1) =

(
α+

∫ 1

0

b(t)e−A(t)dt+

∫ x+1

1

b(t)e−A(t)dt

)
eA(x+1)

=

(
α+

∫ 1

0

b(t)e−A(t)dt+

∫ x

0

b(u+ 1)e−A(u+1)du

)
eA(x)+λ

=

(
α+

∫ 1

0

b(t)e−A(t)dt+

∫ x

0

b(u)e−(A(u)+λ)du

)
eA(x)+λ

= y(x) + (α(eλ − 1) + µeλ)eA(x)

où on a posé µ =

∫ 1

0

b(t)e−A(t)dt. Autrement dit, f est 1-périodique si et seulement si

α(eλ − 1) + µeλ = 0.

Si λ 6= 0, l’équation admet une unique solution 1-périodique, donnée par

α =
µeλ

1− eλ
.

• Si λ = 0 et µ = 0, alors toute solution est 1-périodique.
• Si λ = 0 et µ 6= 0, alors il n’y a aucune solution 1-périodique.

Exercice 3 Soient a, b : R → R deux fonctions continues avec a impaire et b paire. Montrer que l’équation
différentielle

(E) : y′(t) + a(t)y(t) = b(t)

admet une unique solution impaire.

Correction : Il y a deux clés pour résoudre cet exercice :
– toute fonction impaire vaut 0 en 0 ;
– l’équation différentielle (E) admet une unique solution y0 vérifiant y0(0) = 0.

Ceci montre déjà l’unicit : s’il y a une fonction y impaire solution de (E), elle vérifie y(0) = 0 et doit donc être
égale à y0. Réciproquement, on doit prouver que y0 est impaire. On va poser z(t) = −y0(−t). z est solution de (E).
En effet,

z′(t) + a(t)z(t) = y′0(−t)− a(t)y0(−t) = y′0(t) + a(−t)y0(t) = b(−t) = b(t),

car y0 est solution de (E), a est impaire et b est paire. z est donc solution de (E), et satisfait de plus z(0) = 0.
Ainsi, par unicité au problème de Cauchy, z est égale ‘a y0, et donc y0 est paire.
On pouvait aussi prouver que y0 est impaire, en cherchant à résoudre l’équation différentielle par la méthode usuelle
(solution de l’équation homogène à l’aide de l’exponentielle et d’une primitive de a, puis méthode de variation de
la constante).

1.4 Variation des constantes, le cas général

Le Théorème 1.6 ne s’étend pas à la dimension n > 1. On ne sait pas, en général, ramener la résolution
d’une équation linéaire homogène vectorielle à des calculs de primitives. Néanmoins, la méthode de variation de la
constante s’applique aussi à une équation différentielle linéaire non homogène (2) en dimension n, si on connâıt un
système fondamental (Y1, Y2, . . . , Yn) de solutions de l’équation homogène associée. La résolution de l’équation est
alors ramenée à des calculs de primitives. Supposons donc que l’on connaisse un sytème fondamental (Y1, Y2, . . . , Yn)
de solutions de l’équation homogène Y ′ = AY . On cherche la solution inconnue Y de l’équation non homogène
sous la forme Y = u1Y1 + . . .+ unYn, où u1, u2, . . . , un sont des fonctions numériques à déterminer. On a alors

Y ′ =

n∑
i=1

u′iYi +

n∑
i=1

uiY
′
i , (6)
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AY +B = A

(
n∑
i=1

uiYi

)
+B =

n∑
i=1

uiAYi +B =

n∑
i=1

uiY
′
i +B. (7)

De Y ′i = AYi et de (6) et (7) il résulte que Y ′ = AY +B si et seulement si

n∑
i=1

u′iYi = B (8)

Pour tout t, (Y1(t), Y2(t), . . . , Yn(t)) est une base de E, et (8) exprime que (u′1(t), u′2(t), . . . , u′n(t)) sont les coor-
données du vecteur B(t) dans cette base. On calcule donc les u′i pour i = 1, 2, . . . , n en résolvant le système linéaire
(8) aux inconnues u′1, u

′
2, . . . , u

′
n. Une fois explicités les u′i on en déduit u1, u2, . . . , un par intégration.

Exercice 4 Résoudre l’équation différentielle (E) : (1− t2)y′ − ty = 1.

Correction : Les points −1 et 1 sont des points singuliers c’est-à-dire qu’ils annulent le coefficient de y′. Soit I un
intervalle ne contenant ni −1 ni 1, on cherche alors une I-solution à savoir une solution dérivable sur I et vérifiant

l’équatin différentielle. On pose I1 =] − ∞;−1[, I2 =] − 1; 1[ et I3 =]1; +∞[. Pour t ∈ I, on a a(t) =
t

1− t2
et

b(t) =
1

1− t2
, les fonctions a et b sont continues sur I, les solutions de l’équation homogène (H) associée à (E)

sont les fonctions y définies sur I par :

y(t) = K exp

(∫
t

1− t2
dt

)
= K exp

(
−1

2
ln |1− t2|

)
=

K√
|1− t2|

.

La méthode de la variation de la constante permet de déterminer une solution particulière y0 définie sur I par

y0(t) =
K(t)√
|1− t2|

avec K une fonction dérivable sur I. On a :

∀t ∈ I, (1− t2)
K ′(t)√
|1− t2|

= 1.

On distingue deux cas :

– Si t ∈ I2 alors |1 − t2| = 1 − t2. Ainsi, K ′(t) =
1√

1− t2
et K(t) = arcsin(t) donc les I2-solutions sont les

fonctions y2 définies sur I2 par :

∃K2 ∈ R, ∀t ∈]− 1; 1[, y(t) =
K2 + arcsin(t)√

1− t2
.

– Si t ∈ I1 ou t ∈ I3 alors |1 − t2| = t2 − 1. Ainsi, K ′(t) = − 1√
t2 − 1

et K(t) = − ln |t +
√
t2 − 1|. Par

conséquent, les I1-solutions sont les fonctions y1 définies par :

∃K1 ∈ R, ∀t ∈]−∞;−1[, y1(t) =
K1 − ln |t+

√
t2 − 1|√

t2 − 1
.

Les I3-solutions sont les fonctions y3 définies par :

∃K3 ∈ R, ∀t ∈]1; +∞[, y3(t) =
K3 − ln |t+

√
t2 − 1|√

t2 − 1
.

Exercice 5 On considère l’équation différentielle suivante :

(E) : 2x(1− x)y′ + (1− x)y = 1.

1. Résoudre l’équation (E).

2. Montrer qu’il existe une unique ]−∞; 1[-solution de l’équation (E).

3. Existe t-il des R-solutions de l’équation (E) ?

Correction :

1. L’équation (E) admet deux points singuliers 0 et 1. Soit I un intervalle ne contenant ni 0 ni 1, on cherche
une I-solution. On pose I1 =]−∞; 0[, I2 =]0; 1[ et I3 =]1; +∞[. Les I-solutions de l’équation homogène (H) :
2xy′ + y = 0 sont les fonctions y définies sur I par :

y(x) = K exp

(
−
∫
dx

2x

)
= K exp

(
−1

2
ln |x|

)
=

K√
|x|

.

Déterminons une I1-solution particulière y0 de (E) telle que y0(x) =
C(x)√
−x

avec C une fonction dérivable sur

I1, on a :

4/14



2x(1− x)
C ′(x)√
−x

= 1⇔ C ′(x) =

√
−x

2x(1− x)
= − 1

2
√
−x(1− x)

.

D’où, C(x) = −
∫

dx

2
√
−x(1− x)

. On effectue le changement de variable u =
√
−x soit x = −u2 et on obtient

∀x ∈]−∞; 0[, C(x) =

∫
du

1 + u2
= arctan(−

√
x) et donc y0(x) =

arctan(
√
−x)√

−x
.

Déterminons une I2 ou I3-solution particulière de (E) telle que y0(x) =
C(x)√
x

avec C une fonction dérivable

sur I2 ∪ I3. On a

2x(1− x)
C ′(x)√

x
= 1⇔ C ′(x) =

√
x

2x(1− x)
=

1

2
√
x(1− x)

.

D’où, C(x) =

∫
dx

2
√
x(1− x)

. On effectue le changement de variable u =
√
x soit x = u2 et on obtient :

∀x ∈]0; 1[, C(x) =

∫
du

1− u2
= argth(

√
x) et donc y0(x) =

argth(
√
x)√

x
,

∀x ∈]1; +∞[, C(x) =

∫
du

1− u2
=

1

2
ln

∣∣∣∣1 +
√
x

1−
√
x

∣∣∣∣ et donc y0(x) =
1

2
√
x

ln

∣∣∣∣1 +
√
x

1−
√
x

∣∣∣∣.
Les solutions de (E) sont les fonctions y définies sur R\{0, 1} par :

y(x) =



arctan(
√
−x) +K1√
−x

si x ∈]−∞; 0[,

argth(
√
x) +K2√
x

si x ∈]0; 1[,

1

2
√
x

ln

∣∣∣∣1 +
√
x

1−
√
x

∣∣∣∣+
K3√
x

si x ∈]1; +∞[,

avec K1,K2,K3 des réels.

2. Au voisinage de 0, on a arctan(u) ∼ u et argth(u) ∼ u. Pour que la fonction y soit prolongeable par continuité
en 0, il faut que K1 = K2 = 0. Soit f la fonction définie sur ]−∞; 1[ par :

f(x) =


arctan(

√
−x)√

−x
si x ∈]−∞; 0[,

1 si x = 0
argth(

√
x)√

x
si x ∈]0; 1[.

La fonction f est continue sur ]−∞; 1[, elle sera une ]−∞; 1[-solution si elle est, en plus, dérivable en 0. On
utilise les développements limités des fonctions arctan et argth au voisinage de 0, on a :

arctan(u) = u− u3

3
+ ◦(u3), argth(u) = u+

u3

3
+ ◦(u3),

soit

arctan(
√
−x) =

√
−x+

x
√
−x
3

+ ◦((−x)
3
2 ), argth(

√
x) =

√
x+

x
√
x

3
+ ◦(x 3

2 ).

Soit V un voisinage de 0, on a :

∀x ∈ V ∩]−∞; 0[, f(x) = 1 +
x

3
+ ◦(x),

∀x ∈ V ∩]0; 1[, f(x) = 1 +
x

3
+ ◦(x),

donc

∀x ∈ V , f(x) = 1 +
x

3
+ ◦(x)⇒ f(0) = 1 et f ′(0) =

1

3
.

La fonction f est dérivable en 1 donc elle est dérivable sur ]−∞; 1[, elle vérifie l’équation (E), c’est l’unique
]−∞; 1[-solution de (E).

3. Supposons qu’il existe une fonction g définie sur R qui soit une R-solution de (E) alors on a :

g(x) =



arctan(
√
−x)√

−x
si x ∈]−∞; 0[,

1 si x = 0
argth(

√
x)√

x
si x ∈]0; 1[,

1

2
√
x

ln

∣∣∣∣1 +
√
x

1−
√
x

∣∣∣∣+
K√
x

si x ∈]1; +∞[
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avec K ∈ R. Pour tout réel K, on a

lim
x→1+

g(x) = lim
x→1+

ln

∣∣∣∣1 +
√
x

1−
√
x

∣∣∣∣+
K√
x

= +∞.

On peut alors conclure qu’il n’existe aucune R-solution de l’équation (E).

2 Équations différentielles scalaires d’ordre n

Définition 2.1 Une équation différentielle numérique d’ordre n définie sur U et à valeurs dans K = R ou K = C
est une équation de la forme

y(n) = f(t, y, y′, . . . , y(n−1)) (9)

où f est une fonction de classe C1 définie sur un ouvert U ⊂ R × Kn, et prenant ses valeurs dans K. Une
fonction y : I 7→ K, définie sur un intervalle ouvert I de R est une solution de l’équation différentielle si elle est
n fois dérivable, et si, pour tout t de I, le point (t, y(t), y′(t), . . . , y(n−1)(t)) appartient à U , et, de plus, y(n)(t) =
f(t, y(t), y′(t), . . . , y(n−1)(t)).

Théorème 2.1 (Théorème d’unicité de Cauchy)
Soient y1, y2 deux solutions de l’équation (9) définies sur l’intervalle I et t0 ∈ I tels que

y1(t0) = y2(t0), y′1(t0) = y′2(t0), . . . , y
(n−1)
1 (t0) = y

(n−1)
2 (t0)

alors y1 = y2.

Théorème 2.2 (Existence)
Pour tout (n + 1)uplet (t0, a0, a1, . . . , an−1) de U , il existe un intervalle ouvert I contenant t0 et une solution y
définie sur I telle que

y(t0) = a0, y
′(t0) = a1, . . . , y

(n−1)(t0) = an−1.

2.1 Équations linéaires d’ordre n

Définition 2.2 Soit I un intervalle de R, et K = R ou C. Une équation différentielle linéaire numérique d’ordre
n définie sur I et à valeurs dans K est une équation de la forme :

y(n) = a1y
(n−1) + a2y

(n−2) + . . .+ any + b, (10)

où a0, a1, . . . , an−1 et b sont des fonctions continues de I dans K. Si b = 0 on dit que l’équation est une équation
homogène. Les fonctions t 7→ ai(t) sont appelés les coefficients de l’équation.

Théorème 2.3 Soit l’équation différentielle linéaire d’ordre n (10).

1. Pour toute condition initiale t0 ∈ I, (u0, u1, . . . , un−1) ∈ Kn, il existe une unique solution de (10) définie sur
I tout entier telle que y(t0) = u0, y

′(t0) = u1, . . . , y
(n−1)(t0) = un−1.

2. Si b = 0, l’ensemble des solutions est un espace vectoriel de dimension n.

3. La solution générale de (10) s’obtient en ajoutant à une solution particulière de (10) la solution générale de
l’équation homogène associée.

Définition 2.3 Un système fondamental de solutions de l’équation homogène

y(n) = a1y
(n−1) + a2y

(n−2) + . . .+ any

est une base de l’espace vectoriel des solutions c’est-à-dire une famille de n solutions linéairement indépendantes.

Exercice 6 Démontrer que la fonction définie sur R? par f(t) = e−
1
t2 et prolongée par f(0) = 0 est de classe

C∞, mais n’est solution d’aucune équation différentielle linéaire homogène.

Correction : Il est clair que f est de classe C∞ sur R?. On montre aisément par récurrence sur n que ses dérivées
sont de la forme

t 7→ Pn(t)e− 1

t2
,

où les Pn sont des polynômes. Ainsi, pour chaque entier n, f(n) admet une limite en 0 égale à 0. Par le théorème
de prolongement d’une dérivée, f est de classe C1, avec f (n)(0) = 0. Si f était solution d’une équation différentielle
linéaire homogène d’ordre n,

6/14



y(n)(t) + an−1(t)y(n−1)(t) + . . .+ a0y(t) = 0,

elle vérifierait aussi la condition initiale y(0) = . . . = y(n−1)(0) = 0. Or, d’après le Théorème de Cauchy linéaire,
cette équation n’admet qu’une seule solution pour ce problème de Cauchy. Comme 0 est solution et que f n’est
pas identiquement nulle, on obtient une contradiction.

Exercice 7 Soient a1, . . . , an : I → R des fonctions continues. Montrer que toute solution non-nulle de l’équation

y(n) + an−1(t)y(n−1) + . . .+ a0(t)y = 0 a ses zéros isolés.

Correction : Soit y une solution non-nulle de l’équation et soit t0 un zéro de y. Remarquons que la fonction
identiquement nulle est solution de l’équation. D’après la partie unicité du théorème de Cauchy (dans sa version
linéaire adaptée aux équations d’ordre p), on est sûr qu’il existe k ∈ {0, . . . , n−1} tel que y(k)(t0) 6= 0 (sinon y serait
la fonction nulle). Soit p le plus petit des entiers k tel que y(k)(t0) 6= 0. Alors, d’après la formule de Taylor-Young,
au voisinage de t0, on a

y(t) ∼
t0

y(p)(t0)

p!
(t− t0)p.

Ainsi, la fonction ne s’annule pas dans un voisinage de t0 ailleurs qu’en t0.

Exercice 8 I désigne un intervalle ouvert de R symétrique par rapport à l’origine, et ϕ une fonction paire
de classe C∞ sur I. On note (E) l’équation différentielle homogène

y′′(x) + ϕ(x)y(x) = 0.

On note f0 l’unique solution de (E) sur I vérifiant les conditions initiales f1(0) = 0 et f ′1(0) = 1.

1. (a) Démontrer que si y est solution de (E) sur I, alors y est de classe C∞.

(b) Démontrer que si y est solution de (E) sur I, alors x 7→ y(−x) est aussi solution de (E) sur I.

(c) Démontrer que f0 est une fonction paire et que f1 est une fonction impaire.

(d) Exprimer la solution générale de (E) sur I à l’aide de f0 et de f1. En déduire, parmi les solutions de
(E), celles qui sont paires et celles qui sont impaires.

2. On suppose désormais que I = R et que ϕ est 2π-périodique.

(a) Soit y une solution de (E) sur R. Démontrer que x 7→ y(x+ 2π) est encore solution de (E) sur R.

(b) En déduire qu’il existe des constantes w00, w01, w10 et w11 que l’on déterminera en fonction des valeurs
prises par f0, f

′
0, f1 et f ′1 en 2π, telles que pour tout x ∈ R, on ait{

f0(x+ 2π) = w00f0(x) + w10f1(x)
f1(x+ 2π) = w01f0(x) + w11f1(x)

.

(c) Soit W la matrice carrée d’ordre 2 définie par W =

(
w00 w01

w10 w11

)
. Montrer que, pour que (E) admette

sur R des solutions non identiquement nulles 2π-périodiques, il faut et il suffit que W admette 1 pour
valeur propre. On pourra exprimer une telle solution g en fonction de f0 et f1, puis utiliser la périodicité
de g.

Correction :

1. (a) On démontre par récurrence sur k ≥ 2 que y est Ck. Pour k = 2, y′′ = −ϕy est continue donc y est C2.
Supposons la propriété démontrée au rang k et prouvons la au rang k + 1. Si y est Ck alors y′′ = −ϕy
est aussi Ck. En particulier y est Ck+1.

(b) Posons f(x) = y(−x), de sorte que f ′(x) = −y′(−x) et f ′′(x) = y′′(−x). On a donc

f ′′(x) + ϕ(x)f(x) = y′′(−x) + ϕ(x)y(−x) = y′′(−x) + ϕ(−x)y(−x) = 0

et donc f est aussi solution de l’équation différentielle.

(c) Posons g0(x) = f0(−x), solution de l’équation différentielle sur I. Elle vérifie de plus les mêmes conditions
initiales que f0, à savoir g0(0) = f0(0) = 1 et g′0(0) = −f0(0) = 0. Ains, f0 = g0 et f0 est paire. Pour
prouver que f1 est impaire, on pose g1(x) = −f1(−x), et on vérifie que g1 est solution de l’équation avec
les mêmes conditions initiales que f1.

(d) Remarquons que (f0, f1) est une famille libre. En effet, si f1 = Cf0, alors f ′1 = Cf ′0 et ceci est incom-
patible avec f ′1(0) = 1 et f ′0(0) = 0. Ainsi la famille (f0, f1) est une base de l’ensemble des solutions
de (E). Donc la solution générale de (E) s’écrit λf0 + µf1, λ, µ ∈ R. Notons y une telle solution. Pour
qu’elle soit paire, il faut que y(−x) = y(x). Mais

y(−x) = λf0(x)− µf1(x) = λf0(x) + µf1(x) = y(x).
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La famille (f0, f1) étant libre, on en déduit que µ = −µ ⇔ µ = 0 et seuls les multiples de f0 sont
solutions paires de l’équation. De même, seuls les multiples de f1 sont solutions imapires de l’équation.

2. (a) Il s’agit d’une vérification immédiate.

(b) Puisque f 7→ f0(x + 2π) est solution de l’équation, on sait qu’il existe des constantes w00 et w10 telles
que, pour tout x ∈ R,

f0(x+ 2π) = w00f0(x) + w10f1(x).

En posant x = 0, on trouve w00 = f0(2π). en dérivant l’équation et en posant x = 0, on trouve
w10 = f ′0(2π). On utilise le même raisonnement pour f1.

(c) Soit y une solution de (E), y = λf0 + µf1. Alors, pour tout x ∈ R,

y(x+ 2π) = (λw00 + µw01)f0(x) + (λw10 + µw11)f1(x).

Puisque (f0, f1) est une base de solutions de (E), y est une solution 2π-périodique si et seulement si{
λw00 + µw01 = λ
λw10 + µw11 = µ

Autrement dit,

(
λ
µ

)
est vecteur propre de W associé à la valeur propre 1. Réciproquement, si

(
λ
µ

)
est

un vecteur propre de W associé à la valeur propre 1, y = λf0 + µf1 est une solution 2π-périodique de
(E).

Exercice 9 Résoudre l’équation différentielle :

(E) : y′′ + y = tan2(t), t ∈
]
−π

2
;
π

2

[
.

Correction : L’ensemble des solutions de l’équation y′′ + y = 0 est le plan vectoriel engendré par les fonction sinus
et cosinus.
On cherche une solution particulière par la méthode de la variation des constantes. Soient λ et µ deux fonctions

dérivables sur
]
−π

2
;
π

2

[
telles que :

• y = λ cos +µ sin soit une solution de l’équation différentielle (E),

• λ′ cos +µ′ sin = 0.
On a :

y′ = λ′ cos−λ sin +µ′ sin +µ cos = −λ sin +µ cos,
y′′ = −λ′ sin−λ cos +µ′ cos−µ sin = −λ′ sin +µ′ cos−y.

D’où {
λ′ cos +µ′ sin = 0
−λ′ sin +µ′ cos = tan2 ⇔

{
λ′ = − sin . tan2

µ′ = cos . tan2

Pour t élément de
]
−π

2
;
π

2

[
, on a :

λ(t) = −
∫ t

0

sin(x) tan2(x)dx, µ(t) =

∫ t

0

cos(x) tan2(x)dx,

d’où

λ(t) = −
∫ t

0

sin(x)
1− cos2(x)

cos2(x)
dx =

∫ t

0

sin(x)

(
1− 1

cos2(x)

)
dx =

[
− cos(x)− 1

cos(x)

]t
0

= 2− cos(t)− 1

cos(t)

et

µ(t) =

∫ t

0

(
1

cos(x)
− cos(x)

)
dx =

[
ln

∣∣∣∣ cos(x)

1− sin(x)

∣∣∣∣− sin(x)

]t
0

= ln

∣∣∣∣ cos(t)

1− sin(t)

∣∣∣∣− sin(t).

Une solution particulière de l’équation différentielle (E) est la fonction ϕ définie sur
]
−π

2
;
π

2

[
par :

ϕ(t) = −
(

cos(t) +
1

cos(t)

)
cos(t) +

(
ln

∣∣∣∣ cos(t)

1− sin(t)

∣∣∣∣− sin(t)

)
sin(t) =

(
ln

∣∣∣∣ cos(t)

1− sin(t)

∣∣∣∣) sin(t).

Soient A et B deux réels, les solutions de l’équation différentielle (E) sur
]
−π

2
;
π

2

[
sont les fonctions ΨA,B définies

par :

∀t ∈
]
−π

2
;
π

2

[
, ΨA,B(t) = A cos(t) +

(
B + ln

∣∣∣∣ cos(t)

1− sin(t)

∣∣∣∣) sin(t).
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3 Équation linéaire homogène à coefficients constants

Quand les an sont des constantes, il est facile d’expliciter la solution générale d’une équation linéaire homogène.

Définition 3.1 Si l’équation (10) est à coefficients constants, le polynôme de K[X]

Xn − a1Xn−1 − . . .− an−2X2 − an−1X − an

est appelé le polynôme caractéristique de cette équation.

Théorème 3.1

1. Si le polynôme caractéristique de (10) est scindé dans K[X], de racines deux à deux distinctes λ1, λ2,. . . , λn,
une base de l’espace vectoriel des solutions de (10) est formée des n fonctions :

eλ1t, eλ2t, . . . , eλnt. (11)

2. Dans le cas où le polynome caractéristique admet des racines multiples, on obtient encore un système fon-
damental de solutions en remplaçant dans (11) le terme eλt, lorsque λ est une racine multiple d’ordre r du
polynôme caractéristique, par la suite eλt, teλt, . . . , tr−1eλt.

Remarque 3.1 Si K = R est le corps des réels, et si le polynôme caractéristique P de l’équation (10) n’est pas
scindé dans R[X], on procède de la manière suivante. On commence par construire un système fondamental Sc
de solutions complexes. Soit λ = a + ib, une racine de P , non réelle, dont l’ordre de multiplicité est r. Comme
P est un polynôme réel, λ est aussi une racine de P , de même multiplicité r. En remplaçant, pour chaque entier

k, 0 ≤ k ≤ r, les deux fonctions complexes conjuguées, tkeλt, tkeλt de Sc, par la paire {tkeat cos bt, tkeat sin bt},
formée de leur somme et de leur différence, on obtient un système fondamental de solutions réelles.

Définition 3.2 Une fonction polynômes-exponentielles est une fonction définie sur R par une formule de la forme :

f(t) =

k∑
i=0

eµitPi(t),

où chaque Pi est un polynôme de K[t].

Théorème 3.2 Si les µi sont deux à deux distincts et si la fonction exponentielle polynôme Pk =

k∑
i=0

eµitPi(t) est

identiquement nulle, tous les Pi sont nuls.

Les fonctions polynômes-exponentielles sont étroitement liées à la théorie des équations différentielles linéaires à
coefficients constants.

Théorème 3.3 Soit une équation différentielle linéaire d’ordre n, à coefficients constants :

yn + a0y + a1y
′ + . . .+ an−1y

(n−1) = eλtP (t),

avec P ∈ K[t]. Soit r l’ordre de multiplicité de λ comme racine du polynôme caractéristique A(X) = Xn +
an−1X

n−1 + . . .+a1X+a0 (r = 0 si λ n’est pas racine de A). Alors il existe une solution polynômes-exponentielles
de la forme

y(t) = eλttrQ(t)

où Q est un polynome de même degré que P .

3.1 Équation linéaire d’ordre 2 dont on connâıt une solution

La méthode suivante, qui ne porte pas de nom, est cependant très utile. Elle est spécifique au cas d’une équation
différentielle numérique d’ordre 2. Ce n’est pas la méthode de variation de la constante.

Théorème 3.4 Soit z solution non nulle de l’équation homogène associée à

y′′ = ay′ + by + c. (12)

En cherchant y sous la forme y = uz, avec u nouvelle fonction inconnue, on ramène la résolution de (12) à la
résolution d’une équation linéaire d’ordre 1.
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3.2 Le principe de superposition

Théorème 3.5 Si y1 et y2 sont solutions de

y(n) − an−1y(n−1) − . . .− a0y = b1

alors, pour tous α1, α2, y = α1y1 + α2y2 est solution de

y(n) − an−1y(n−1) − . . .− a0y = α1b1 + α2b2.

Ce théorème, conjugué avec le Théorème 3.3, est bien adapté à la résolution des équations différentielles linéaires
à coefficients constants dont le second membre est une exponentielle-polynôme.

Exercice 10 Résoudre l’équation différentielle réelle y′ + y = t2 + cos t.

Correction :
On commence par remarquer que l’ensemble des solutions de l’équation homogène y′ + y = 0 est l’espace vectoriel
réel de dimension 1 formé des multiples de e−t. Il reste à obtenir une solution de l’équation avec second membre.

1. Première méthode. Variation de la constante. On pose z = e−t et on cherche y sous la forme y = zu. Alors
y′ + y = t2 + cos t s’écrit

t2 + cos t = z′u+ zu′ + zu = z′u

et ceci est équivalent à

z′ = et(t2 + cos t).

Il faut calculer successivement une primitive de t2et, puis une primitive de t cos t. Chacun de ces calculs utilise
deux intégrations par parties.

2. Deuxième méthode. On utilise le principe de superposition et le théorème 3.3. Puisque le second membre

t2 + cos t est l’exponentielle polynôme t2 +
1

2
eit +

1

2
e−it on va résoudre successivement y′ + y = t2 = t2et,

y′ + y = eit et y′ + y = e−it. Le polynôme caractéristique de l’équation différentielle est X − 1. 0 n’est pas
racine de X−1. L’équation y′+y = t2 admet donc une solution de la forme y = at2+bt+c. Alors y′ = 2at+b,
et y′ + y = at2 + (2a + b)t + b + c. Pour que y′ + y = b il faut et il suffit que a = 1, 2a + b = 0, c’est-à-dire
b = −2, et enfin b+ c = 0, c’est-à-dire c = 2.
Résolvons y′+ y = eit. Puisquei n’est pas racine du polynôme caractéristique X − 1, il existe une solution de

la forme y = µeit. Alors y′ + y = µ(1 + i)eit est égal à eit si et seulement si µ =
1

1 + i
=

1− i
2

. Cela donne la

solution complexe y1 =

(
1− i

2

)
eit.

Puisque y1 est solution de y′ + y = eit, le conjugué de y1 soit y2 =

(
1 + i

2

)
e−it est solution de l’équation

conjuguée y′ + y = e−it. Par le principe de superposition

y = y1 + y2 =
1− i

2
eit +

1 + i

2
e−it = cos t+ sin t

est solution de y′ + y = eit + e−it = 2 cos t. Finalement une solution de y′ + y = t2 + cos t est y = t2 − 2t +

2 +
1

2
(cos t+ sin t).

3.3 Équation linéaire à coefficients constants à valeurs dans un espace normé

Il n’existe pas de méthode générale ramenant la résolution d’une équation différentielle lineaire homogène à va-
leur dans un espace normé (de dimension n > 1) à des calculs de primitives. Cependant, lorsque l’endomorphisme A
ne dépend pas de t, les solutions de X ′ = AX s’explicitent au moyen de la notion d’exponentielle d’endomorphisme.

Définition 3.3 Soit A un endomorphisme d’un espace vectoriel normé de dimension finie E. L’exponentielle de
A est l’endomorphisme exp(A) défini par

exp(A) =

+∞∑
n=0

An

n!
. (13)

Théorème 3.6 Soit A un endomorphisme de E. La fonction R : R 7→ End(E) définie par R(t) = exp(tA) est
dérivable, et

R′(t) = AR(t). (14)
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Théorème 3.7 Soit E un espace normé de dimension finie, et A ∈ End(E). L’unique solution de l’équation
différentielle

X ′(t) = AX(t)

qui prend la valeur X0 en t = 0 est l’application X définie par

X(t) = exp(tA)(X0).

Exercice 11 Soit Ω un ouvert de Rn contenant 0. Soit y′ = f(t, y) une équation différentielle avec f : R×Ω→ R
continue telle que f(t, 0) = 0. La solution nulle est dite stable s’il existe η > 0 et C > 0 tels que, si y est une
solution de l’équation avec y(0) = η, alors

1. y est définie sur [t0; +∞[ ;

2. pour tout t ≥ t0, ‖y(t)‖ ≤ C‖y(0)‖.
Enfin, elle est dite asymptotiquement stable s’il existe η > 0 et C > 0 tels que, si y est une solution de l’équation
avec y(0) = η, alors

1. y est définie sur [t0; +∞[ ;

2. pour tout t ≥ t0, ‖y(t)‖ ≤ C‖y0‖ ;

3. lim
t→+∞

y(t) = 0.

Pour A ∈Mn(R), montrer que la solution nulle de y′ = Ay est
– stable si et seulement si toutes les valeurs propres de A sont de partie réelle négative ou nulle, et que les

valeurs propres de partie réelle nulle sont des racines de multiplicité 1 dans le polynôme minimal de A,
– asymptotiquement stable si et seulement si toutes les valeurs propres de A sont de partie réelle strictement

négative.

Correction : Remarquons que la stabilité (resp. la stabilité asymptotique) ne dépend pas du fait de travailler avec
des solutions réelles ou complexes. On peut donc supposer que la matrice A est donnée sous sa forme réduite de
Jordan. La solution générale vérifie alors X(t) = etAX(0). Écrivons

A =


J1 0 . . . 0

0 J2
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0 . . . 0 Jp

, etA =


etJ1 0 . . . 0

0 etJ2
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0 . . . 0 etJp

 et X(0) =


X1

X2

...
Xp


où les Ji sont les blocs de Jordan de A. Il vient

X(t) =


etJ1X1

etJ2X2

...

etJpXp

.

On voit donc qu’il s’agit de prouver à quelle condition sur un bloc de Jordan J de taille d, pour tout ε > 0, on
peut trouver η > 0 tel que

‖EtJX‖ < η dès que ‖X‖ < η et ‖etJX‖ → 0 dès que ‖X‖ < η.

On écrit

J =


λ 1 . . . 0

0 λ
. . .

...
...

. . .
. . . 1

0 . . . 0 λ


On calcule l’exponentielle de J en la décomposant sous la forme λId+N , où la matrice N est nilpotente d’indice
d (Nk = 0 pour k ≥ d. Puisque λId et N commutent, on a

etJ = eλt
(
Id+ tN +

1

2!
t2N2 + . . .+

1

(d− 1)!
td−1Nd−1

)
ce qui donne
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etJ = eλt



1 t t2/2 . . . td−1/(d− 1)!

0 1 t . . . td−2/(d− 2)!
...

. . .
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . t
0 . . . . . . 0 1


On en déduit alors les résultats suivants :
• Si Re(λ) < 0, alors l’exponentielle l’emporte sur le polynôme, et etJX tend vers 0 quel que soit X quand
t tend vers +∞ ; on a même k‖etJ‖ ≤ M pour une certaine constante M et donc la solution nulle est
asymptotiquement stable.
• Si Re(λ) > 0, alors l’exponentielle l’emporte sur le polynôme, et pour X = (0, . . . , 0, η), etAX tend vers +∞,

indṕendamment de la valeur de η > 0. La solution nulle n’est pas stable.
• Si Re(λ) = 0, alors on distingue deux cas :

– Le bloc de Jordan est de taille 1. Dans ce cas, on a etJX = eλtx où X = (x). La solution nulle est stable
(car |eλt| = 1, on choisit η = ε), mais n’est pas asymptotiquement stable.

– Le bloc de Jordan est de taille d > 1. Alors, pour X = (0, . . . , 0, η), etJX = (ηeλttd−1/(d − 1)!, . . .) tend
vers 1, quel que soit η > 0. La solution nulle n’est pas stable.

Pour conclure, il suffit de remarquer que tous les blocs de Jordan associés à la valeur propre λ sont de taille 1× 1
si et seulement si λ est de multiplicité 1 comme racine du polynôme minimal de A.

3.4 Résolution des équations différentielles par des développements en série entière

Il s’agit de chercher si l’équation admet une - ou plusieurs - solutions développables en série entière au voisinage
de l’origine. Cette idée peut s’appliquer à des équations linéaires homogènes ou non. Le principe est le suivant.
On commence par chercher ce que doit nécessairement valoir une série entière solution du problème, en insérant le
développement dans l’équation, en dérivant terme à terme et en essayant de calculer les coefficients. Il se peut que
le problème n’ait pas de solution intéressante (si l’équation est homogène, il y a toujours la série entière 0 pour
laquelle tous les coefficients sont nuls). S’il en a, on dispose maintenant d’une série entière “candidat-solution”.
Il reste à prouver qu’elle est effectivement solution. Pour cela, il faut justifier que les calculs faits (c’est-à-dire la
dérivation terme à terme) étaient justifiés. Pour prouver ceci, il faut montrer que le rayon de convergence R de la
série obtenue est strictement positif. La somme de la série entière sera alors solution du problème sur l’intervalle
]−R;R[.

Exercice 12 On considére l’équation différentielle

2(1 + x)y′ − 3y = 0.

Cette équation différentielle admet-elle, au voisinage de 0, une solution développable en série entière ?

Correction :
Soit x 7→ f(x) une telle solution et

f(x) =

+∞∑
n=0

anx
n

son développement en série entière. Admettons pour l’instant que le rayon de convergence R de la série entière est
strictement positif, de sorte que, sur l’intervalle ]−R;R[, il est licite de dériver terme à terme. On obtient

f ′(x) =

+∞∑
n=1

nanx
n−1 =

+∞∑
n=0

(n+ 1)an+1x
n et xf ′(x) =

+∞∑
n=0

nanx
n

de sorte que l’équation différentielle se traduit par

+∞∑
n=0

(2(n+ 1)an+1 + (2n− 3)an)xn = 0.

Cette relation permet de calculer par récurrence les an en fonction de a0 :

an = (−1)n
(2n− 5)(2n− 7)× . . .× 1× (−1)× (−3)

(2n)× (2n− 2) . . .× 2
a0 = (−1)n

3(2n− 4)!

4n−2(2n)(2n− 2)[(n− 2)!]2
a0.

Réciproquement, choisissons a0 arbitrairement et définissons les nombres an par la formule ci-dessus. La relation

de récurrence vérifiée par les an montre que le quotient
an+1

an
tend en valeur absolue vers 1, de sorte que le rayon
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de convergence de la série ainsi déterminée vaut 1, en application de la règle de d’Alembert. Par conséquent, sur
l’intervalle ]−1; 1[, la fonction f , somme de la série entière ainsi déterminée, est solution de l’équation différentielle,
puisque sur cet intervalle, la dérivation terme à terme de la série donne bien la dérivée de la somme.

Exercice 13 On considère l’équation différentielle suivante :

(E) : x2y′′ + 4xy′ + (2− x2)y = 1.

1. Déterminer une solution notée f de l’équation différntielle (E) développable en série entière. Préciser son
rayon de convergence R et exprimer f à l’aide de fonctions usuelles.

2. Déterminer le réel α tel que la fonction y définie par y(x) = −xα soit une solution de (E), résoudre l’équation
(E).

Correction : Remarquons tout d’avord que le point 0 est un point singulier de l’équation (E).

1. Recherche d’une solution développable en série entière. On suppose qu’il existe un réel R strictement positif
et une suite (an)n∈N tels que :

∀x ∈]−R;R[, y(x) =

+∞∑
n=0

anx
n,

et la fonction y est solution de l’équation (E). La fonction y est solution de l’équation (E) si et seulement si :

+∞∑
n=0

n(n− 1)anx
n + 4

+∞∑
n=0

nanx
n + 2

+∞∑
n=0

anx
n −

+∞∑
n=0

anx
n+2 = 1

⇔
+∞∑
n=0

(n2 + 3n+ 2)anx
n −

+∞∑
n=2

an−2x
n = 1

⇔ 2a0 + 6a1x+

+∞∑
n=2

(
(n2 + 3n+ 2)an − an−2

)
xn = 1.

De l’unicité des coefficients d’une série entière, on déduit :

a0 =
1

2
, a1 = 0, ∀n ∈ N, n ≥ 2, an =

an−2
(n+ 2)(n+ 1)

.

D’où :

∀n ∈ N, a2n+1 = 0, a2n =
1

(2n+ 2)!
.

Le rayon de convergence de la série entière est +∞ et on a :

y(x) =

+∞∑
n=0

x2n

(2n+ 2)!
.

On obtient :

x2y(x) =

+∞∑
n=0

x2n+2

(2n+ 2)!
=

+∞∑
n=1

x2n

(2n)!
=

+∞∑
n=0

x2n

(2n)!
− 1 = ch(x)− 1

soit :

y(x) =


ch(x)− 1

x2
si x 6= 0

1

2
si x = 0

2. Il est immédiat que la fonction y définie sur R? par y(x) = − 1

x2
est une solution de (E) sur R?− ou sur R?+.

Déterminons la fonction z telle que z(x) = −x2y(x), on a :

z′(x) = −2xy(x)− x2y′(x), z′′(x) = −2y(x)− 4xy′(x)− x2y′′(x).

La fonction y est solution de (E) si et seulement si :

x2y′′ + 4xy′ + 2y = x2y + 1⇔ −z′′(x) = −z(x) + 1.

On résout l’équation z′′ − z = −1, les solutions sont les fonctions z définies sur R par :

z(x) = ach(x) + bsh(x) + 1, a, b ∈ R.

Les solutions de l’équation (E) sont les fonctions y définies sur R? par :
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y(x) =


a1

ch(x)

x2
+ b1

sh(x)

x2
− 1

x2
si x > 0

a2
ch(x)

x2
+ b2

sh(x)

x2
− 1

x2
si x < 0

Peut-on déterminer une R-solution ?
Pour que y soit définie en 0, il faut que b1 = b2 = 0 et a1 = a2 = 0, on obtient :

y(x) =


ch(x)− 1

x2
si x 6= 0

1

2
si x = 0

On déduit de la question précédente que la fonction y est développable en série entière sur R donc la fonction
y est indéfiniment dérivable sur R et vérifie l’équation (E), c’est l’unique R-solution de l’équation (E).
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