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ANALYSE 2

Fiche de Mathématiques 10 - Equations différentielles.

1 Equations différentielles d’ordre 1 sur F

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur R. Une norme sur F est une application de F dans RT,
x +— ||z| telle que, pour tout A € K, et tous z,y € E,

[z +yll < llzll + [lyll, [IAz]l = [Alllz]], lz] = 0 = = = 0.

Définition 1.1 Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie, U un ouvert de R x E, et f : U — E, une
application continue. L’équation différentielle d’ordre 1 définie sur U par f est I’équation

y/ = f(tay)' (1)

Une fonction y : I — E, définie sur Uintervalle réel I, est une solution de (1) si y est dérivable, et si, pour tout t
de I, le point (t,y(t)) appartient o U et y'(t) = f(t,y(t)).

Théoréme 1.1 (Théoréme d’unicité de Cauchy)

On suppose f non seulement continue, mais de classe C1 Siyy et yo sont deux solutions de I’équation différentielle
(1) définies sur des intervalles ouverts Iy et Is, qui concident en un point t € Iy N Ia, alors y1 et yo coincident
sur Iy N 1.

Théoréme 1.2 (Existence locale des solutions)
On suppose f de classe Ct. Soit (to,yo) € U. Il existe alors un intervalle ouvert I contenant to et une solution
y: I — E de léquation (1) telle que y(to) = yo.

1.1 Equations différentielles linéaires

Si E est un espace vectoriel réel de dimension finie n, muni d’une norme E, lespace vetoriel End(E) des
endomorphismes de E est aussi un espace vectoriel de dimension finie n?. Soit ¢ — u(t) une fonction d’un intervalle
réel I dans End(E), et pour tout t € I, A(t) = (a;,;(t)):; la matrice de u(t) dans la base (eq,es,...,e,). Pour
que u soit une application continue de I dans End(E) il faut et il suffit que chacune des fonctions t — a; ;(t) soit
continue pour 7,5 (1 <i<n,1<j<n).

Définition 1.2 Soit I un intervalle réel et E un espace vectoriel normé de dimension finie, A : I — End(E) une
application continue (autrement dit, A est un endomorphisme de E, qui dépend continiment du temps), et enfin
B : I — E une application continue. On note

Y' = A(Y)+ B ou encore Y = AY + B (2)
léquation différentielle définie par Uapplication
f:IXE—=E, (Y)—= A@)(Y)+ B(t).

Une telle équation est appelée équation différentielle linéaire définie sur I. Si B = 0, on dit que [’équation est
homogeéne. Les solutions de ’équation (2) sont donc les fonctions Y : I — E telles que Y'(t) = A(t)(Y (¢)) + B(t).

Théoréme 1.3 (Théoréme d’existence globale et d’unicité).
Soit l’équation linéaire (2) de la Définition 1.2 Quelle que soit la condition initiale (to,y0) € I X E, il existe une
unique solution définie sur I tout entier qui prend la valeur yo en tg.

Remarque 1.1

1. Contrairement au cas d’une équation différentielle non linéaire, la continuité de f suffit ici & assurer ’existence
et I'unicité des solutions.

2. De plus, toute solution sur un sous-intervalle de I se prolonge en une solution définie sur I tout entier, ce qui
est en général faux pour une équation non linéaire.
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1.2 Equation linéaire homogeéne

Théoreme 1.4 Soit y(t) une solution de I’équation linéaire homogéne Y' = AY définie sur I. S’il existe to € T
tel que Y (tg) =0, alors Y est identiquement nulle.

Théoreme 1.5 Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie n, I un intervalle ouvert de R et l’équation
différentielle linéaire homogéne définie sur I X E.

Y’ = AY, (3)

1. L’ensemble des solutions de (3) est un espace vectoriel de dimension n.

2. Soient Y1,Ya,...,Y, des solutions de l’équation (3), et ty € I. Pour que les fonctions Y1,Ya,...,Y, soient
linéairement indépendantes il faut et il suffit que les vecteurs Y1(to), Ya(to), ..., Ya(to) soient linéairement
indépendants dans E. Si cela est vérifié, alors Y1(t), Ya(t), ..., Y, (t) sont linéairement indépendants pour toute
valeur de t. Lorsque que cette condition est vérifiée on dit que (Y1,Ya,...,Y,) est un systéme fondamental de
solutions de (3).

1.3 Equations linéaires numériques

Le cas des équations différentielles linéaires numériques est particulierement simple. Leur résolution se ramene
a des calculs de primitives. Soit £ = R ou E = C. Une équation différentielle linéaire numérique est une équation
de la forme

y'(t) = a(t)y(t) + b(2), (4)
avec a,b € C(I, K).

Théoréme 1.6 Soit l’équation linéaire homogéne réelle y'(t) = a(t)y(t) définie sur Uintervalle I. La solution de
cette équation qui prend la valeur yo en toy est

prwm<£am@:wwm<£mm@. (5)

Méthode de variation de la constante, cas numérique.
Supposons que 'on connaisse une solution u non nulle (et donc jamais nulle) de I'équation homogene y' = ay

associée & I’équation (4). Soit y une fonction quelconque définie sur I. Posons y = zu, c’est-a-dire z = N On a
u

alors, y' = z'u + zu’, et équation (4) s’écrit encore
Zu+zu =azu+b

soit

b
ou encore 2’ = —. On en déduit z par intégration, puis y = zu.
u

Prouver que toute solution de I’équation différentielle 3" + e‘”Qy = 0 admet une limite nulle en
+00.

Correction : On sait que toute solution s’écrit sous la forme
z 2
y(z) = ke @ avec A(x) = 7/ el dt.
0

Or, pour t >0, on a et > 1 d’ou 'on déduit que pour = > 0,

/et2dt2/ ldz = .
0 0

On en déduit que A(x) tend vers —1 quand x tend vers +oo et donc par composition et produit que y(x) tend vers
0 lorsque z tend vers +oo.

Soient a,b : R — R deux applications continues de R dans R périodiques de période 1. A quelle(s)
condition(s) I’équation différentielle y' = a(x)y + b(z) admet-elle des solutions 1-périodiques. Les déterminer.

Correction : La solution générale de 1’équation s’écrit
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0
ou A(x) = / a(t)dt. Notons que
0
x+1

Alx+1) = A(z) + / a(t)dt = A(x) + /01 a(t)dt,

x
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et posons A = / a(t)dt. On a ainsi :
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o +/ b(t)e= A dt +/ b(u)e_(A(“)"")‘)du) pA@)+A
0 0
= y(x) + (a(e* = 1) + pet)et®
1
ol on a posé u = / b(t)e~*®Mdt. Autrement dit, f est 1-périodique si et seulement si
0

aler = 1) + pe* = 0.

Si A # 0, 'équation admet une unique solution 1-périodique, donnée par

pue
o= .
1—er
e Si A =0 et u=0, alors toute solution est 1-périodique.
e Si A=0et u+#0, alors il n’y a aucune solution 1-périodique.

Soient a,b : R — R deux fonctions continues avec a impaire et b paire. Montrer que I’équation
différentielle

admet une unique solution impaire.

Correction : 11 y a deux clés pour résoudre cet exercice :

— toute fonction impaire vaut 0 en 0;

— DPéquation différentielle (E) admet une unique solution yo vérifiant yo(0) = 0.
Ceci montre déja I'unicit : s’il y a une fonction y impaire solution de (E), elle vérifie y(0) = 0 et doit donc étre
égale & yo. Réciproquement, on doit prouver que yo est impaire. On va poser z(t) = —yo(—t). z est solution de (F).
En effet,

Z(t) + a(t)2(t) = yo(—t) — a(t)yo(—1) = yo(t) + a(—t)yo(t) = b(—t) = b(?),

car o est solution de (F), a est impaire et b est paire. z est donc solution de (E), et satisfait de plus z(0) = 0.
Ainsi, par unicité au probleme de Cauchy, z est égale ‘a yq, et donc yg est paire.

On pouvait aussi prouver que yo est impaire, en cherchant a résoudre 1’équation différentielle par la méthode usuelle
(solution de I’équation homogene a ’aide de 'exponentielle et d’une primitive de a, puis méthode de variation de
la constante).

1.4 Variation des constantes, le cas général

Le Théoreme 1.6 ne s’étend pas a la dimension n > 1. On ne sait pas, en général, ramener la résolution
d’une équation linéaire homogene vectorielle a des calculs de primitives. Néanmoins, la méthode de variation de la
constante s’applique aussi a une équation différentielle linéaire non homogene (2) en dimension n, si on connait un
systéme fondamental (Y7,Ys,...,Y;,) de solutions de 1’équation homogene associée. La résolution de 1’équation est
alors ramenée & des calculs de primitives. Supposons donc que 'on connaisse un sytéme fondamental (Y1, Ys,...,Y,)
de solutions de I’équation homogene Y/ = AY. On cherche la solution inconnue Y de I’équation non homogene
sous la forme Y = u1Y7 + ...+ u,Y,, ot uy,ug,...,u, sont des fonctions numériques a déterminer. On a alors

Y = Zn: uY; + z": u; Y], (6)
i=1 i=1
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AY—I—B:A(iuiK)—I—B:iuiAYi—i—B:iuiYil—i—B. (7)

i=1 i=1 i=1
De Y/ = AY; et de (6) et (7) il résulte que Y/ = AY + B si et seulement si

> uYi=B (8)
i=1

Pour tout ¢, (Y1(t),Y2(t),...,Y,(t)) est une base de E, et (8) exprime que (u](t),u5(t),...,ul,(t)) sont les coor-
données du vecteur B(t) dans cette base. On calcule donc les u; pour ¢ = 1,2, ..., n en résolvant le systéme linéaire

(8) aux inconnues u}, ub, ..., u,. Une fois explicités les u} on en déduit uq,us, ..., u, par intégration.

Résoudre 1’équation différentielle (E) : (1 — %)y’ —ty = 1.

Correction : Les points —1 et 1 sont des points singuliers ¢’est-a-dire qu’ils annulent le coefficient de 3’. Soit I un

intervalle ne contenant ni —1 ni 1, on cherche alors une I-solution a savoir une solution dérivable sur I et vérifiant

t
léquatin différentielle. On pose I} =] — oo;—1[, I =] — 1;1[ et I3 =]1;+00[. Pour t € I, on a a(t) = g et
b(t) = 132 les fonctions a et b sont continues sur I, les solutions de ’équation homogene (H) associée a (E)

sont les fonctions y définies sur I par :

t 1 , K

La méthode de la variation de la constante permet de déterminer une solution particuliere yo définie sur I par
K(t)

W avec K une fonction dérivable sur I. On a :

Yo(t) =

!
Vtefwl—f%—fzglf:1

VL =12

On distingue deux cas :
— Sit e Iyalors |1 —t?] =1 — 2 Ainsi, K'(t) =

1
et K(t) = arcsin(t) donc les I-solutions sont les
V1—1¢2

fonctions yo définies sur Is par :

K in(t
3Ky € R, W €] — 1 1], y(t) = 2220,

V1—1t?

1
V2 —1
conséquent, les I;-solutions sont les fonctions y; définies par :

Ky —Int+ 12 1]
V2 -1 '

Ks—Inft++t2 -1
K3 € R, Vi €]1;400[, ys(t) = — i@+¢'

Exercice 5| On considere I’équation différentielle suivante :

(B):2z(1—2)y' + (1 —2)y =1.

et K(t) = —In|t + /t2—1|. Par

~Site 1 oute I3alors [1 —t? = 2 — 1. Ainsi, K'(t) = —

JK; € R, Vt €] — oo; —1[, y1(t) =

Les I3-solutions sont les fonctions y3 définies par :

—_

1. Résoudre I'équation (F).
2. Montrer qu'il existe une unique | — oo; 1[-solution de I’équation (E).
3. Existe t-il des R-solutions de 1’équation (E)?

Correction :

1. L’équation (F) admet deux points singuliers 0 et 1. Soit I un intervalle ne contenant ni 0 ni 1, on cherche
une [-solution. On pose I} =] —o00; 0], I =|0; 1] et I3 =]1; +oo|. Les I-solutions de ’équation homogene (H) :
2xy’ +y = 0 sont les fonctions y définies sur I par :

o= Ko (- ) = Koy (~B1a) = L=

C(x)
V=

Déterminons une I;-solution particuliere yo de (E) telle que yo(x) = avec C une fonction dérivable sur

I, ona:
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Ol(x)zl(:)C'(x): V—z _ 1

V—z 2e(1—xz) 2v/—z(1—2)
dx

D’ou, C(z) = — / ——————— On effectue le changement de variable u = v/—x soit z = —u? et on obtient

2\/—73,‘(1d— x)
VY €] — 005 0[, C(x) = /TUM = arctan(—+/z) et donc yo(z) = arct?;%/—ix).

C(z)
NG

@) i1
VT 2¢(1 —z) 2yx(l—x)
dz

Do, C(z) = / ——————. On effectue le changement de variable u = /7 soit x = u? et on obtient :

2~ 7)
Va €]0; 1], C(z) = /1371;2 = argth(v/z) et donc yo(z) = M’

N2
. B du 1. |1++/x 1 L+
Vxe]l,Jroo[,C’(x)f/ =—-In =z Mln‘l—\/ﬂ?"

2z(1 — )

Déterminons une I ou I3-solution particuliere de (E) telle que yo(z) = avec C' une fonction dérivable

sur Is U I3. On a

2z(1 — x)

=1&C'(z) =

T2~ 3 et donc yo(x)

Les solutions de (F) sont les fonctions y définies sur R\{0, 1} par :
arctan(y/—z) + K3
V-

si ¢ €] — 00; 0],

y(z) = argth(\\/f? + %2 si z €]0;1],
1 1+vz| Ky .
g X3 1;
v b R SRR I

avec K1, Ko, K3 des réels.

2. Au voisinage de 0, on a arctan(u) ~ u et argth(u) ~ u. Pour que la fonction y soit prolongeable par continuité
en 0, il faut que K7 = Ko = 0. Soit f la fonction définie sur | — oo; 1] par :

arctan(y/—)
ﬁ
flz)y=<1 siz=0
argth(y/z)
NZ3
La fonction f est continue sur | — oo; 1], elle sera une | — 0o; 1[-solution si elle est, en plus, dérivable en 0. On
utilise les développements limités des fonctions arctan et argth au voisinage de 0, on a :

u3 u? f
arctan(u) = u — 3 + o(u®), argth(u) = u + 3 + o(u?),

si z €] — o0; 0],

si ¢ €]0;1].

soit

arctan(v/—z) = v/—z + “’”‘/3’7 +o((—)}), argth(vVa) = v + # +o(zd).

Soit V' un voisinage de 0, on a :

Ve e VN —oo; 0, f(z) =1+ z + o(x),

Vo e VN0;1[, flz) =1+ g i o(z),
donc
VE €V, [@) =1+ % +o(x) = [(0) = 1 et /(0) = 5.
La fonction f est dérivable en 1 donc elle est dérivable sur | — oo; 1], elle vérifie 'équation (E), c’est 'unique

| — o0; 1[-solution de (F).
3. Supposons qu’il existe une fonction g définie sur R qui soit une R-solution de (E) alors on a :

arctan(y/—x)
V-

1 siz=0

g(x) = | argth(y3)

X Vi

——1In

2V

si x €] — 00; 0],

si z €]0; 1],

B

K

ki + — siz€]l; o0

1-—

B
B
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avec K € R. Pour tout réel K, on a

1 K
+\/£ — = +400.
1—z|

On peut alors conclure qu’il n’existe aucune R-solution de 1’équation (F).

lim g(z) = lim ln‘

z—1t r—1t

2 Equations différentielles scalaires d’ordre n

Définition 2.1 Une équation différentielle numérique d’ordre n définie sur U et d valeurs dans K=R ou K=C
est une équation de la forme

y™ =ty ymY) (9)

ot f est une fonction de classe C' définie sur un ouvert U C R x K", et prenant ses valeurs dans K. Une
fonction y : I — K, définie sur un intervalle ouvert I de R est une solution de l’équation différentielle si elle est
n fois dérivable, et si, pour tout t de I, le point (t,y(t),y'(t),...,y" D (t)) appartient a U, et, de plus, y™ (t) =
Fty(), 9/ (t), ..,y ().

Théoreme 2.1 (Théoréme d’unicité de Cauchy)

Soient y1, yo deux solutions de l’équation (9) définies sur Uintervalle I et tg € I tels que

y1(to) = ya(to), v (to) = vh(to), -, v\ (te) = v5" P (to)

alors y1 = ya.

Théoréme 2.2 (Existence)
Pour tout (n + 1)uplet (to,ao,a1,...,an—1) de U, il existe un intervalle ouvert I contenant to et une solution y
définie sur I telle que

y(to) = ao, ¥ (to) = a,..., y(”_l)(to) = Qp_1.

2.1 Equations linéaires d’ordre n

Définition 2.2 Soit I un intervalle de R, et K =R ou C. Une équation différentielle linéaire numérique d’ordre
n définie sur I et a valeurs dans K est une équation de la forme :

" = a1y gy ™D 4y b, (10)

0l ag, a1, -..,0,—1 €t b sont des fonctions continues de I dans K. Si b =0 on dit que I’équation est une équation
homogéne. Les fonctions t — a;(t) sont appelés les coefficients de ’équation.

Théoreme 2.3 Soit "équation différentielle linéaire d’ordre n (10).

1. Pour toute condition initiale tg € I, (ug,u1,...,un—1) € K", il existe une unique solution de (10) définie sur
I tout entier telle que y(to) = uo, ¥ (to) = u1,..., Y™ V(to) = tup_1.

2. Sib=0, l'ensemble des solutions est un espace vectoriel de dimension n.

3. La solution générale de (10) s’obtient en ajoutant a une solution particuliére de (10) la solution générale de
l’équation homogéne associée.

Définition 2.3 Un systéeme fondamental de solutions de l’équation homogéne
Y™ = a1y a2 £ 4 any

est une base de ’espace vectoriel des solutions c’est-a-dire une famille de n solutions linéairement indépendantes.

Démontrer que la fonction définie sur R* par f(t) = €T et prolongée par f(0) = 0 est de classe

C°°, mais n’est solution d’aucune équation différentielle linéaire homogene.

Correction : 11 est clair que f est de classe C*° sur R*. On montre aisément par récurrence sur n que ses dérivées
sont de la forme

1

t727

ou les P, sont des polyndémes. Ainsi, pour chaque entier n, f(n) admet une limite en 0 égale & 0. Par le théoréme
de prolongement d’une dérivée, f est de classe C', avec f(")(O) = 0. Si f était solution d’une équation différentielle
linéaire homogene d’ordre n,

t— P,(t)e —
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Yy (t) + an—1(B)y ") + ... + agy(t) =0,

elle vérifierait aussi la condition initiale y(0) = ... = y(»~1(0) = 0. Or, d’apres le Théoreme de Cauchy linéaire,
cette équation n’admet qu’une seule solution pour ce probleme de Cauchy. Comme 0 est solution et que f n’est
pas identiquement nulle, on obtient une contradiction.

Soient aq,...,a, : I — R des fonctions continues. Montrer que toute solution non-nulle de 1’équation
Y™ +a, 1 ()Y 4+ ag(t)y = 0 a ses zéros isolés.

Correction : Soit y une solution non-nulle de I’équation et soit ty un zéro de y. Remarquons que la fonction
identiquement nulle est solution de 1’équation. D’apres la partie unicité du théoreme de Cauchy (dans sa version
linéaire adaptée aux équations d’ordre p), on est stir qu'il existe k € {0,...,n—1} tel que y¥)(tg) # 0 (sinon y serait
la fonction nulle). Soit p le plus petit des entiers k tel que y*)(to) # 0. Alors, d’apres la formule de Taylor-Young,
au voisinage de tg, on a

(p)
y (o), \p
Doy (t — to)P.

Ainsi, la fonction ne s’annule pas dans un voisinage de t( ailleurs qu’en tg.

I désigne un intervalle ouvert de R symétrique par rapport a l'origine, et ¢ une fonction paire
de classe C* sur I. On note (E) I’équation différentielle homogene

y"'(@) + p(z)y(z) = 0.
On note fy Punique solution de (E) sur I vérifiant les conditions initiales f1(0) =0 et f{(0) = 1.
1. (a) Démontrer que si y est solution de (F) sur I, alors y est de classe C*™.
(b) Démontrer que si y est solution de (F) sur I, alors x — y(—=x) est aussi solution de (E) sur I.
(¢) Démontrer que fy est une fonction paire et que f; est une fonction impaire.
(d) Exprimer la solution générale de (F) sur I a laide de fy et de fi. En déduire, parmi les solutions de
(E), celles qui sont paires et celles qui sont impaires.
2. On suppose désormais que I = R et que ¢ est 2w-périodique.
(a) Soit y une solution de (F) sur R. Démontrer que = — y(z + 27) est encore solution de (E) sur R.

(b) En déduire qu’il existe des constantes wog, wo1, w10 et wi que 'on déterminera en fonction des valeurs
prises par fo, f§, f1 et f1 en 2, telles que pour tout z € R, on ait

{fo(z+27f) = woofo(x) + wiof1(x)
filz+271) = worfo(x) +wirfi(z)

Woo  Wo1
wio W11
sur R des solutions non identiquement nulles 27-périodiques, il faut et il suffit que W admette 1 pour
valeur propre. On pourra exprimer une telle solution g en fonction de fy et f1, puis utiliser la périodicité

(¢) Soit W la matrice carrée d’ordre 2 définie par W = ) Montrer que, pour que (E) admette

de g.
Correction :
1. (a) On démontre par récurrence sur k > 2 que y est C*. Pour k = 2, 3/ = —¢y est continue donc y est C2.
Supposons la propriété démontrée au rang k et prouvons la au rang k + 1. Si y est C* alors v/ = —y

est aussi C*. En particulier y est CF*1.
(b) Posons f(z) = y(—=x), de sorte que f'(x) = —y'(—xz) et f"(x) = y”’(—=x). On a donc

f(@) + @) f(x) =y"(—2) + p(@)y(—z) = y"(-x) + p(-2)y(—2) = 0
et donc f est aussi solution de I’équation différentielle.

(¢) Posons go(x) = fo(—=x), solution de I’équation différentielle sur I. Elle vérifie de plus les mémes conditions
initiales que fo, & savoir go(0) = fo(0) = 1 et g;(0) = —fo(0) = 0. Ains, fo = go et fo est paire. Pour
prouver que fi est impaire, on pose g1(z) = — f1(—x), et on vérifie que g; est solution de ’équation avec
les mémes conditions initiales que f;.

(d) Remarquons que (fo, f1) est une famille libre. En effet, si f1 = Cfo, alors fi = Cf{ et ceci est incom-
patible avec f1(0) = 1 et f}(0) = 0. Ainsi la famille (fy, f1) est une base de 'ensemble des solutions
de (E). Donc la solution générale de (F) s’écrit Afo + pfi, A\, u € R. Notons y une telle solution. Pour
qu’elle soit paire, il faut que y(—x) = y(x). Mais

y(=2) = Mo(@) — pfi(x) = Mo(x) + pfi(z) = y(z).
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La famille (fo, f1) étant libre, on en déduit que p = —p < p = 0 et seuls les multiples de fy sont
solutions paires de I’équation. De méme, seuls les multiples de f; sont solutions imapires de 1’équation.
2. (a) Il Sagit d’une vérification immédiate.
(b) Puisque f — fo(z + 27) est solution de I’équation, on sait qu’il existe des constantes wpg et wig telles
que, pour tout x € R,

fo(z +2m) = woo fo(x) + w10 f1(z).
En posant = 0, on trouve wgy = fo(2m). en dérivant 1’équation et en posant x = 0, on trouve
wig = f§(2m). On utilise le méme raisonnement pour fi.

(¢) Soit y une solution de (E), y = Afo + pf1. Alors, pour tout z € R,
y(x + 2m) = (Mwoo + pwor) fo(x) + (Awio + pawir) f1 ().
Puisque (fo, f1) est une base de solutions de (F), y est une solution 27-périodique si et seulement si
{ Awgo + pwor = A
Awig + pwir = @

Autrement dit, (2) est vecteur propre de W associé a la valeur propre 1. Réciproquement, si <2> est

un vecteur propre de W associé a la valeur propre 1, y = Afy + ufi est une solution 2m-périodique de
(E).

Résoudre ’équation différentielle :

Lo _ 2 _zﬁ
(E).y—+y—tm1@)te} 2,2{

Correction : L’ensemble des solutions de I’équation 4" 4+ y = 0 est le plan vectoriel engendré par les fonction sinus
et cosinus.
On cherche une solution particuliere par la méthode de la variation des constantes. Soient A\ et u deux fonctions

T
dérivables sur ] —3i5 [ telles que :
e y = Acos+psin soit une solution de I’équation différentielle (E),

e N cos+p'sin = 0.

Ona:
y' = XN cos —Asin 4+ sin +p cos = —Asin +pu cos,
y” = —Xsin — A cos +u’ cos —psin = — N sin +p’ cos —y.
D’ou
Ncos+p/'sin = 0 - N = —sin.tan?
—Nsin+u' cos = tan® ' = cos.tan?

Pour ¢ élément de ]—g; g [, on a :

At) = —/O sin(z) tan?(z)dz, p(t) :/0 cos(z) tan?(z)dz,

dot
At) = — /O t sin(x)lzozc;i()x)dx - /0 sin(x) (1 _ coszl(m)) do = {— cos(z) — cosl(x)}to — 92— cos(t) — Coi(t)
et
u(t) = /O t (Cosl(x) —cos(a:)) do = {m‘% —sin(x)}; - m‘liozi(fl)(t) _ sin(t).

T om
Une solution particuliere de 1’équation différentielle (E) est la fonction ¢ définie sur } —3i5 [ par :

cos(t) cos(t)

o(t) = — (cos(t) + Coi(t)) cos(t) + (m ’1—5m(t)‘ - sin(t)> sin(t) = (m ‘1—sm(t)’) sin(t).

Soient A et B deux réels, les solutions de ’équation différentielle (E) sur } —
par :

T
5; 5 [ sont les fonctions ¥ 4 p définies

Vt € }—%; g [ W4 5(t) = Acos(t) + (B +1n ‘%D sin(t).
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3 Equation linéaire homogene a coefficients constants
Quand les a,, sont des constantes, il est facile d’expliciter la solution générale d’une équation linéaire homogene.

Définition 3.1 Si ’équation (10) est a coefficients constants, le polyndme de K[X]
X" —a X - —ap_eX?—ap_1 X —ap,
est appelé le polynéme caractéristique de cette équation.

Théoréme 3.1

1. Sile polynéme caractéristique de (10) est scindé dans K[ X], de racines deuz d deux distinctes A1, Aa,. .., An,
une base de ’espace vectoriel des solutions de (10) est formée des n fonctions :

et ettt (11)

2. Dans le cas ou le polynome caractéristique admet des racines multiples, on obtient encore un systéme fon-
damental de solutions en remplacant dans (11) le terme e, lorsque \ est une racine multiple d’ordre v du
polynéme caractéristique, par la suite e, teM, ... 7" 1e.

Remarque 3.1 Si K = R est le corps des réels, et si le polynéme caractéristique P de I'équation (10) n’est pas
scindé dans R[X], on procéde de la maniére suivante. On commence par construire un systéme fondamental S,
de solutions complexes. Soit A\ = a + ib, une racine de P, non réelle, dont I'ordre de multiplicité est r. Comme
P est un polynome réel, X est aussi une racine de P, de méme multiplicité . En remplacant, pour chaque entier
k, 0 < k < r, les deux fonctions complexes conjuguées, t*e*, ther de S., par la paire {t*e® cosbt, ke sin bt},
formée de leur somme et de leur différence, on obtient un systeme fondamental de solutions réelles.

Définition 3.2 Une fonction polynémes-exponentielles est une fonction définie sur R par une formule de la forme :
k
f) = et Pi(t),
i=0

ot chaque P; est un polyndome de K[t].

k

Théoréme 3.2 Siles pu; sont deur a deux distincts et si la fonction exponentielle polynome Py = Z et Pi(t) est
i=0
identiqguement nulle, tous les P; sont nuls.

Les fonctions polynémes-exponentielles sont étroitement liées a la théorie des équations différentielles linéaires a
coefficients constants.

Théoréme 3.3 Soit une équation différentielle linéaire d’ordre n, a coefficients constants :
YU+ agy + a1y’ + ...+ an_1y™Y = eMP(1),

avec P € K[t]. Soit r lordre de multiplicité de A comme racine du polynome caractéristique A(X) = X" +
A 1 X" 1+ 4+a1X +ag (r=0 si\ nest pas racine de A). Alors il existe une solution polynémes-exponentielles
de la forme

y(t) =M Q(t)

ou @ est un polynome de méme degré que P.

3.1 Equation linéaire d’ordre 2 dont on connait une solution

La méthode suivante, qui ne porte pas de nom, est cependant tres utile. Elle est spécifique au cas d’une équation
différentielle numérique d’ordre 2. Ce n’est pas la méthode de variation de la constante.

Théoréme 3.4 Soit z solution non nulle de I’équation homogéne associée a
y' =ay +by+c. (12)

En cherchant y sous la forme y = uz, avec u nowvelle fonction inconnue, on rameéne la résolution de (12) a la
résolution d’une équation linéaire d’ordre 1.
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3.2 Le principe de superposition

Théoréme 3.5 Si y; et yo sont solutions de

n—1)

Y™ —an 1y — . —ay = b

alors, pour tous a1, as, y = a1y1 + asys est solution de

n-1) _

y™ — a,_qy co.—agy = a1by + agbs.

Ce théoreme, conjugué avec le Théoreme 3.3, est bien adapté a la résolution des équations différentielles linéaires
a coeflicients constants dont le second membre est une exponentielle-polynome.

Résoudre I’équation différentielle réelle y’ + y = t2 4 cost.

Correction :
On commence par remarquer que 1’ensemble des solutions de I’équation homogene y' + y = 0 est 'espace vectoriel
réel de dimension 1 formé des multiples de e~*. Il reste & obtenir une solution de ’équation avec second membre.

1. Premiére méthode. Variation de la constante. On pose z = e~ ¢ et on cherche y sous la forme y = zu. Alors
Yy +vy =t% + cost s’écrit

t2 4+ cost = Z'u+ zu’ + zu = 2'u
et ceci est équivalent a
2" = el (t? + cost).

Il faut calculer successivement une primitive de t2e?, puis une primitive de ¢ cost. Chacun de ces calculs utilise
deux intégrations par parties.

2. Deuxieme méthode. On utilise le principe de superposition et le théoreme 3.3. Puisque le second membre

12 + cost est Iexponentielle polynome t? + —e® + —e~% on va résoudre successivement y’ + y = 2 = t2et,

2 2

Yy +y=¢et ety +y=e Le polynome caractéristique de I’équation différentielle est X — 1. 0 n’est pas

racine de X — 1. L’équation ¢/ +y = t? admet donc une solution de la forme y = at?>+bt+c. Alors y' = 2at+b,

et y +y = at? + (2a + b)t + b+ c. Pour que y' + y = b il faut et il suffit que a = 1, 2a + b = 0, c’est-a-dire
b= —2, et enfin b+ ¢ =0, c’est-a-dire ¢ = 2.

Résolvons 3/ +y = e’*. Puisquei n’est pas racine du polynéme caractéristique X 711, il exliste_une solution de

—1

- . Cela donne la
1+1

la forme y = pe®. Alors v/ +y = u(1 +14)e’ est égal & e si et seulement si p =

1—4\
solution complexe y; = ( 5 Z> et

1+
2

Puisque % est solution de 3/ +y = e, le conjugué de y; soit yp = ( ) e~ est solution de I’équation

conjuguée y’ +y = e~*. Par le principe de superposition

L+i g

L—i 4 :
Y=y +ys = ——€ + e " =cost+sint

2 2

* = 2cost. Finalement une solution de y/ +y = t? + cost est y = t> — 2t +

est solution de 3/ +y = e 4+ e~
1
2+ i(cost +sint).

3.3 Equation linéaire a coefficients constants a valeurs dans un espace normé

Il n’existe pas de méthode générale ramenant la résolution d’une équation différentielle lineaire homogene a va-
leur dans un espace normé (de dimension n > 1) & des calculs de primitives. Cependant, lorsque 'endomorphisme A
ne dépend pas de t, les solutions de X/ = AX s’explicitent au moyen de la notion d’exponentielle d’endomorphisme.

Définition 3.3 Soit A un endomorphisme d’un espace vectoriel normé de dimension finie E. L’exponentielle de
A est Uendomorphisme exp(A) défini par

1T 4n
cap(4) = 3 © (13)

n!’
n=0

Théoréme 3.6 Soit A un endomorphisme de E. La fonction R : R — End(E) définie par R(t) = exp(tA) est
dérivable, et

R'(t) = AR(t). (14)
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Théoréme 3.7 Soit E un espace normé de dimension finie, et A € End(F). L’unique solution de l’équation
différentielle

X'(t) = AX(t)
qui prend la valeur Xo en t = 0 est Uapplication X définie par

X(t) = exp(tA)(Xo).

Soit 2 un ouvert de R™ contenant 0. Soit ' = f(¢, y) une équation différentielle avec f: RxQ — R
continue telle que f(¢,0) = 0. La solution nulle est dite stable 8'il existe n > 0 et C > 0 tels que, si y est une
solution de ’équation avec y(0) = 7, alors

1. y est définie sur [to; +00[;

2. pour tout t > to, [|ly(®)|| < Clly(0)]].
Enfin, elle est dite asymptotiquement stable s’il existe n > 0 et C' > 0 tels que, si y est une solution de 1’équation
avec y(0) = n, alors

1. y est définie sur [to; +o0l;

2. pour tout t > to, ||ly(®)|| < Cllyoll ;

3. t_l}linocy(t) =0.

Pour A € M,,(R), montrer que la solution nulle de 3y’ = Ay est
— stable si et seulement si toutes les valeurs propres de A sont de partie réelle négative ou nulle, et que les
valeurs propres de partie réelle nulle sont des racines de multiplicité 1 dans le polynéme minimal de A,
— asymptotiquement stable si et seulement si toutes les valeurs propres de A sont de partie réelle strictement
négative.

Correction : Remarquons que la stabilité (resp. la stabilité asymptotique) ne dépend pas du fait de travailler avec
des solutions réelles ou complexes. On peut donc supposer que la matrice A est donnée sous sa forme réduite de
Jordan. La solution générale vérifie alors X (t) = e*4 X (0). Ecrivons

tJ
J 0 ... 0 et 0 0 X,
o tly . : X5

A= 0 Jz ], et = 0 e : et X(0) =
o 0 Do o0 ~
0 ... 0 J, 0 ... 0 et Xp

ou les J; sont les blocs de Jordan de A. Il vient

€tJ1 X1
€tJ2X2
X(t) =

tJ,
er X,

On voit donc qu’il s’agit de prouver a quelle condition sur un bloc de Jordan J de taille d, pour tout € > 0, on
peut trouver n > 0 tel que

|EY X || < n des que | X|| <n et [e’ X|| — 0 des que | X|| < 7.

On écrit
A1 0
g 0 A
o
0 0 X

On calcule 'exponentielle de J en la décomposant sous la forme Ald + N, ou la matrice N est nilpotente d’indice
d (N* =0 pour k > d. Puisque AId et N commutent, on a

1
etd — M (Id+tN+2't2N2+...+ 'td—lNd—1>

1
(d-1)

ce qui donne
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1ot /2 ... t/(d-1)!

0 1 t ... t2/(d-2)
etd — oAt :
- .
0 0 1

On en déduit alors les résultats suivants :
e Si Re()\) < 0, alors 'exponentielle 'emporte sur le polynéome, et e/ X tend vers 0 quel que soit X quand
t tend vers +00; on a méme k||e!/|| < M pour une certaine constante M et donc la solution nulle est
asymptotiquement stable.
e Si Re(\) > 0, alors I'exponentielle 'emporte sur le polynome, et pour X = (0,...,0,7), e#4X tend vers +oo,
indpendamment de la valeur de n > 0. La solution nulle n’est pas stable.
e Si Re(A) =0, alors on distingue deux cas :
— Le bloc de Jordan est de taille 1. Dans ce cas, on a ¢!/ X = eMz ot X = (). La solution nulle est stable
(car |e*| = 1, on choisit = €), mais n’est pas asymptotiquement stable.
— Le bloc de Jordan est de taille d > 1. Alors, pour X = (0,...,0,n), e/’ X = (neMt?=1/(d — 1)!,...) tend
vers 1, quel que soit > 0. La solution nulle n’est pas stable.
Pour conclure, il suffit de remarquer que tous les blocs de Jordan associés a la valeur propre A sont de taille 1 x 1
si et seulement si A est de multiplicité 1 comme racine du polynéme minimal de A.

3.4 Résolution des équations différentielles par des développements en série entiere

Il s’agit de chercher si I’équation admet une - ou plusieurs - solutions développables en série entiere au voisinage
de lorigine. Cette idée peut s’appliquer a des équations linéaires homogenes ou non. Le principe est le suivant.
On commence par chercher ce que doit nécessairement valoir une série entiére solution du probleme, en insérant le
développement dans I’équation, en dérivant terme a terme et en essayant de calculer les coefficients. Il se peut que
le probleme n’ait pas de solution intéressante (si '’équation est homogene, il y a toujours la série entiere 0 pour
laquelle tous les coefficients sont nuls). S’il en a, on dispose maintenant d’une série entiere “candidat-solution”.
Il reste & prouver qu’elle est effectivement solution. Pour cela, il faut justifier que les calculs faits (c’est-a-dire la
dérivation terme & terme) étaient justifiés. Pour prouver ceci, il faut montrer que le rayon de convergence R de la
série obtenue est strictement positif. La somme de la série entieére sera alors solution du probleme sur Iintervalle
| — R;R[.

On considére 'équation différentielle
21+ z)y — 3y = 0.
Cette équation différentielle admet-elle, au voisinage de 0, une solution développable en série entiere ?

Correction :
Soit « + f(x) une telle solution et

+oo
flx) = Z anpx”
n=0

son développement en série entiere. Admettons pour 'instant que le rayon de convergence R de la série entiere est
strictement positif, de sorte que, sur I'intervalle | — R; R|, il est licite de dériver terme & terme. On obtient

+oo +oo +oo
fl(z) = Znanx”_l = Z(n + Day12™ et of'(z) = Znanx"
n=1 n=0 n=0
de sorte que ’équation différentielle se traduit par
—+oo
Z(2(n + Daps1 + (2n — 3)ay)z™ = 0.
n=0

Cette relation permet de calculer par récurrence les a,, en fonction de ag :

2(2n—=5)2n—T) x...x1x (=1) x (-3)
(2n) x (2n—2)...x 2

3(2n —4)

!
an = (-1) 172(20) (20 — 2)[(n — 212

= (-1

agp.
Réciproquement, choisissons ag arbitrairement et définissons les nombres a,, par la formule ci-dessus. La relation

, T . An+41
de récurrence vérifiée par les a,, montre que le quotient —— tend en valeur absolue vers 1, de sorte que le rayon
n
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de convergence de la série ainsi déterminée vaut 1, en application de la regle de d’Alembert. Par conséquent, sur
I'intervalle | —1; 1], la fonction f, somme de la série entiére ainsi déterminée, est solution de 1’équation différentielle,
puisque sur cet intervalle, la dérivation terme a terme de la série donne bien la dérivée de la somme.

On considere I'équation différentielle suivante :
(E) : 2%y +day’ + (2 — 2?)y = 1.

1. Déterminer une solution notée f de 1’équation différntielle (F) développable en série entiére. Préciser son
rayon de convergence R et exprimer f a l'aide de fonctions usuelles.

2. Déterminer le réel « tel que la fonction y définie par y(z) = —x® soit une solution de (E), résoudre I’équation
(E).

Correction : Remarquons tout d’avord que le point 0 est un point singulier de I’équation (F).
1. Recherche d’une solution développable en série entiere. On suppose qu’il existe un réel R strictement positif
et une suite (a,)nen tels que :

+oo
Vo €] = R;R[, y(z) = Y ana™,
n=0

et la fonction y est solution de I’équation (F). La fonction y est solution de I’équation (E) si et seulement si :

+oo +o0 +oo +oo
Zn(n —Dayz"™ + 4Znan$" 4+ 2 Zanl‘" _ Z@n$n+2 —1
n=0 n=0 n—0 "0
+o00 +0o0
& z:(n2 +3n+ 2)az” — Z Gp_ox™ =1
n=0 n=2
+oo
& 2a0 + 6a17 + Z (R +3n +2)a, — ap_s) z™ = 1.
n=2

De l'unicité des coefficients d’une série entiere, on déduit :

1 Up—2
= - = > =
ag 2,a1 0, vneN, n>2 a, CEDICES)
D’ou
1
Vn € N, aon+4+1 = O, agn — m
Le rayon de convergence de la série entiere est 400 et on a :
+oo p2n
v@) =X G
— (2n+2)!
On obtient :
too  2ni2 too  2n too  on
9 x x
v y(w) = |:Z |:Z:7|*1:Ch(m)*1
= (2n + 2)! — (2n)! o (2n)!
soit :
h
¢ (x)2 siz#0
- x
y(z) = 1
z i =0
5 six
1
2. Il est immédiat que la fonction y définie sur R* par y(x) = —— est une solution de (F) sur R* ou sur R%.
x
Déterminons la fonction z telle que z(x) = —a?y(x), on a :

(@) = —2ay(z) — 2y (@), 2" (1) = —2y(x) — day' () — 22" ().
La fonction y est solution de (F) si et seulement si :
22y +dry 42y =2y +1 e -2 (x) = —2(x) + 1.
On résout I’équation z”" — z = —1, les solutions sont les fonctions z définies sur R par :
z(x) = ach(z) + bsh(z) + 1, a,b € R.

Les solutions de I’équation (F) sont les fonctions y définies sur R* par :
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h h 1
alci(f)—kbl@—? siz>0
o =4 g
ch(zx) sh(z) 1 .
as 5 + by 5 T 5 ST <0
x T

Peut-on déterminer une R-solution ?
Pour que y soit définie en 0, il faut que by = bs = 0 et a3 = as = 0, on obtient :

h(z) —1

% siz#0
y(z) = 1 t

3 sizx=0

On déduit de la question précédente que la fonction y est développable en série entiere sur R donc la fonction
y est indéfiniment dérivable sur R et vérifie I’équation (E), c’est I'unique R-solution de I’équation (FE).
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