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ANALYSE 2

Fiche de Mathématiques 2 - Suites de réels, fonctions numériques.

1 Propriétés de R liées a la relation d’ordre

Théoréme 1.1 Pour qu’une suite (x,), de nombres réels ait une limite, il faut et il suffit que cette suite soit de
Cauchy; cette limite x est unique. Et si on a x,, > 0 pour tout n € N (ou méme seulement pour n assez grand), on
ax > 0.

1.1 Ensembles adjacents

Définition 1.1 Nous dirons que deux sous-ensembles A, B de R sont adjacents si
1. pour tout a € A et tout b € B, on a a < b,
2. quel que soit € réel positif, il existe a € A etb € B tels que b—a < €.

Théoréme 1.2 Si A, B sont deur ensembles adjacents dans R, il existe un nombre réel ¢ et un seul, satisfaisant
da<c<bpourtouta€ A et tout b € B.

1.2 Intervalles emboités. Axiome de Cantor

Proposition 1.1 Soit I, = [a,, by,] une suite décroissante d’intervalles de R (¢’est-a-dire telle que Inyq C I, pour
tout n € N) dont la longueur b, — a,, tend vers zéro. Alors ces intervalles ont un seul point commun ¢ qui est la
limite commune des suites (ap)n et (bp)n.

On obtient un énoncé équivalent & la proposition précédente en considérant les suites (an)n €t (bn)n.

Proposition 1.2 Soit (a,), une suite croissante et (by,),, une suite décroissante de nombres réels, vérifiant a, < b,
pour tout n € N et telles que la suite (b, — an)n tende vers zéro. Alors ces suites (dites adjacentes) ont une limite
commaune c.

Exemple 1.1 La suite (a, ), des valeurs décimales approchées par défaut d’ordre n d’un nombre réel z et la suite
associée b, = a, + 107" (valeurs décimales approchées par exces) sont des suites adjacentes qui convergent vers z.

Soit z un réel dans [0,1]. Montrer, sans utiliser la fonction In, que les suites u = (up)nen et
v = (Un)nen définies par :

n n+1
VnZl,un=(1+£>,vn:<l+£>
n n

sont convergentes.

Montrer que les suites u = (up)nen €t v = (v )nen définies par :
n

=3

k=0

convergent vers la méme limite irrationnelle e.

| =

|avn:un+*’
. n:

o

Soient 0 < a < b et (un)nen, (Un)nen définies par :

v — a Upny1 = -1 (moyenne harmonique)
0 ,Vn e N, w T o,
vg = b Up + Up

Untl = (moyenne arithmétique)

Montrer que ces suites sont adjacentes de limite v ab (moyenne géométrique). Pour b = 1 on a des approximations

de v/a.

Soient 0 < a < b et (up)nen €t (Upn)nen définies par :



Uy + U
2

Montrer que ces suites sont adjacentes de méme limite. Cette limite est appelée moyenne arithmético-géométrique
de a et de b.

w = a Upn+1 = +/UnU, (moyenne géométrique)
{ 0 p - VneEN,

Vg Unt1 (moyenne arithmétique)

2 Bornes supérieure et inférieure d’un sous-ensemble de R

Définition 2.1 Soit E un ensemble totalement ordonné. Une partie X de E est dite majorée (resp. minorée) s’il
existe au moins un élément m de E tel que pour tout x € X, on ait x < m (resp. > m) et l'ensemble X est dit
borné s’il est a la fois majoré et minoré

Définition 2.2 Soit X une partie majorée de l’ensemble totalement ordonné E. Si l’ensemble des majorants de
X (non vide par hypothése) admet un plus petit élément M (nécessairement unique), on dit que M est la borne
supérieure de X et on écrit M = sup(X) ou M = sup{xz/x € X}. De méme, la borne inférieure m d’un sous-
ensemble minoré X de E est le plus grand majorant de X (lorsqu’il existe) et on écrit m = inf(X) ou m =

inf{zx/z € X}.

Rappelons que toute partie finie non vide de E, admet pour borne supérieure (resp. inférieure) le plus grand (resp.
le plus petit) de ses éléments.

Théoreme 2.1 Toute partie non vide et majorée de R admet une borne supérieure; toute partie mon vide et
minorée de R admet une borne inférieure.

Théoréme 2.2 Caractérisation des bornes supérieure et inférieure
Soit X une partie de R. Pour que le nombre réel M soit la borne supérieure de X, il faut et il suffit que

1. tout x € X vérifiex < M
2. pour tout € > 0, il existe x € X vérifiant t > M — .
Pour que le nombre réel m soit la borne inférieure de X (X C R), il faut et il suffit que
3. tout x € X vérifiex > m
4. pour tout € > 0, il existe x € X vérifiant x < m + €.

Définition 2.3 Une partie X de R est bornée s’il existe un nombre k vérifiant |x| < k pour tout x € X.

Propriété 2.1 Toute partie bornée non vide X de R admet une borne supérieure M et une borne inférieure m et
Uintervalle [m, M) est le plus petit intervalle fermé contenant X .

On notera que les bornes (supérieure ou inférieure) d’un ensemble X n’appartiennent pas nécessairement a X
(cependant, tout ensemble fini contient ses bornes).

Théoreme 2.3 Si X admet une borne inférieure (resp. supérieure), cette derniére est unique.

Exemple 2.1 Si X = [0, 1], alors 0 est le plus petit élément (et donc la borne inférieure) et 1 est la borne supérieure
de X, mais cette borne supérieure n’est pas dans X, il n’y a donc pas de plus grand élément.

Exemple 2.2 X = [0,4o00[ n’a ni plus grand élément ni borne supérieure.

Dans le cas ou X est une partie finie de R, ses éléments peuvent étre rangés dans l’ordre croissant et ’existence
des bornes inférieure et supérieure est assurée sans référence au théoreme précédent, ces bornes étant des éléments
de X. Dans ce cas de figure, on dit que inf(X) (resp. sup(X)) est le plus petit (resp. plus grand) élément de
X, on le note aussi min(X) (resp. max(X)). On rappelle que la valeur absolue d’un réel z est définie par :

x si x>0
—x si xz<0
x € [—a, a]. Plus généralement, les équivalences suivantes sont bien utiles :

|z| = max{—=z,z} = et la majoration |z| < « est équivalente & —a < & < « ou encore &
|t —zg| <ae —a<z—zg<zE € [T)— O,10 + O

ou encore :
|t -zl <ae —a<z—z0<zexE€lrg— a0+ Al

Une conséquence importante du théoréme de la borne supérieure est la propriété d’Archimede qui suit.

Théoréme 2.4 L’ensemble R des nombres réels est archimédien, c’est-a-dire que :



Va € R%,Vb € Ry,3n € N*,na > b.
De ce théoreme on déduit le résultat important suivant sur 1’existence de la partie entiere d’un réel.
Théoréme 2.5 Pour tout réel x il existe un unique entier relatif n tel que :

n<zr<n+4+l.

Exercice 5| Montrer que pour réels a et b, on a :

b |b—
max(a,b) = a; —|—| 2a|
b |b—
min(a,b) = a—2§— _| 2a|

On peut retenir ces égalités en remarquant que min(a, b) est la borne inférieure de l'intervalle d’extrémités a, b, et

- a+ - .
max(a,b) la borne supérieure et le milieu de cet intervalle.

Montrer que le sous-ensemble X = {r € Q/z? < 2} de Q n’a pas de borne supérieure dans Q.

Si A et B sont deux parties non vides de R, on définit I’ensemble :

A+B={xz+y/x e Aetyec B}
Montrer que si A et B sont majorés, il en est alors de méme de A + B et :

sup(A + B) = sup(A) + sup(B).

Soient A et B deux parties non vides et bornées de R. Montrer que :

sup(AUB) = max(sup(4),sup(B))
inf(AUB) = min(inf(A),inf(B)) .
ACB = inf(B) <inf(A4) et sup(A4) < sup(B)

Exercice 9| Déterminer, si elles existent, les bornes inférieure et supérieure des ensembles suivants :

A = {27"/ne N}
B = [0,1]nQ

s e

C

Soit X une partie non vide et majorée de R. Montrer que si M = sup(X) ¢ X, il existe alors
pour tout réel € > 0 une infinité d’éléments de X dans l'intervalle |M — e, M].

3 Suites monotones

Proposition 3.1 Soient (x,), et (yn)n deux suites convergentes de nombres réels, vérifiant pour n assez grand,
Vinégalité x, < y,. Alors on a :

lim z, < lim y,.

n—-+o0o n—-+oo

On insiste sur le fait que l'inégalité stricte x,, < y, n’entraine pas I'inégalité stricte lim x, < lim y,. Seules
n—-+oo n—-+4oo

les inégalités larges se conservent par passage a la limite.

Remarque 3.1 La convergence et la limite d’une suite ne sont pas altérées lorsqu’on modifie de facon quelconque
un nombre fini de termes de la suite.

Lemme 3.1 Soient (x,)n €t (yn)n deux suites de nombres réels convergeant vers le méme nombre réel z. Si (zp)n
est une suite de nombres réels vérifiant, pour n assez grand, l'inégalité x, < z, <y, alors la suite (z), converge
vers z.



Théoréme 3.1 Dans R, toute suite croissante et majorée a une limite finie. Toute suite croissante et non majorée
tend vers +oco.

Dans R, toute suite décroissante et minorée a une limite finie. Toute suite décroissante et non minorée tend vers
—00.

Montrer que si (uy)ren est une suite croissante, il en est de méme de la suite (v, )nen des moyennes
. s 1 o
de Césaro définie par v, = —— E U,
n+1 P

Etudier, sans utiliser la fonction In, la suite u = (w)n21 ot A est un nombre réel strictement

positif.

Montrer que la suite u = (u,)nen définie par la relation de récurrence, ug = 0 et up41 = Vu, + 1
1++/5

est convergente vers le nombre d’or [ = 7

Soit & un réel dans |0, 2[. Montrer, sans utiliser la fonction In que la suite (u,,),>1 définie par :

VnZl,un:(l—&—E)
n

est convergente.

n

1
1. Montrer que la suite © = (uy,)nen définie par u,, = 7 In(n) pour tout n > 1 est décroissante minorée.
k=1
Sa limite est la constante d’Euler, notée 7.
2n 1
2. M i - = .
ontrer que ngrfoo Z In(2)
k=n-+1
Soit z un nombre irrationnel. Montrer que si (pn> est une suite de nombres rationnels qui
4n neN
converge vers x ou pour tout n € N, p,, est un entier relatif et ¢, un entier naturel non nul, alors hIJIrl qn = +00
n—-+0oo
et lim p, =+4o00,six >0, lim p,=—o0,six <O0.
n—-+oo n—-+oo

4 Plus grande et plus petite limite

Théoréme 4.1 A chaque suite (x,,), de nombres réels on peut associer un élément unique L de R satisfaisant
auz conditions suivantes :

1. Quel que soit A < L, l’ensemble Ey des n € N qui vérifient x,, > X est infini.
2. Quel que soit A > L, 'ensemble E\ des n € N qui vérifient x,, > X\ est fini.

Cet élément L est appelé la plus grande limite ou limite supérieure de la suite (x,),. On le désigne par L =
lim sup(z,) ou limsup(z,).
n—oo

On établirait de méme :
Théoréme 4.2 A chaque suite (z,), de nombres réels on peut associer un élément unique L de R satisfaisant
aux conditions suivantes :
1. Quel que soit A > £, l’ensemble F des n € N qui vérifient x,, < X\ est infini.
2. Quel que soit A < £, l'ensemble F\ des n € N qui vérifient x,, < X est fini.
Cet élément ¢ est appelé la plus petite limite ou limite inférieure de la suite (x,,),. On le désigne par { = lim inf(z,,)

n—oo
ou liminf(z,).

On a évidemment lim inf(—z,,) = limsup(zy,).
Proposition 4.1 Soit (x,), une suite de nombres réels et soit L = limsup(z, ), £ = liminf(z,). Alors
1. On a L=+ (resp. £ = —c0) si (et seulement si) la suite (x,)n est non majorée (resp. non minorée).

2. On a L =1{=—o0 si (et seulement si) la suite (x,,)n tend vers —oo.

3. On a L =1{=+o00 si (et seulement si) la suite (x,,), tend vers 4+oo.



Dans tous les cas on a L > 4.

Proposition 4.2 Pour qu’une suite (,,), de nombres réels soit convergente dans R, il faut et il suffit que sa plus

grande limite L soit égale a sa plus petite limite £, et on a alors L =4{¢ = lim z,.
n—oo

Proposition 4.3 Si la suite (xy,), contient une sous-suite convergente (Yn)n, ON a :

lim inf(z,) < lim y, < lim sup(x,).
n— 00 n—o00 n— o0

Proposition 4.4 On a les inégalités suivantes :
1. limsup(zy, + yn) < limsup(z,) + limsup(yy,),
2. liminf(x,) + limsup(y,) < limsup(z, + yn),
et en supposant x,, > 0, y, >0,
3. limsup(z,yy,) < limsup(z,). limsup(y,),
4. liminf(zy,). limsup(y,) < limsup(z,y,).
Si la suite (zy,), converge vers z, on a liminf(x,) = limsup(z,) = z et les inégalités précédentes se transforment
en égalités. On obtient ainsi :
Proposition 4.5 Si la suite (x,,), tend vers x dans R, on a, pour toute suite (yn)n,
1. limsup(zy, + yn) = « + limsup(y,)
et en supposant y, > 0 quel que soit n :

2. limsup(x,y,) = zlimsup(y, ).

Exemple 4.1 Si (ay), et (by), sont deux suites de nombres positifs tels que lim {/a, = a, lim /b, = b, on a
n—oo n—oo

lim sup v/ a,b, = ab.
n—oo

n

1
Montrer que la suite u = (uy,)nen définie par u,, = o est bornée.

k=0
n

1
Montrer que la suite u = (uy,)nen définie par u,, = z” In(n) pour tout n > 1 est bornée.

k=1

Montrer que, pour tout réel a > 1, la suite (uy,)nen définie par :

n

1

Vn > 1,unzzk—a
k=1

est bornée.

On désigne par (un)n>1 €t (vy)n>1 les suites définies par :

Vi v
Up = / cos(t?)dt, v, = / cos(t?)dt
0 1

et on se propose de montrer que ces deux suites sont bornées.

1. Montrer que pour tout réel o > 1 et tout entier n > 1, on a :

/”dx 1
— < .
1 ¢ T a-—1

2. Montrer que pour tout réel o > 1 la suite (wy,),>1 définie par :

" sinx
wy, = dzx
«
1 :I:

est bornée.
3. Montrer que :
1 (" cosz
2L Vo
4. En utilisant une intégration par parties et le résultat de la question 2. pour une valeur particuliere de «,
montrer que la suite (v,)p>1 est bornée.

dx.

Up =



5.

En déduire que la suite (uy,),>1 est bornée.

(Cet exercice nous fournit une démonstration relativement simple de la densité de Q dans R.)

Montrer que pour tout réel z, la suite (uy,)nens définie par :

x
(o E(.) désigne la partie entiere) converge vers 3

En utilisant la définition, montrer que la suite u = ((—1)")nen est divergente.

Exercice 23| Soit (u,)nen une suite a valeurs dans Z. Montrer que (uy)nen converge si, et seulement si, elle
est stationnaire.

Montrer que si lim (u,) = ¢ alors lim (up4+1 — uy,) = 0. La réciproque est-elle vraie ?
n—-+4oo n—-+oo
Soit u = (un)nen une suite réelle.

1.
2.

6.

7.

Montrer que s'il existe un réel A € [0, 1] tel que |up+1| < Aluy,| & partir d’un certain rang ng alors liIJIrl up = 0.

n—r-+0o0
Montrer que s'il existe un indice ng tel que u,, 7# 0 et s'il existe un réel A > 1 tel que |up41| > A|uy| pour
tout n > ng, alors u diverge.

Up+1
Unp

Montrer que si u,, # 0 a partir d’'un certain rang ng et lim ( ) =\ €[0,1], alors

lim wu, =0.
n—-+o0o —+oo

n—

Un+1
Unp

Montrer que si u,, # 0 & partir d'un certain rang ng et lim ( ) = A\ > 1, alors u diverge.

n——+o0o

U
Trouver (u,)nen telle que u, # 0 pour tout n € N, lim et lim Uy = +00.

n——+oo Up, n——+oo
U
Trouver (u,)nen telle que w, # 0 pour tout n € N, lim "t Jet lim Uy, = 0.
n—-+o0o Up, n—-+o0o
U
Trouver (uy,)nen telle que w, # 0 pour tout n € N, lim "l 1et lim u, = 10.
n—-+o0o Up, n—-+oo

Soit u = (U )nen une suite rélle ou complexe.

1.

2.
3.

5

Montrer que s’il existe un réel A € [0, 1] tel que ¥/|u,| < A & partir d’un certain rang ng alors lim w, = 0.

n—-+oo
Montrer que s’il existe un réel A > 1 tel que ’\L/m > A a partir d’'un certain rang ng alors u diverge.
Montrer que si ngrfoo Y un] = X €10, 1], alors ngrfoo uy = 0.

Montrer que si ngrfoo V/Jun] = A > 1 alors u diverge.

Trouver (u,)nen telle que nEI-&l:loo ”\/m =1et "li)I_sr_loo Uy, = ~+00.

Trouver (u,)nen telle que nll)rfoo Y0un| =1 et nEr-sI-loo Up = 0.

n

Trouver (u,)nen telle que lim up| =1let lim wu, =10.
n—+o0o n—+o0o

Valeurs d’adhérence. Théoreme de Bolzano-Weierstrass

Définition 5.1 La suite (x,), converge vers x si, quel que soit € > 0, on a x, €] — &, + €| pour < presque
toute > valeur de n, c’est-a-dire pour tout n € N, excepté au plus pour un ensemble fini de valeurs.

En remplacant les mots < presque toute valeur > par une < infinité de valeurs >, on obtient une condition plus
faible, conduisant & une notion plus générale que celle de limite, celle de valeur d’adhérence.

Définition 5.2 On dit que la suite (x,,), admet le nombre réel x pour valeur d’adhérence si, quel que soit € > 0,
il existe une infinité de valeurs de n vérifiant l'inégalité |x,, — x| < e.

Exemple 5.1

1.

La suite (z, = (-=1)"), admet +1 et —1 pour valeurs d’adhérence. Il en est de méme de la suite (x, =
(=1)™ + &,)n ou €, désigne une suite quelconque convergeant vers zéro.



2. Plus généralement, si o € Q (soit o = p/q avec p, g premiers entre eux) la suite (z, = sin narw), admet pour
valeurs d’adhérence les ¢ nombres sinkw/q (k=0,1,...,g—1). Si « est irrationnel, on démontre que la suite
(sinnar), admet pour valeurs d’adhérence tous les points de Uintervalle [—1, +1].

Lorsqu’on utilise ce langage, il faut bien prendre conscience que les termes de la suite (), sont les couples (n, x,,)
et il faut éviter de confondre le terme (n,x, ) avec le point z,.

Définition 5.3 On dit que la suite (z,,), admet +00 (resp. —o0) pour valeurs d’adhérence si elle est non majorée
(resp. non minorée).

Théoréme 5.1 Pour qu'un élément x de R soit une valeur d’adhérence de la suite (Tn)n, il faut et i suffit qu’il
existe une suite (Yn)n extraite de (x,), qui converge vers x dans R.

Proposition 5.1 La plus grande (resp. plus petite) limite d’une suite est sa plus grande (resp. plus petite) valeur
d’adhérence.

Théoreme 5.2 Bolzano- Weierstrass.
De toute suite bornée de nombres réels, on peut extraire une suite convergente.

Montrer que la suite u = (n(_l)n)neN admet 0 comme unique valeur d’adhérence et est divergente.

On se propose de montrer que ’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite u = (cos(n))nen
est [—1,1].

Rappel : On dit qu’un sous-groupe additif H de (R, +) est discret si pour tout compact K de R l'intersection H\ K
est finie.

1. Montrer que les sous-groupes additifs de R discrets sont de la forme :
Zo = {pa|p € Z} ol « est un réel.
2. Montrer que les sous-groupes additifs de R sont denses ou discrets.

3. Soient a, b deux réels non nuls. Montrer que le groupe additif G = Za + Zb = {pa + gb|(p, q) € Z*} est discret

a
resp. dense| si, et seulement si — est rationnel [resp. irrationnel].
b

4. On note I' = {z € C/|z| = 1} le cercle unité dans le plan complexe.
(a) Montrer que {exp(in)|n € Z} est dense dans T'.

(b) Montrer que ’ensemble {cos(n)|n € N} est dense dans [—1, 1], ce qui signifie que I’ensemble des valeurs
d’adhérence de la suite u = (cos(n))nen est [—1, 1].

Soit « un réel fixé dans |0, 1] et u = (up)neny définie par u, = cos(n®) pour n > 0. On se donne
un réel z € [—1,1] et on note 6 le réel de [0, 7] défini par x = cos(d). Pour tout entier n > 1, on désigne par ¢(n)
Ientier défini par :

p(n)* <04 2nm < (p(n) + 1)«
C'est-a-dire que ¢(n) = E((0 4 2nm)w).
1. Montrer que ¢ est une fonction strictement croissante de N* dans N*.
. Montrer que lirf (0 4 2nm — p(n)*) = 0.
n—-+0oo

2
3. Montrer que
4

. En déduire que 'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite u est [—1,1].

6 Le Théoreme de Césaro

Si (un)nen est une suite numérique qui converge vers ¢, les u, seront proches de £ pour n assez grand et il
n—1

semble naturel qu’il en soit de méme des moyennes — Z ug. C’est ce que dit le théoreme de Césaro. Un peu plus
n

k=0
généralement on a le résultat suivant :

Théoréme 6.1 Soit (ap)nen une suite de réels strictement positifs telle que lir_irrl (Xoho) = +00. Si (un)nen est
n—-+00

une suite réelle (ou complexe) convergente, on a alors :

1 n—1
lim T E apup | = lim u,.
n—-+oo ZZ n—-+oo

—0 Y% k—g



Remarque 6.1 Ce théoréeme est souvent utilisé en considérant les moyennes arithmétiques c’est-a-dire avec la
suite (@, )nen stationnaire sur 1. Précisément on a :

. . 1 n—1
e =€ L (n Z) =

—1
Définition 6.1 On dit qu’une suite (u, )nen converge au sens de Césaro vers un scalaire ¢, si la suite < E U
n
k=0

neN*
est convergente vers /.

Exercice 30| Montrer que si (up)nen est une suite réelle ou complexe convergente, on a alors pour tout réel
a>0:

. 1 n . 1 '
ngr—&r-loo <na+1 ;k Uk | = a+1 ngl—&l:loo Un:

Exercice 31| Soient (uy)nen une suite réelle ou complexe et (7, )nen une suite réelle strictement croissante non

U —u u
majorée telle que 79 > 0. Montrer que si lim <n+1n> = ), alors lim <n> =\
n—=+00 \ Ynt+1 — Tn n—+00 \ Yn

Soient (un)nen €t (Vn)nen deux suites numériques convergeant respectivement vers £ et £/. Montrer
que la suite (wy,)nen définie par :

1 n
Vn € N* w, = — Zukvn,k
Lt

converge vers £0’.

7 Notion de voisinage

On peut unifier les diverses définitions relatives & R et R en introduisant les notions de voisinage d’un point
mais il faut préciser au préalable la notion d’intervalle.

Définition 7.1 Dans un ensemble totalement ordonné E, on appelle intervalle ouvert toute partie de E définie
par une famille finie d’inégalités strictes soit (x > a;)icr et (x < bj)jes.
Un intervalle fermé est la partie E vérifiant une famille d’inégalités larges.

Proposition 7.1 L’intersection d’une famille finie d’intervalles ouverts (resp. fermés) est un intervalle ouvert
(resp. fermé), éventuellement vide.

Définition 7.2 Dans R (resp. R, on appelle voisinage d’un élément x toute partie V de R (resp. R contenant un
intervalle ouvert contenant x.

Proposition 7.2 Pour qu’une suite (z,,),, converge vers x dans R (resp. R), il faut et il suffit qu’a chaque voisinage
V' de x on puisse associer un entier ny tel que l'on ait x, € V pour tout n > ny .

Proposition 7.3 Pour que la suite (), admette x pour valeur d’adhérence dans R (resp. R), il faut et il suffit
que chaque voisinage de x dans R (resp. R) contienne une infinité de termes de la suite (x,,)rn.

La notion de voisinage permet aussi de donner une caractérisation unique des bornes (supérieure et inférieure) d’un
ensemble, valable a la fois dans R et dans R :

Proposition 7.4 La borne supérieure (resp. inférieure) d’un ensemble X dans R (ou @) est le plus grand (resp.
le plus petit) élément de R (ou R) dont chaque voisinage contienne au moins un élément de X .

On peut caractériser de méme les plus grande et plus petite limites d’une suite :

Proposition 7.5 La plus grande (resp. la plus petite) limite d’une suite dans R (ou R) est le plus grand (resp. le
plus petit) élément de R (ou R) dont chaque voisinage contienne une infinité de termes de la suite.

Définition 7.3 Dans R (resp. R) on dit qu’un élément a est adhérent a un ensemble A si chaque voisinage de a
contient au moins un point de A. L’ensemble des points adhérents a A est appelé l'adhérence ou la fermeture de A
et est noté A.



Exemple 7.1

1. L’origine x = 0 est un point adhérent a l'ensemble {1/n}pens.

2. Tout voisinage de tout nombre réel contient au moins un rationnel. Donc Q = R.

Théoréeme 7.1 L’adhérence dans R d’une partie A de R admet pour plus grand (resp. plus petit) élément la borne
supérieure (resp. inférieure) de A dans R.

Corollaire 7.1 Pour qu’une partie A de R admette +o0 (resp. —oc) pour point adhérent dans R, il faut et il suffit
que A soint non majoré (resp. non minoré).

Définition 7.4 Soit A une partie de R. Un point a de A est dit isolé (dans A) s’il existe un voisinage U de a tel
que Uensemble ANU se réduise a {a}.

En d’autres termes, le point a de A est isolé s’il n’est pas adhérent & A\{a}.
Exemple 7.2

1. L’ensemble Z ne contient que des points isolés car pour chaque n € Z, 'intervalle |Jn—1/2, n+1/2[ ne contient
pas d’autre point que n.

2. L’ensemble QQ des rationnels ne possede aucun point isolé.

Définition 7.5 Une partie est dite ouverte si, pour tout a € A, il existe un intervalle ouvert contenant a et contenu

dans A.

En d’autres termes, un ensemble A est ouvert si c’est un voisinage de chacun de ses points.

8 Limites de fonctions numériques définies sur des parties de R

On appellera fonction numérique sur un ensemble quelconque X toute application de X dans R c’est-a-dire
tout élément de F(X,R).

Définition 8.1 Soit f une fonction numérique définie sur une partie A de R et soient a,b € R, le point a étant
supposé adhérent o A. On dit que f(x) tend vers b lorsque x tend vers a si, & chaque voisinage V' de b on peut
associer un voisinage U de a tel que l'on ait f(x) € V pour tout x € UNA (soit en d’autres termes f(UNA) C V).
Si cette condition est réalisée, on dit aussi que f admet b pour limite au point a.

Remarque 8.1 On notera que cette définition perdrait tout son sens si on ne supposait pas a adhérent a X : en
effet, si a ¢ X, il existe un voisinage U de a tel que U N X soit vide, et la condition f(U N X) C V serait vérifiée
pour tout voisinage V' de tout point b. En particulier, si X = A\{a}, on ne peut parler de limite de f au point a
sur X que si a est un point adhérent & A\{a}, ce qui est réalisé si (et seulement si) a est un point d’accumulation
de X.

Remarque 8.2 On notera aussi que si a € A, la définition précédente implique b = f(a). En effet, puisque chaque
voisinage de a contient a, on doit avoir f(a) € V pour tout voisinage V' de b. Mais lintersection des voisinages
particuliers de b (que ce soit dans R ou R) se réduit au point b (car les voisinages particuliers constitués par les
intervalles ouverts contenant b ont b pour seul point commun), donc f(a) = b.

On se placera donc le plus souvent dans le cas ou a n’appartient pas a A.

Proposition 8.1 Sia € A, il existe au plus un élément b de R tel que f(x) tende vers b lorsque x tend vers a.

Démontrer la proposition 8.1

Si f(z) tend vers b lorsque z tend vers a sur X (ou a € X), cet unique point b est noté b =  lim Xf(m) Si
r—a,r€

I’ensemble X coincide avec ’ensemble de définition A de f, on dit que b est la limite de f au point a et on le note
b= lim f(z).
r—a

Proposition 8.2 Pour que f(x) tende vers b lorsque x tend vers a sur X (a,b € R), il faut et il suffit qu’a tout
nombre € > 0 on puisse associer un nombre n > 0 tel que les relations |x—a| < n et x € X entrainent |f(z)—b| < e.

Proposition 8.3 Soit X une partie non majorée de R et soit f une fonction numérique dont l’ensemble de
définition contient X. Pour que f(x) tende vers une limite finie b (resp. tende vers +00) lorsque x tend vers +o0o
sur X, il faut et il suffit qu’a chaque nombre ¢ > 0 donné (resp. & chaque nombre réel B) on puisse associer un
nombre réel o tels que les relations x > « et x € X entrainent |f(z) —b| < e (resp. f(x) > B).



Proposition 8.4 Pour que f(x) tende vers b lorsque x tend vers a sur X, il faut et il suffit que pour toute suite
(zn)n de points de X convergeant vers a, la suite (f(x,))n tende vers b.

Démontrer la proposition 8.4.

Théoréme 8.1 Soient f,g deux fonctions numériques définies sur une méme partie de X de R, et admettant
respectivement des limites finies b,c en un point a de X. Alors la somme f(x) + g(x) tend vers b+ c. Le produit
f(z)g(x) tend vers be et (sic # 0) le quotient f(x)/g(x) tend vers b/c lorsque x tend vers a sur X son domaine
de définition. Enfin |f(x)| tend vers b lorsque x tend vers a.

9 Limites a droite et a gauche. Fonctions monotones

Définition 9.1 Soit f une fonction numérique définie sur une partie A de R et soit a € R tel que I’ensemble
X ={x € Az <a} (resp. Uensemble X = {x € A,z > a}) admette a pour point adhérent.

On dit que f(z) tend vers b (ou b € R) lorsque x tend vers a par valeurs inférieures (resp. supérieures) si f(x)
tend vers b lorsque x tend vers a sur X. Cette limite b est alors appelée limite a gauche (resp. a droite) de f en a
et désignée par f(a —0) (resp. f(a+0)).

Exemple 9.1

1. Soit f définie sur R\{0} par f(z) = z/|z|. On a f(4+0) =1, f(-0) = —1.
2. Soit f définie sur R par f(x) = [z] (partie entiere de x). Sia ¢ Z, on a f(a+0) = f(a —0) = f(a). Sia € Z,
on a f(a+0) = f(a), f(a—0) = f(a)— 1.

Théoreme 9.1 Soit f une fonction numérique définie et croissante sur une partie A de R. Alors f admet une
limite & gauche (finie ou égale a +oc) en tout point a de R ou cette limite peut étre définie. Si a € A, cette limite
est finie et vérifie f(a —0) < f(a).

De méme, f admet une limite a droite (finie ou égale ¢ —o00) en tout point a de R o cette limite peut étre définie.
Sia € A, cette limite est finie et vérifie f(a+0) > f(a).

En particulier, si A est non majoré, f(x) a une limite (finie ou égale ¢ +00) quand = tend vers +o00. Si A est non
minoré, f(x) admet une limite (finie ou égale & —o0) lorsque x tend vers —oo.

Exemple 9.2

1. La fonction [z] (partie entiere de z) est une fonction croissante ayant des limites & droite et & gauche en
chaque point a de R, vérifiant les inégalités f(a — 0) < f(a) = f(a + 0). De plus, [z] tend vers +oo (resp.
—00).

2. La fonction f : x — tan(x) est croissante sur chaque intervalle ouvert | — /24 kn,7/2+kn[ (k € Z) et vérifie

f(m/2 4+ km+0) = —o0, f(7/2+ kr —0) = 400 quel que soit k € Z.

Mais cette fonction n’est pas monotone sur son domaine de définition (et elle n’a d’ailleurs pas de limite
lorsque z tend vers +00).

10 Fonctions continues

Définition 10.1 Soit f une fonction numérique définie sur une partie de R. On dit que f est continue en un point
a de A si f(x) tend vers f(a) lorsque x tend vers a, donc si elle vérifie la condition :

quel que soit le voisinage V de f(a), il existe un voisinage U de a vérifiant f(UU A) CV

et on dit que [ est continue si elle est continue en tout point de son domaine de définition A.

Proposition 10.1 Pour que la fonction numérique f, définie sur ’ensemble A C R, soit continue au point a, il
faut et il suffit qu’a chaque nombre € > 0 on puisse faire correspondre un nombre n > 0 tel que les relations x € A
et |x — a| < n entrainent |f(z) — f(a)|] <e.

Théoréme 10.1 Soient f,g deuz fonctions numériques définies sur un méme ensemble A et continues au point a
de A. Alors les fonctions f + g et fg sont continues au point a, et il en est de méme de f/g si g(a) # 0.

Si deuz fonctions numériques f, g sont définies sur un voisinage du point a et continues en ce point, et si g(a) # 0,
le quotient f/g est défini sur un voisinage de a et continu au point a.

Définition 10.2 Soient X un ensemble quelconque et f une fonction numérique définie sur X.
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1. On dit que f est majorée (resp. minorée, bornée) sur X, si l'ensemble f(X) est une partie majorée (resp.
minorée, bornée) de R.

2. Si f est majorée (resp. minorée) sur X, la borne supérieure (resp. inférieure) de f(X) est appelée la borne
supérieure (resp. inférieure) de f sur X.

3. On dit que [ présente un mazimum (resp. minimum,) absolu en un point de a de X si le nombre f(a) est égal
a la borne supérieure (resp. inférieure) de f sur X, autrement dit si on a f(x) < f(a) (resp. f(z) > f(a)) quel
que soit © € X. Ce mazimum (resp. minimum) f(a) est dit strict si les relations x € X et x # a entrainent
linégalité stricte f(z) < f(a) (resp. f(x) > f(a)).

4. Enfin, si X est une partie de R (ou plus généralement, si X est un espace topologique), on dit que f présente un
mazimum (resp. minimum) relatif au point a de X s’il existe un voisinage V' de a tel que Uon ait f(z) < f(a)
(resp. f(x) > f(a)) pour tout x € VNX. Les mazima et les minima (absolus ou relatifs) sont appelés extréma
de la fonction f.

Théoreme 10.2 Soit [ une fonction numérique définie et continue sur un intervalle fermé et borné [a,b] de R.
Alors f est bornée et atteint sur [a, b] sa borne supérieure M et sa borne inférieure m. En d’autes termes, f présente
sur [a,b] un mazimum absolu M et un minimum absolu m.

Théoréme 10.3 Théoréme des valeurs intermédiaires

Soit f une fonction numérique continue sur un intervalle quelconque (ouwvert, fermé ou semi-ouvert, borné ou non)
I de R et soient M = sup f(I), m = inf f(I) les bornes de f sur I. Alors f prend toute valeur de l'intervalle ouvert
Jm, M.

Corollaire 10.1 L’image d’un intervalle quelconque de R pour une fonction numérique continue est un intervalle
de R.

Proposition 10.2 L’image, par une fonction numérique continue d’un intervalle fermé et borné de R est un
intervalle fermé borné.

Théoréme 10.4 Soit f une fonction numérique continue sur un intervalle I de R. S’il existe deux points a,b de
I tels que f(a) <0 et f(b) > 0 alors I"équation f(x) =0 admet au moins une racine comprise entre a et b.

Corollaire 10.2 (contraposée)
Soit f une fonction numérique continue sur un intervalle I de R. Si f ne prend pas la valeur 0, f garde un signe
constant sur I

11 Fonctions strictement croissantes sur un intervalle. Homéomorphismes

Proposition 11.1 Pour qu’une fonction numérique continue f sur un intervalle de R soit injective, il faut et il
suffit qu’elle soit strictement monotone.

Proposition 11.2 Pour qu’une fonction numérigue monotone sur un intervalle I de R soit continue, il suffit que
f(I) soit un intervalle.

Proposition 11.3 Si f est une bijection continue d’un intervalle I sur un intervalle J, sa récriproque f~1 est
continue sur J.

Proposition 11.4 Soit I un intervalle quelconque de R (ouvert, fermé ou semi-ouvert) d’extrémités a,b. Soit f
une fonction numérique strictement monotone et continue sur I. Alors f(I) est un intervalle de méme nature que
I (ouvert, fermé ou semi-ouvert) d’extrémités o = lim f(x) et § = lirr}) f(x).

r—a xr—r

Définition 11.1 Soient A, B deuz parties de R. Un homéomorphisme de A sur B est une bijection continue de A
sur B dont la réciproque est continue. Si une telle bijection existe, les ensembles A et B sont dits homéomorphes.

Théoréme 11.1 Soit f une fonction numérique strictement monotone et continue sur un intervalle I, d’extrémités
a,b. Alors f(I) est un intervalle d’extrémités o = lim f(x), 8 = lin}) f(x) et Vapplication I — f(I), x — f(x) est
r—a r—

un homéomorphisme de I sur f(I).
De plus, toute partie de R, homéomorphe a un intervalle I, est un intervalle de méme nature. Les seuls homéomorphismes
d’un intervalle I sur un intervalle J sont les applications strictement monotones de I sur J.
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