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ANALYSE 2

Fiche de Mathématiques 3 - Dérivées, Développements limités.

Dans ce chapitre, nous considérons uniquement des applications dont I’ensemble de départ est une partie de R,
et dont ’ensemble d’arrivée est un espace vectoriel normé (en abrégé e.v.n.) E sur le corps K = R ou C (fonctions
vectorielles d’une variable numérique). Lorsque E = R"™, la donnée d’une telle application f équivaut & la donnée
de n fonctions numériques f; (les composantes de f).

Définition 0.1 Soit f : X — E une application dune partie X de R dans un e.v.n. E et soit to € X (resp.
to € X ). On dit que f(t) tend vers le point xog de E lorsque t tend vers to (resp. on dit que f continue au point tg)
si, quel que soit € > 0, il existe un nombre n > 0 tel que les relations t € X et [t —to| < n entrainent || f(t) —zol| < e

(resp. |[f(t) = f(to)ll <e)-

1 Notions de dérivées - Fonctions dérivables.

Définition 1.1 Soit I un voisinage du point ty dans R et f une application de I dans un e.v.n. E. On dit que f
est dérivable au point tog si l'application

f(t) = f(to)

N{te} = FE, t —
t—to

a une limite au point to. Cette limite est appelée dérivée de f au point to, et notée f'(to) ou (df/dt)(to), ou
(df /dt)s,. C’est un élément de E. Si f est dérivable en chaque point d’un ouvert I de R, on dit que f est dérivable
sur I, et lapplication I — E, t — f'(t) est appelée fonction dérivée, ou simplement dérivée de f.

Définition 1.2 (Généralisation)
Soit f une fonction d valeurs dans un e.v.n. E, dont Uensemble de définition contient un intervalle [to,t1], avec
t1 > to (resp. un intervalle [t1,t0] avec t1 < to). La dérivée a droite (resp. a gauche) de f en to, notée fi(to) (resp.
f;(to)) est la limite (si elle existe) du rapport
f(t) = f(to)
t—to

lorsque t tend vers to par valeurs supérieures (resp. inférieures).

Ces définitions s’appliquent en particulier au cas ot f est une fonction numérique (cas ott E = R, avec la norme
définie par = — |z]).

Remarque 1.1 Pour que f soit dérivable au point to, il faut et il suffit que f;(to) et f;(to) existent a la fois, et
que fy(to) = fy(to).

Théoréme 1.1 Si Uapplication f admet une dérivée au point to, alors f est continue en ce point.

Définition 1.3 On dit que la fonction f est de classe CP sur Uintervalle I si la dérivée fP)(t) existe en tout point
de I et si Uapplication t — fP)(t) est continue sur I.

Si f est de classe CP alors f est de classe C* pour 0 < k < p.

Par extension, on dit que f est de classe C* si f admet des dérivées de tous les ordres (ces dérivées étant alors
automatiquement continues).

Définition 1.4 Soit f une fonction définie sur un voisinage du point ty dans R, a valeurs dans le produit Fq X
Ey...E, desev.n. Fy,...,E, et soient f1, fa,..., fn ses composantes. Pour que f soit dérivable au point ty (resp.
pour que f soit de classe CP sur un intervalle) il faut et il suffit que chacune de ses composantes le soient.

L’étude des fonctions dérivables a valeurs dans R™ se ramene donc a I'étude de fonctions numériques dérivables.

Le Théoréme de Darboux.

Théoréme 1.2 Soit F une fonction réelle définie et dérivable sur lintervalle I. On pose f = F'. Soit a < b dans
I tel que f(a) < f(b), p €]f(a); f(b)]. Alors il existe ¢ €]a;b| tel que p = f(c).



Pour F : I — R dérivable sur I'intervalle I, la fonction dérivée F’' = f a la propriété des valeurs intermédiaires.

Ceci montre (au passage) que la propriété des valeurs intermédiaires n’est pas I’apanage des fonctions continues.
1. [ .] désigne la partie entiere. Trouver les fonctions réelles F définies et dérivables sur R vérifiant F’ = [F].
2. Soit F': R — R deux fois dérivable sur R, sans zéros et vérifiant |F"'| = F. Déterminer F.

Correction :

1. Si F convient, F/ = [F]: R — R qui a la propriété des valeurs intermédiaires et qui est & valeurs dans Z, est
constante. Il existe donc (A, B) € R? tels que F(r) = Az + B sur R. On a A = 0 (sinon [F](0) = [B] differe
de [F](4) = [B] + 1 et F’ n’est pas constante sur R). Il reste F' = B, donc F' = 0, d’ou [F] = [B] =0, ce
qui impose B € [0, 1. La réciproque est claire.

2. F” ne s’annule pas sur R donc d’aprés le théoréeme de Darboux, F” = (F’)’ est de signe constant sur R.
On a F” > 0 (sinon F” < 0 et F” + F =0, ce qui donne une solution oscillante F' qui s’annule). F' vérifie
donc F" — F = 0, F(z) = Acoshz + Bsinhz = @[A—l— B] + wm — B]. F est par ailleurs &
valeurs strictement positives donc A = F(0) >0, A+ B >0 (sinon lim F(z) = —00), et A— B >0 (sinon

T—r+00

lim F(z) = —o00). Bilan : F(z) = Acosha + Bsinhx avec A > 0 et |B| < A.

n——oo

Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes :
1
1. filz) =a%cos—siz #0, f1(0) =0.
T

2. fo(x) = sinxsin% six #0, f2(0) =0.

Va2 —2x+1 |
3. fs(x) = HT stz #1, f3(1) = 1.
Correction :

1. La fonction f; est dérivable en dehors de z = 0. Pour savoir si f; est dérivable en 0 regardons le taux
d’accroissement :

file) = HO) L
z—0 T
Mais x cos(1/z) tend vers 0 (si z — 0) car |cos1/z| < 1. Donc le taux d’accroissement tend vers 0. Par
conséquent, f1 est dérivable en 0 et f](0) = 0.

2. Encore une fois fo est dérivable en dehors de 0. Le taux d’accroissement en = 0 est :
— f2(0 i 1
fa(x) — fo(0)  sinz sin

x—0 T x
sinx

1 o .
Nous savons que — 1 et que sin — n’a pas de limite quand z — 0. Donc le taux d’accroissement n’a
x

Tr xT—+0oo
pas de limite, donc f5 n’est pas dérivable en 0.

3. La fonction f3 s’écrit :

|zf|z — 1
falz) = — ——
— Donc pour > 1 on a f3(z) =z, pour 0 <z <1 on f3(x) = —z. Pour x < 0 on a f3(z) = .
— La fonction f3 est définie, continue et dérivable sur R/{0,1}.
— La fonction f3 n’est pas continue en 1, en effet mlg{lJr fa(z) =+1et Ilg{lﬁ f3(z) = —1. Donc la fonction n’est

pas dérivable en 1.
— La fonction f3 est continue en 0. Le taux d’accroissement pour x > 0 est

f3(x) = f3(0)  —=x 1

z—0 x
fs(z) — f3(0) _ T _ 1.
T

z—0
Donc le taux d’accroissement n’a pas de limite en 0 et f3 n’est pas dérivable en 0.

Déterminer a,b € R de maniére & ce que la fonction f définie sur R par :

fz)=rsi0<x<1et f(x) = ar?+ br + 1 sinon

et pour z < 0,

soit dérivable sur R**.

Correction : 1l faut d’abord que la fonction soit continue en x = 1. La limite & gauche est lim /z = +1 et a
r—1—

droite 1im+ ax?4+br+1=a+b+1. Donc a+b+1=1.1l faut maintenant que les dérivées a droite et a gauche
T—
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1 1 1
soient égales : lim ——= = — et lim 2az + b = 2a + b. Donc 2a + b = —. Le seul couple (a, b) solution des deux
z—1- 2\/5 2 z—1t 2

Squati ¢ Ly 1
equations es a = — = —= .
4 2’ 2

1
Soit f : R* — R définie par f(x) = x?sin —.
z

Montrer que f est prolongeable par continuité en 0; on note encore f la fonction prolongée. Montrer que f est
dérivable sur R mais que f’ n’est pas continue en 0.

Correction :

1. Comme |sinl/z| < 1, f(x) tend vers 0 quand = tend vers 0. Donc en posant f(0) = 0, la fonction f est
continue sur R.
f(z) = f(0)
Donc f est dérivable en 0 et f'(0) = 0.
1

1
3. Sur R*, f/(x) = 2z sin <) — cos () Donc f'(z) n’a pas de limite quand x tend vers 0. Donc f’ n’est pas
x x

1
2. Le taux d’accroissement est = zsin —. Comme ci-dessus, il y a une limite (qui vaut 0) en x = 0.
x

continue en 0.

2 L’algebre des fonctions dérivables

Proposition 2.1 Dérivée d’une combinaison linéaire.
Soient f et g deux applications de intervalle I dans le méme e.v.n. sur K dérivables en un point tg de I. Alors,
quels que soient les scalaires o, B € K, la fonction h = af 4+ Bg est dérivable au point tg et on a

h'(to) = af'(to) + B9’ (to)-

On notera que I'ensemble des applications de I dans F, qui sont dérivables au point ¢y, constituent un K-espace
vectoriel D, et que Papplication t — f’(tg) de D dans E est linéaire.

Proposition 2.2 Dérivée d’un produit.
Soient f1, fo,..., fn des fonctions numériques ou complexes définies sur l’intervalle I dans l’espace E;, dérivables
au point to. Alors Uapplication h de I dans E, définie par h(t) = p[f1(t), f2(t),..., fu(t)] est dérivable en ty et on

a
n

W (to) = Zf1(to) o Ji(to) - fa(to).

k=1
Plus généralement, soient F1, Fs, ..., E, et E des e.v.n. sur le corps K et soit
(T1,%2y -, Tn) = P(T1, X2y, Tp)
une application multilinéaire continue de Fy X Fy X ... X FE, dans F, définissant un produit.

Théoréme 2.1 Pour chaque i = 1,2,...,n soit f; une application de l'intervalle I dans ’espace E, définie par
h(t) = plf1(t), f2(t), ... fn(t)], dérivable en to. On a alors

n

W(to) = Y plfilto) ... filto) .- fulto)]:

k=1

La fonction A est souvent appelée le produit des fonctions fi, fo,..., f,, et on peut alors énoncer le précédent
théoreme de la maniere suivante : < La dérivée d’un produit est la somme des n produits obtenus en remplacant
successivement chaque facteur par sa dérivée, sans modifier 'ordre des facteurs. >

Corollaire 2.1

1. Si f, g sont deux applications dérivables sur lintervalle I, a valeurs dans l’espace euclidien E,,, alors le produit
scalaire f(t).g(t) est une fonction numérique dérivable et on a :

SU©-90] = F(0.9(0) + 1(2).4'0)

2. Si f et g sont deux applications dérivables de I dans Es, alors le produit vectoriel f(t) A g(t) est une fonction
dérivable de I dans E3, et on a :

D15 A g0)] = 1/0) A g(t) + £0) A1)
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3. Soient t — a;;(t), n? fonctions numériques ou complexes dérivables sur lintervalle I. Alors le déterminant
D(t) = détfa;;(t)] est une fonction dérivable, et sa dérivée est la somme des n déterminants obtenus en
dérivant successivement les éléments de chaque ligne (ou de chaque colonne).

Proposition 2.3 Formule de Leibniz
Soient f et g deux fonctions numériques définies sur un voisinage du point ty et admettant en ce point des dérivées
Jusqu’a Uordre n (inclus). Alors la dérivée d’ordre n au point ty vérifie la formule dite de Leibniz :

Z; (D= (Z) T (t0) g™ =R (t0).
k=0

Théoréme 2.2 Soit g une fonction numérique définie sur un voisinage I du point tg dans R dérivable au point tgy.
Soit f une fonction (numérique ou vectorielle) définie sur un voisinage du point xo = g(to) contenant g(I). Alors,
st [ est dérivable au point xo = g(to), h = f o g est dérivable au point ty et on a :

' (to) = g'(to) f' (x0).

Proposition 2.4 Soit g une fonction numérique définie sur un voisinage du point to dans R telle que g'(to) existe
et g(to) # 0. Alors la fonction h = 1/g : t — 1/g(t), qui est définie sur un voisinage de to, admet une dérivée au
point tg et on a :

g'(to)

g2 (to

Proposition 2.5 Soit f une application bijective et continue d’un intervalle I sur un intervalle J de R, dérivable
en un point to de I et telle que f'(to) # 0. Alors sa réciproque h = f~1 est dérivable au point xo = f(ty) et on a

B (tg) = —

~—

1
f'(to)”
Proposition 2.6 Si f et g sont deux fonctions de classe CP alors leur somme f + g, leur produit fg, leur quotient

f/g et leur composée f o g sont de classe CP sur leur ensemble de définition. Il en est de méme de la réciproque
f~Y de f si f est bijective et si sa dérivée ne s’annule pas.

W (xo) =

Pour n > 1 et x € R, on pose : f(z) =2™(1 — z™).

n 2
Calculer f(™ () par deux méthodes, et en déduire la valeur de Z (n) .

k
k=0
d* n! &
Correction : Pour tout entier k € {0,...,n} on peut écrire : d—x(x") = mx"‘
2n)!
D’une part on a f(z) = 2™ — 22" donc f (z) = n! — @x" et d’autre part, en dérivant f(z) comme un produit,
n!
on a d’apres la formule de Leibniz (on sépare le terme d’indice n) :
—1
10 = () g < 0=+ 3 (1) e % e -+7)
| n = n n! n—~k n! k
= n(l—x)—%(k)(n_k)'x X %
n—1 2 n—1 n 2
= (1 = 2™ —nle™ =n! —nlx™
nl(l —z") —nlz (k) n! — nlz [Z(k> +1
k=0 k=0

n 2
2n)!
En identifiant les deux valeurs trouvées pour f(™ (1) (par exemple), il vient : E <n> = %
= k (n!)

Calculer la fonction dérivée d’ordre n des fonctions f, g, h définies par :

f(z) =sinz; g(z) = sin® z; h(x) = sin® 2 4 cos® 2.
Correction :
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. Selon que n = 0[4], 1[4], 2[4], 3[4], £ (z) vaut respectivement sinx, cosx, —sinz, — cos z.

. La dérivée de sin®z est 2sinzcosz = sin2z. Et donc les dérivées suivantes seront : 2cos 2z, —4sin 2z,
—8cos 2, 16sin 2z,. . . Finalement, selon que n = 1[4], 2[4], 3[4], 0[4], ¢ (z) vaut respectivement 2"~ sin 2z,
2" 1 cos 2z, —2" Lsin 2z, —2" ! cos 2z.

-1 3 1
3 _ : 2 Z
= sm(3x)+4sm(1')+4cos(3x)+

1
h(™ () vaut respectivement 1(—(3)" cos(3x) + 3 cos(x

. sin(x)® 4 cos(x) os(z) et on dérive. Selon que n = 1[4], 2[4], 3[4], 4]4],

3
1° h
) — (3)" sin(3x) — 3sin(x)), 1((3)” sin(3x) — 3sin(x) —
(3)™ cos(3x) — 3 cos(z)), i((?))" cos(3z) — 3cos(z) + (3)" sin(3z) + 3sin(x)) et 3(7(3)" sin(3x) + 3sin(x) +
(3)" cos(3x) + 3 cos(x)).

Application a I’étude des fonctions élémentaires

La fonction numérique appelée logarithme népérien ¢ — log(x) définie pour x > 0 satisfait &

d 1
—(log(x)) = — et log(1) = 0.
7 (log(2)) = — g(1)
et établit une bijection de R™ sur R. Elle admet donc une réciproque notée x — exp(z).

La fonction numérique appelée exponentielle ¢ — exp(t) définie et dérivable sur R et satisfait a

L (expla)) = exple).

La fonction numérique & valeurs dans C x — exp(iz) = cos(z) + isin(z) est dérivable sur R et vérifie

%(exp(ix)) = iexp(ix).
La restriction de x — sin(x) & l'intervalle [—7/2, +7/2] est une bijection continue de cet intervalle sur [—1, 1]
et sa dérivée cos(x) ne s’annule qu’aux points —m/2 et +7/2, d’images respectives —1 et +1. Cette fonction
admet une réciproque, notée arcsin(z) (le nombre y = arcsin(z) étant défini par les deux conditions sin(y) = x,
—7/2 <y < 4x/2). La fonction x — arcsin(z) est continue sur [—1, 41] et dérivable sur | — 1, +1][, sa dérivée
étant
. 1 1
%(arcsm(x)) ~ cos(arcsin(z)) /1 — 22

On définit de méme la fonction arccos(x) sur [—1,+1] par les conditions

cos(arccos(z)) = z, 0 < arccos(z) < ,
qui entrainent arcsin(x) + arccos(xz) = /2 et on a

— (arccos(x)) = ! ! ——(arcsin(x)).

dz Csin(arccos(z))  VI-a?  do

La restriction de x +— tan(z) & Uintervalle | — 7/2, 47/2[ est une bijection continue de cet intervalle sur R et
sa dérivée 1 + tan?(x) ne s’annule pas. Cette fonction admet donc une réciproque notée arctan(zr), dérivable
sur R, le nombre y = arctan(z) étant défini par les consitions tan(y) = z, —7/2 < y < 4+7/2, et vérifiant

1
. (arctan(z)) = 1o

Pour chaque a € R, la fonction composée = — exp(alog(z)) est définie pour 2 > 0. On la note x — z (car,
pour a € Z, elle coincide avec la puissance d’ordre a de x). Cette fonction est dérivable avec

d ay __ a o a—1
%(x )= - exp(alog(z)) = az® .

Par récurrence, on en déduit qu’elle est de classe C* et vérifie
d’n

dxm (Ia) = a(a - 1) . (a —n+ 1)1'(17”.

exp(z) + exp(—x) exp(z) — exp(—x)

Pour tout « € R, on pose ch(z) = et sh(z) = . Les fonctions ainsi

définies sont évidemment dérivables, de classe C*° et vérifient les relations

(ch(x))" = sh(z) et (sh(z)) = ch(x).
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On peut associer aux fonctions = — ch(z) et x — sh(x), appelées respectivement cosinus et sinus hyperbo-

h h
liques, les fonctions = — th(z) = (S:hg; (tangente hyperbolique de z) et z +— coth(z) = Zhg; (cotangente
hyperbolique de z, définie pour z # 0) dont les dérivées sont
d 1 d 1
—(th(z)) = —5— et —(coth(x)) = ——5—.
() = s et o {eoth(@) = — s
d . . .
e Pour tout z € R, on a d—(sh(z)) = ch(z) > 0 donc = — sh(z) est une fonction continue strictement
x

croissante. C’est un homéomorphisme de R sur R, dont la dérivée ne s’annule pas. Cette fonction admet donc
une réciproque notée Arg sh(x) définie et dérivable sur R dont la dérivée est :

d 1 1
A @) = Gy T i e

De méme, la restriction & R de z +— ch(z) est une bijection strictement croissante de Rt sur la demi-droite
x > 1 dont la dérivée est positive pour > 1. Elle admet donc une réciproque positive, notée Arg ch(x)
définie sur la demi-droite = > 1 et dérivable pour = > 1 de dérivée

1

d 1
%(Arg ch(z)) = sh(Arg ch(z)) = T (x>1)

e La fonction th(z) croit de —1 & +1 quand « croit de —oo & +0o et sa dérivée ne s’annule pas. La fonction
x + th(z) admet donc une réciproque, notée Arg th(z) définie et dérivable sur lintervalle | — 1, +1[ dont la

dérivée est J

%(Arg th(z)) = ch®(Arg th(z)) = ch?(Arg th(z)) =

1
12 (Jz] <1)

4 Théoreme de Rolle - Applications

Théoréme 4.1 Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle I et admettant, en un point ty intérieur
a I, un extrémum relatif (mazimum ou minimum,). Si la dérivée f'(to) existe, on a f'(to) = 0.

Théoreme 4.2 Théoréme de Rolle
Soit f une fonction numérique continue sur lintervalle fermé [a,b] et dérivable sur lintervalle ouvert |a,b[ telle
que f(a) = f(b). Alors il existe un point ¢ de ]a,b] tel que f'(c) = 0.

Théoréme 4.3 Formule des accroissements finis
Soit f une fonction numérique continue sur l'intervalle fermé [a,b] et dérivable sur lintervalle ouvert ]a,b[. Alors
il existe un point ¢ de la,b| tel que l'on ait

f) = fla) = (b—a)f'(c).
Les deux théorémes précédents traduisent le fait géométrique suivant :

Proposition 4.1 Si f est une fonction numérique continue sur lintervalle fermé [a,b] et dérivable sur Uintervalle
ouvert |a, b[, il existe un point du graphe de f ot la tangente est paralléle & la droite (appelée < corde > ) joignant
les points A = [a, f(a)] et B =[b, f(b)].

Théoréme 4.4 Régle de I’Hopital

Soient f et g deuz fonctions numériques continues sur un voisinage I du point to dans R et dérivables sur I\{to},
satisfaisant a f(to) = g(to) =0 et a g(t) # 0, ¢'(t) # 0 pour t # to. Pour que le rapport f(t)/g(t) tende vers le
nombre L lorsque t tend vers ty, il suffit que le rapport f'(t)/g'(t) tende vers L au point ty.

Proposition 4.2 Application a la variation des fonctions numériques

Soit f une fonction numérique continue sur un intervalle quelconque I de R et dérivable en tout point intérieur a
1. Pour que f soit croissante (resp. décroissante) au sens large sur I, il faut et il suffit que sa dérivée soit partout
>0 (resp. <0). Pour que f soit constante, il faut et il suffit que sa dérivée soit partout nulle.

Proposition 4.3 Pour qu’une fonction numérique dérivable sur un intervalle de R soit strictement croissante il
suffit que sa dérivée soit strictement positive.

Théoréme 4.5 Soit f une fonction numérique de classe C' sur un voisinage du point ty dans R vérifiant f'(to) # 0.
1l existe alors un intervalle ouvert J contenant tg, tel que la restriction de f a J soit strictement monotone et
admette une réciproque de classe Ct.
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Démontrer le Théoreme de Rolle généralisé : < Soit F' une fonction continue sur [a; +oo[, dérivable
sur |a; +oo[ telle que F(a) = 1113 F(z). Alors il existe ¢ €]a; +00[ tel que F'(¢) =0 >.
r—+00

Correction : On raisonne par absurde, le théoreme de Darboux assure alors que F’ garde un signe constant (par
exemple strictement positif) sur ]a; +o0o[. L’application F'y est donc strictement croissante, et puisque

Ve>a+1, F(x) > F(a+1) > F(a),
ona lim F(z)> F(a+1)> F(a). Contradiction.

T—r+00

Démontrer le résultat suivant : < Soit (F},) une suite de fonctions dérivables de [0;1] dans R. On
suppose que
— il existe g € [0;1] tel que la suite (Fy,(xg)) converge,
— la suite de fonctions (F),) converge uniformément vers une fonction g.
Alors (F,) converge uniformément sur [0; 1] vers une fonction dérivable F' qui vérifie F' = g ».

Correction : Soit € > 0. On choisit N € N* tel que Vp,q > N, [Fy,(z0) — Fy(20)| < € et Vo € [0;1], [Fj(z) — Fy(z)| =
|(Fp(x) — Fy(x))'| < e. Dans les mémes circonstances, par 1'inégalité des accroissements finis :
[(Fp — Fy)(z) — (Fp — Fy)(z0)| S elz — zo] <,
et a fortiori :
|(Fp = Fo) ()| <&+ [(Fp — Fy)(wo)] < 2.

On en déduit que la suite (F),) est uniformément de Cauchy sur [0; 1], & but réel (complet), donc (F,,) converge

uniformément vers une fonction notée F. Soit a € [0;1].
F(z) — F(a)

On veut montrer ensuite que F est dérivable en a. On va donc évaluer : A(z,a) = ’ —g(a)| pour
r—a

x # a. L’idée est d’écrire :

F(z) - F(a) Fy(z)— Fn(a)

r—a Tr—a

— Fy(a)| + [Fy(a) — g(a)l

r—a

4‘FN(CU)FN(G)

avec IV judicieusement choisi dans N*. Soit NV € N* tel que
€
3

Comme plus haut (avec I'inégalité des accroissements finis), pour p > N et x € [0;1], on a : |(F, — Fn)(x) — (Fp —

e
||FJ,\7*Q||00§§§VPZN, ||F;/;*FI/VHOO§

€ . . N .
Fy)(a)| < 3 ce qui donne en faisant tendre & bon droit p vers +oo :

’m) - Fla) _ Fy(@)=Fy(o)| _ ¢
T —a Tr—a -3

2e

Delé:A(w,a)§§+ M

— Fy(a)

. . On choisit alors § > 0 tel que pour tout = € [0;1]N]a — d;a + 4],

€
le dernier terme soit majoré par 3 On en déduit que F est dérivable en a avec F'(a) = g(a).

Montrer que le polynéme P,, défini par
Pn(t) = [(1 - tQ)n](n)
est un polynéme de degré n dont les racines sont réelles, simples et appartiennent a [—1;1].

Correction : Qn(t) = (1 — )" est un polynéme de degré 2n, on le dérive n fois, on obtient un polynome de
degré n. —1 et +1 sont des racines d’ordre n de @, donc Q,(1) = QL (1) = ... = Sln_l)(l) = 0, méme chose
en —1. Q,(—1) = 0 = Q,(+1) donc d’apres le théoreme de Rolle, il existe ¢ €] — 1,1] tel que @Q},(c) = 0. Ainsi
Q. (1) =0, Q. (c) =0, Q,(—1) = 0. En appliquant le théoréeme de Rolle deux fois (sur [—1,c] et sur [¢, +1]), on
obtient I’existence de racines dy, da pour @/, auxquelles il faut rajouter —1 et +1. On continue ainsi par récurrence.

On obtient pour Sln_l) , n+ 1 racines : —1,e1,...,e,_1,+1. Nous appliquons le théoréeme de Rolle n fois. Nous

obtenons n racines pour P, = Q%n). Par construction ces racines sont réelles distinctes (donc simples). Comme un
polynome de degré n a au plus n racines, nous avons obtenu toutes les racines.

Soit f une fonction n fois dérivable sur ]a; b s’annulant en n + 1 points de ]a; b[.

Montrer que si f(™) est continue, il existe un point zq de Ja;b[ tel que f(™ (zq) = 0.
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Correction :
Comme [’ est dérivable, elle est continue. Comme f s’annule n + 1 fois, f’ change de signe (au moins) n + 1 fois
donc s’annule (au moins) n fois. On peut bien sir recommencer, le résultat en découle.

Soient x et y réels avec 0 < x < y.

1. Montrer que
Yy—x
Iny —Inz
2. On considere la fonction f définie sur [0;1] par
a— fla)=In(az+ (1 —a)y) —alnz — (1 — a)lny.
De I’étude de f déduire que pour tout « de ]0; 1]
alnz+ (1 —a)lny <In(az + (1 — a)y).
3. Donner une interprétation géométrique du résultat précédent.

Correction :
1. Soit g(t) = Int. Appliquons le théoréme des accroissements finis sur [z, y]. Il existe par conséquent ¢ €]z, y],

1 _
gly)—g(x) =¢'(c)(y—z) ©Iny—Inzx = —(y —x) donc I Y ke Comme z < ¢ < y, on a les inégalités
c ny —Inx
recherchées.
2. f'(a) = 7Y a4+ Iny et f’(a) = — (z —y)” Comme f” est négative alors f’ est
' ar+ (1 —a)y (ax+ (1 — a)y)?

x—y—y(lnz —Iny)

décroissante sur [0, 1]. Or f'(0) = > 0et f/(1) < 0 d’apres la premiere question. Par le

théoréme des valeurs intermédiaires il existe ¢ € [z, y] tel que f/(c) = 0. Maintenant f’ est positive sur [0, c|
et négative sur [c, 1]. Donc f est croissante sur [0, ¢] et décroissante sur [¢,1]. Or f(0) =0 et f(1) = 0 donc
pour tout x € [0,1], f(z) > 0. Cela prouve 'inégalité demandée.

3. Géométriquement nous avons prouvé que la fonction In est concave, c’est-a-dire que la corde (le segment qui
va de (z, f(z)) & (y, f(y)) est sous la courbe d’équation y = f(x).

5 Formule générale des accroissements finis

De fagon générale, si f est une application continue de [a,b] dans un e.v.n. E (par exemple R™), dérivable sur
la, b[, il n’existe pas nécessairement de point ¢ de ]a, b[ tel que 1'on ait I'égalité vectorielle f(b) — f(a) = (b—a)f'(c)
et le cas ou un tel point c existe doit étre considéré comme exceptionnel. Il est cependant tres important pour les
applications de pouvoir donner une majoration précise et simple de ||f(b) — f(a)|| connaissant une majoration de

1@ sur Ja, b[.

Proposition 5.1 Soit f une application continue de lintervalle fermé [a,b] dans un espace vectoriel normé E
et soit g une application continue de [a,b] dans R. On suppose qu’en chaque point de [a,b], f et g possédent des
dérivées o droite vérifiant Uinégalité || f(t)|| < g4(t) quel que soit t € [a,b]. Alors on a

[1£(6) = fla)l| < g(b) — g(a).
En prenant f(¢) = 0 quel que soit ¢, on obtient le

Théoreme 5.1 Si g est une fonction numérique continue sur un intervalle [a,b] de R et pourvue en chaque point
de Ja,b| d’une dérivée a droite positive ou nulle alors g est croissante.

En prenant g(t) = kt (k constante positive), on obtient le résultat fondamental suivant

Théoreme 5.2 Soit f une application continue d’un intervalle [a,b] dans un espace vectoriel normé E admettant
en chaque point de ]a,b[ une dérivée a droite vérifiant l'inégalité || f5(t)| < k. Alors on a

17(6) = f(a)l] < k(b= a).
Corollaire 5.1 Soit f une fonction (numérique ou vectorielle) continue sur l'intervalle [a,b] et admettant sur|a, b]
une dérivée o droite partout nulle. Alors f est constante sur [a,b)].

Proposition 5.2 Prolongement d’une fonction dérivable
Soit I un voisinage du point tg dans R et f une fonction (numérique ou vectorielle) définie sur I\{to} admettant
en tout point de I\{tg} une dérivée a droite. On suppose que

1 1 ’ .
Yo = tliglo f(t) et zo = tllgflo fa(t) existent

et on désigne par f le prolongement de f a I obtenu en posant f(to) = yo. Alors f est dérivable au point ty et on
—
a f (to) = 2o.
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6 Fonctions convexes d’une variable numérique

Définition 6.1 Une fonction numérique f définie sur un intervalle I de R est dite convezre si quels que soient
zyel et \yu €R tels que A\>0, 0 >0 et A+ pu =1, on a l'inégalité

FQOx 4 py) < Mf(x) + pf(y).

f est donc convexe si et seulement si le graphe de sa restriction & un sous-intervalle quelconque [z, y] de I est situé
au dessous de la corde joignant les points A = (x, f(x)) et B = (y, f(y)).

Proposition 6.1 Pour qu’une fonction numérique f, définie sur un intervalle I de R, soit convezxe, il faut et il
suffit que pour chaque u fixé dans I, la fonction

soit croissante sur I\{u}.

Théoréme 6.1 Une fonction convexe sur un intervalle ouvert I est continue et admet en tout point de I une
dérivée a gauche et une dérivée a droite, qui sont des fonctions croissantes vérifiant les inégalités

fv) = f(u)

v—u

fo(w) < fi(u) < < fo(w) < falv)

quels que soient u,v € I avec v > u.

Théoréme 6.2 Pour qu’une fonction numérique f, continue sur un intervalle ouvert I, soit conveze, il faut et il
suffit qu’elle admette sur I une dérivée o droite (resp. a gauche) croissante.

Proposition 6.2 Pour qu’une fonction numérique f, définie sur un intervalle ouvert I et admettant sur I une
dérivée seconde, soit conveze, il faut et il suffit que Uon ait f'(t) > 0 pour tout t € I.

Proposition 6.3 Pour qu’une fonction numérique continue sur un intervalle ouvert I soit convexe, il faut et il
suffit qu’elle admette une dérivée o droite (resp. a gauche) en tout point de I et que son graphe soit tout entier
situé au dessus de ses tangentes a droite (resp. d gauche).

7 Formules de Taylor

Soit f une fonction vectorielle (éventuellement numérique) définie sur un intervalle I de R et admettant en un
point ty de I des dérivées jusqu’a 'ordre n inclus. Posons pour t € 1

nog 4k
Ru(to,t, f) = f(t) = f(to) =Y %

k=1

f(k) (t0)~

On se propose alors d’évaluer R, (to,t, f) ou tout au moins de chercher une majoration de ||R,(to,t, f)||, les
évaluations ou majorations ainsi obtenues étant appelées formules de Taylor, le vecteur (ou nombre) R, (to,t, f)
étant appelé quant a lui reste d’ordre n de la formule de Taylor relative au point #g.

Proposition 7.1 Formule de Taylor-Lagrange
Soit f une fonction numérique de classe C™ sur Uintervalle [a,b] et admettant sur ]a,b] une dérivée d’ordre n + 1.
Alors il existe un point ¢ de |a, b[ tel que :

- (b ) n+1
1) +Zl O o) 4 T (o)

Un tel nombre ¢ est souvent désigné par a+ 6(b—a) avec 0 < § < 1. On remarquera que cette proposition se réduit
a la formule des accroissements finis lorsque n = 0.

Proposition 7.2 Formule de Taylor-Mac Laurin
Lorsque a = 0, on obtient en posant b = x dans la formule de Taylor-Lagrange

fx ) + Z i f<k> (n - 1) ———— D (gz) (0< 0 < 1).
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Lorsque f prend ses valeurs dans un e.v.n. quelconque, on se contentera d’un résultat moins précis, qui donne une
majoration de ||R,,(a,b, f)| lorsqu’on connait une majoration de || f(*1(t)|| sur ]a, b].

Proposition 7.3 Soit f une fonction & valeurs dans un e.v.n. quelconque E de classe C™ sur Uintervalle [a,b] et
admettant sur]a,b[ une dérivée d’ordre n+1 vérifiant || f V()| < A (A = cste) quel que soit t €]a,b[. On a alors
linégalité :

_ n+1
< )\(b a)

£ - fla) -3 P po | <y o=
“ k! D=

k=1

On restreint nos hypotheéses en supposant seulement que f(™)(a) existe.

Proposition 7.4 Soient a € R et f une application d’un voisinage de a dans un e.v.n. quelconque E, telle que
" (a) existe. Alors la fonction p définie par

n —a k
prim [f(t) —f@) = “k!)f(’“)(a)]

k=1
tend vers 0 quand t tend vers a.

Proposition 7.5 Formule de Taylor-Young
Posant p(a) = 0, il existe une fonction p : t — p(t) définie sur un voisinage de a et & valeurs dans E qui tend vers
0 lorsque t tend vers a et qui vérifie la formule

—%E: ﬂ“ (@) + (t = a)"p(t).

k=1

Proposition 7.6 Application d I'étude de la croissance de ’exponentielle et du logarithme
e Va e R, lim z %exp(xz) =400, lim |z|*exp(z)=0,
x Tr—r—00

—+00
l o
e VacR, VFe Ry, lim (os®)”

i S = o0 iy o) =0

Définition 7.1 Pour chaque fonction f admettant une dérivée d’ordre n au point a, la fonction

tez f(k) (a)

est appelée le développement de Taylor d’ordre n de f au point a.

On considere équation E(I) : f(x) = zf’ (g) d’inconnue f appartenant & l’ensemble des ap-

plications de I C R vers C au moins 1 fois dérivable sur I. (On supposera que I est ou ]0;+oo[, ou [0;4+00[, ou
] — 00; 0], ou | — 00; 0] ou R lui-méme.) On note S(I) Pensemble des solutions de I’équation E(I).

1. Soit f un élément de S(I). Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, f est (n+1) fois dérivable
sur I\{0} et que, pour tout élément x de I\{0},

1= 0 (3) s 3)

2. On suppose que l'intervalle I contient 0. Montrer que tout élément f de S(I) vérifie f(0) = 0 et appartient
aci(I).

3. Etude d'une fonction auxiliaire.

(a) Etudier les variations de 'application v : t — t21~* de R vers R.
(b) Montrer que I’ensemble des solutions de 1'’équation #2!=% = 1, d’inconnue réelle ¢, est 'ensemble {1,2}.

4. On suppose que U'intervalle I contient 0. Soit n un entier supérieur ou égal & 2 et soit f un élément de S(I)
n fois dérivable au point 0.

(a) En utilisant la formule de Taylor-Young, montrer que, pour tout entier p compris entre 1 et n, f (®) (0)=0
ou p27P =1.
(b) En déduire qu’il existe des complexes a et b tels que, quand x tend vers 0 dans I,
f(x) = azx + bx? + o(x™).
5. Montrer que, si I'application f : I — C appartient & S(I), alors, pour tout entier naturel k, ’application
k (k) . PN
x = 2" f%)(x), de I vers C, appartient aussi a S(I).
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Correction :

1.

3.

La propriété est vraie au rang 0 puisque f est une fois dérivable et f(z) = xf’ ( ) pour tout z € I\{0}. Si

la propriété est vraie au rang n, alors f est n + 1 fois dérivable sur I\{0} et

va € I\0}, (@) = S (5) + i £ (3) - M)

Cela s’écrit :

Ve € {0}, f00 () = S (27 F)(20) - n ) (1)

et exprime f("*t1) comme le produit de deux fonctions dérivables sur I \{0} ce qui revient & dire que f est
n + 2 fois dérivable sur I\{0}. En dérivant les deux membres de (1), on obtient :

)= g () 5 (5) o () = s (5) B )

pour tout z € T\{0}, ce qui prouve la propriété au rang n + 1 et achéve la récurrence.

. Ici 0 € I et il suffit de remplacer = par 0 dans I’équation E(I) pour obtenir f(0) = 0. D’apres la question

précédente, f est de classe C°° sur I\{0}. Par hypothese, f est dérivable sur tout I, donc & fortiori en 0, et

t
cela s’écrit }in(l) %) = f'(0) (bien entendu, si 0 est la borne inférieure de I, la dérivabilité en 0 sera une limite
—
a droite, etc). Ainsi la quantité
f(2t
- 1o =2

tendra vers 0 quand t tend vers 0, et cela prouve la continuité de f’ en 0. En conclusion, f € C*(I).

(a) La fonction v(t) = t2!7! = texp((1 — t)In2) est dérivable sur tout R comme produit de deux fonctions
dérivables, et la formule de dérivation d’un produit donne

V() =2 —In2 x texp((1 —t)In2) = (1 — tIn2)2'~F.

1
Le signe de la dérivée est facile & obtenir, d’ou les variations de v : comme v'(t) > 0 sur }—oo7 12[
n

400 [ De plus,

P 1
et décroissante sur |—,
In2

1
oo |, v est croissante sur |—oo, —
In2
2
eln2’

(b) 1 et 2 sont solutions évidentes de 'équation v(t) = 1 et le tableau de variations de v montre que ce sont
les seules.

et v/'(t) < 0 sur L,—i—
In2

. . 1
lim o(t) = —o0, tllgloov(t) =04 etv <ln2> =

t——o0

(a) La fonction f est n fois dérivable en 0, et on peut donc appliquer la formule de Taylor-Young

f(n)
120,

f(k)
f(@) = f(0) + f'(0)z + a" +o(x }: :t+0@ﬂ

et affirmer que la fonction dérivée f’ admet le DL suivant au voisinage de O :

noof(k)
F@) =3 gt el ),

k=0

L%@Méf@)zxf(%)yﬁﬂm

O " ®) (0
> et oo = - o et ot

k=0 k=1

I'unicité de la partie polynomiale d’'un DL entraine f(0) = 0 et

f®(0) k
Vke{l,...,n}, o 1—2]%1 =0,

ie.

VE e {1,...,n}, fB0)(1—-k2'F) =0
Ainsi, pour tout k € {1,...,n}, f*)(0) ou 1 — k2'~* est égal & 0.
Remarque 7.1
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— En fait, on ne peut pas dériver le DL de fagon quasi-automatique. Par exemple, la fonction f(z) =

1
23 sin — admet un DL & l'ordre 2 en 0 puisque f(z) = z°

1 e
sin — = o(x?), sans que la dérivée f'(z) =
x x
9 . 1. . o .
3x“sin — — x cos — soit un o(z) (dans le cas contraire, x cos — serait négligeable devant x, ce qui est
x

absurdefg.

— L’intégration ou la dérivation d’'un DL en 0 pose moins de probleme si la fonction est définie en 0
(autrement dit si f est définie au voisinage de 0) et en rajoutant de bonnes hypothéses (par exemple :
la fonction n fois dérivable en 0, comme dans le probleme).

(b) La question précédente ainsi que 3.(b) permettent d’écrire
feSI) = f(0)=0et f*)(0) =0 pour tout k € {3,4,...,n}

) (o
d’ou f(z) = f'(0)+ fT()xQ +o(z™). Il existe donc des complexes a, b tels que f(z) = ax+bx? +o(z™).

5. On pose gi(x) = ¥ £ (z). Comme f € S(I),

s docrck otV = 1 (5) 0 (5) - ()1 )]

Or g,(z) = kxkilf(k)(x) + xkf(kﬂ)(x) donc gj, (g) =k (g)k_l f(k) (g) + (g)kf(kﬂ) (g) Ainsi la

fonction gy, vérifie I'équation gi(z) = zg,, (%) d’'ott gi(z) = 2F LD () € S(I).

On désigne par Noo (f) = sup,c;|f(z)|. f désigne une fonction positive de classe C? sur R et

telle que f” soit bornée sur R.
1. (a) Montrer, en appliquant la formule de Taylor avec reste de Lagrange & la fonction f que pour tout
(x,\) e IxR:

2
F(@) + A @) + 5 Neci () 2 0

(b) En déduire que, pour tout réel z,

/(@) < \/2Noo r(f") f(x)

2. Soit I un intervalle fermé borné de Ry, de longueur 2r, avec r > 0, et soit f une fonction réelle de classe C2
sur I.
A Paide d’une formule de Taylor avec reste de Lagrange, appliquée & la fonction f en I'un des deux couples
(z,z+7) ou (x,z — r), montrer que, pour tout élément = de I,

@) < 2Nt () + 5 Nt (1),

En déduire que

Noo,[(f/) S %

r
Noo,l(f) + §N00,I(f”)-
Correction :

1. (a) La fonction f étant C? sur R, on peut appliquer la formule de Taylor-Lagrange & I'ordre 2 entre x et
x + A; il existe 6 €]0, 1] tel que :

2
flx+ ) = f(z)+Af'(z) + %f”(l‘—F@x\) > 0.
A fortiori,

2
J) + A7 @)+ 5 Now(77) 2 0.

)\2
(b) e Premier cas: Noo g(f”) > 0. Dans ce cas, f(z)+\f'(z)+ ?NOO,R(f”) est un trinoéme en A conservant

un signe constant, son discriminant est donc négatif ou nul :

[f'(2)]* = 2Noo g (f") f(z) <0

[F/(@)] < 4/2Noo m(f").f (). (2)

e Deuxiéme cas : Noo r(f”") = 0. La fonction f est alors affine et positive sur R. Il existe b > 0 tel que
f(x) = b pour tout x de R. Alors f’ = 0 et 'inégalité (2) est encore vraie.

ou

2. On a (z,z +r) € I? ou (z — r,x) € I?. Supposons, par exemple, que (z,z +r) € I? : comme
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2
fla+r) = f(z)+rf @)+ 5 f(@+0r),
F@) = - ) = f(@) = 55"+ o),
et donc

7)) < 2 Nowst(F) 5 Nyt (7).

Comme ceci vaut pour tout x de I, on a

up | (2)] < 2 Nowyt () + 5 Now ()
tel r

8 Développements limités polynomiaux

Définition 8.1 Soient f,g deux fonctions définies sur des voisinages d’un point ty dans un espace topologique T,
prenant leurs valeurs dans un méme e.v.n. E. On dit que f est équivalente & g au voisinage du point tg si quel que
soit le nombre € > 0, il existe un voisinage V' du point ty tel que, pour tout t € V', on ait

1) =g < ellg®)]]-

Définition 8.2 Notations de Landau
Supposons donnés un e.v.n. E, un espace topologique T et un point ty de T. Pour chaque fonction numérique p,
définie sur un voisinage U de to et ne s’annulant pas sur U\{to}, on désignera par O(yp) (resp. o(p)) 'ensemble

des fonctions a valeurs dans E, définies sur des voisinages de tg dans T, telles que le rapport Wi) soit borné dans
un voisinage du point to (resp. tende vers 0 quand t tend vers to). Plus précisément, on posera
o f € Op) si et seulement si il existe un voisinage V de to dans T et un nombre k > 0 tels que pour tout
teV on ait |f(1)] < k().
o f €o(yp) siet seulement si quel que soit le nombre € > 0, il existe un voisinage V. de to dans T tel que, pour
tout t € V, on ait ||f(®)|| < elp(t)].

Définition 8.3 Soit f une fonction, définie dans un voisinage du point ty de R, a valeurs dans un e.v.n. E et soit
P, un polynome de degré < n a coefficients dans E. On dit que P, est un développement limité (DL) d’ordre n
pour f au voisinage de ty si on a

f(t) = Pu(t) + ot —t0)",

c’est-a-dire si le quotient (t — to) " [f(t) — P, (t)] tend vers zéro lorsque t tend vers to et si f(tg) = P,(to)-

Remarque 8.1

1. Si la fonction f admet un DL d’ordre n > 0 (resp. n > 1) au voisinage de ¢y alors f est continue (resp.
dérivable) au point t.
2. Si la fonction f est définie sur un voisinage de tg, sauf au point tg, et s'il existe un polynome P, de degré
< n tel que
lim (t — to)~"[f(t) — P.(t)] = 0 avec n > 0,
t—to
on peut prolonger f par continuité au point tg en posant f(tg) = P, (o). La fonction ainsi obtenue est continue
au point to et vérifie les conditions de la définition précédente.

Proposition 8.1 La formule de Taylor fournit un DL d’ordre n des fonctions usuelles au voisinage de [’origine :
r 2 x”

n 22k
° ch(aj) = Z (Qk)! + O(x2"+2),
N 22k -
e sh(z) = 2 m + Oz ot )s
3 22+l
o sin(z) =z — I +o (=) ) + Oz,
2 2n
e cos(z)=1— % +. (=) én)' +O(z2+?),
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2 n
n—1%

o log(l—i—x):x—%—}—...—i—(—l) ;—i—@(x"“),
z? " nal
olog(l—x):—ac—?—i—...—;—k()(x ),
—-1)...(a— 1
o (1—|—x)“:1—|—az+...+a(a ) nga nt )x"+O(:c”+1).

Théoreéme 8.1 Théoréme d’unicité
Si la fonction f admet un DL d’ordre n au voisinage du point tg, ce développement est unique.

Corollaire 8.1 Si f est une fonction paire (resp. impaire) admettant un DL d’ordre n au voisinage de ['origine,
ce développement ne contient que des puissances paires (resp. impaires) de la variable.

Proposition 8.2 On a
n 22k+1
o arctan(z) = kio(_l)km + Oz +3),

n

. 1.3.5...(2p— 1) 22+ .
e arcsin(z) = a:JrZ 246...(0p) 271 + O (a3,

p=1
n x2k+1 on3
e Arg th(z) = Z W1 + O3,
k=0
” 1.3.5...(2p— 1) z%*! .
o Argsh(z) =2+ ) (-1) 246(2p)2p+1+cxﬁ-%y
o A46...

Démontrer le théoreme et le corollaire suivants :
Théoreme 8.2 Si f est définie sur un intervalle I au voisinage de 0 (donc contenant aussi 0) et admet le DL
flx)=ao+arx+ ...+ apz™ + o(z"™)
en ce point, et si F' est une primitive de f sur I, alors
22 2t

F(z)-F0)=ax+a1—+...+a

n+1
2 nn+1+0(x )

Corollaire 8.2 Si f est définie sur un intervalle I au voisinage de 0 (donc contenant aussi 0), admet le DL
f@)=ao+ a1z +...+apz™ + o(z")

en ce point, et si f estn fois dérivable en 0 (avec n > 2), alors [ est dérivable sur un intervalle J contenant 0 et
inclus dans I, et

f'(z) = a1 +2a92 + ... + na,z™ ! +o(z™ ).

Correction :
e Preuve du Théoreme : T
z" . .
Notons p(z) = ag + a1z + ... + a,z"™ et P(x) = apx + a1z + ... + a”?. Le théoréme des accroissements finis
n

montre que, pour x voisin de 0,
1P~ PO~ P < (sup 170 - (0] I
o<tz

Pour tout € > 0 il existe n > 0 tel que |¢t| < n entraine |f(¢) — P(t)| < elt|™. Si |z| < n et sit se trouve entre 0 et z,
on peut donc affirmer que

|f(t) = P(t)] < elt|” <ela]”
et I'inégalité précédente donne |F(x) — F(0) — P(x)| < e|x|* 1. Cela montre que F(z) — F(0) — P(z) = o(z"*!) et

acheve la preuve.

e Preuve du Corollaire :
La dérivée f’ est définie sur un voisinage J de 0 et n — 1 fois dérivable en 0, donc admet un DL en 0 & I’ordre n — 1
d’apres la formule de Taylor-Young, par exemple

fl(x) =by+bix+...+ by 12" 1 Fo(z" ).
Le théoreme précédent donne :
b by
f(x)=:f(0)4—box4—?;xQ—k...+-4;;lx"-+0($")
bi—
et 'unicité d’'un DL donne ag = f(0) et ay, = % pour tout k € {1,...,n}.
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9 L’algebre des développements limités
On se limite au cas des fonctions numériques définies sur un voisinage de l'origine.

Proposition 9.1 Soient f et g deux fonctions numériques admettant des DL d’ordre n > 1 au voisinage de
lorigine. Alors les fonctions f + g et fg admettent de DL d’ordre m en ce point et il en est de méme de = si

g
g(0) #£ 0. De plus,
1. le DL de f + g est la somme des DL de f et de g,
2. le DL du produit fg s’obtient en ne gardant que les termes d’ordre < n dans le produit des DL de f et de g,

3. le DL du quotient i est €gal au DL du quotient des DL de f et de g.
g

Proposition 9.2 Soient f et g deux fonctions numériques admettant des DL d’ordre n > 1 P, et Q,, respecti-
vement, au voisinage de lorigine. Si f(0) = 0, la fonction composée g o f admet le méme DL d’ordre n que le
polynome @, o P,,. On obtient donc ce développement en ne conservant, dans @, o P,, que les termes d’ordre < n.

1
R |

e
x — zexp(x)

Montrer que f est bijective, et que f et f~! sont de classe C' sur leurs ensembles de définition. Déterminer un DL

d’ordre 3 en 0 de f~! et un équivalent de f~! en +oo.

Correction : Notons I =] — 1,400, J —]1,+oo[ et f: I — R
¢ x — zexp(x)
— f est dérivable sur I comme produit de fonctions qui le sont, et on a : Vo € I, f'(z) = (14 z)exp(z) > 0
donc f est strictement croissante sur I. B
— f est continue et strictement monotone entre intervalles de R, donc induit une bijection de I sur f(I) = J.
Cette bijectionest I — J , C’est-a-dire f (qui est donc bien définie).
x — zexp(x)
— f est de classe C™ sur I, bijective et Vo € I, f'(z) # 0 donc f~1 = g est de classe C* sur J.
— g est de classe C® sur J et 0 € J donc g posseéde un DL en 0 d’apres la formule de Taylor-Young. On a
£(0) = 0 donc aussi g(0) = 0 de sorte qu’on peut écrire le DL de g sous la forme indéterminée suivante :
g(u) =au+ bu? + cud + o(u?).
On a aussi le DL en 0 de f:
3 - x?
f(x) = 42+ 5 +o(x®) =2(1 +x+ 5 + o(x?)).
Puisque ilg% f(x) =0, on a donc :
x=g(f(z)) = af(x) +bf*(x) + cf3(x) + o((f(2)?).

= o(x?) car : f(x) v Donc :

On a: o((f(2)?)

2
x = ar(l+z+ % +o(x?)) + bx?(1 + 2z + o(x)) 4+ ca®(1 + o(1)) 4 o(z?)
= ar+ (a+b)2®+ (g +2b 4 ¢)a® + o(x?).
Par unicité du DL de la fonction identité au voisinage de 0, on obtient : a =1, b= —1 et ¢ = g et ainsi :

3
g(x) =z - z? 4 5323 + o(x%).
~Ona:VrelJ o= f(g(x)) = g(z)exp(g(x)) et g reste strictement positive sur R*T (car g est strictement

1 1
croissante et g(0) = 0) donc : Vo > 0, Inz = In(g(x)) + g(z) ou encore 2T g4 M Or lir}rl g(x) =
T—r+00

9(x) 9(x)
. In(g(z)) e . s
+oo comme f, et donc lim —Z—** = 0 par composition des limites, d’ot : g(z) ~ Inz.
xr— 400 g(m) —+o0

Calculer les développements limités a 'ordre n au voisinage de 0 des fonctions suivantes :

@) VIt Vite (n=3) (b)AgcivV@F 22 (n=4) (c)In (m) (n=5)
In(chz)

CcCosT

(d) (1 —cosx)® (n=13) (e) (n=25) (f) tanx en % (n =3).

Correction :
Chacune des fonctions envisagées sera notée f dans ce qui suit.
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-1 —1 -2 1
(a) On a (14 x)” = 1+ oz + a(azl )x2+ ala 3)'(a )1:3+o(z3) donc, avec o = 7"
2 3
0 X X X 3
Vite2i1+Z -2 41— .
te=ltg——+3 +o(z”)
Puis

z x2 23 rx x2 z3
@)= 1+1+§—§+1—6+o(x3):\/§ I+- -+ = +o@3)=v2V1+u

ou
= - lf—JerrO( 2) ; 2:—z(lf—Jro( )) 3:—B(lJro(l))
u 1 3 x ;U 5 x));u .

2 3
Puisque u =e 0, on peut affirmer f(x) = VoVl fu=+2 [1 + g Lty o(u?’)}.
xTrT—

8 16
0 T r  x? 2 T
Commeu_\/i[1+<1+>+(1)+

3
3
8 1778 ) 18 2 ol )’}

1024
1 5 21

9 2 3 3
f(:z:)ﬂ[lJermx +mx +o(z )]

(b) On effectue le DL d’ordre 2 en 0 de la fonction ¢ définie par ¢(t) = Arg ch\/2 + ¢ puis on y substitue 22 & t.
On rappelle que Vz > 1, Arg ch(z) = In(z + Va2 — 1) donc

() =In(vV2+t+vV1+t).

t ot ¢ t 12
Commeaul.ona\/1+tgl+§—§+o(t2)et\/2+t:\@ 1+20\/§{1+432+o(t2).Ainsi

\/2+t+\/1+t§1+\/§+2+4‘/§t—4+\/§t2+o(t2)=(1+\/§)[1+at+bt2+°(t2>]

32
2 2 2 4 2 2—-3v2
ol a = i = £ et b= — V2 = \[ Enfin, en substituant u = at + bt? + o(t?) dans le
41++v2) 4 32(1+2) 32
2
DL d’ordre 2 en 0 suivant : In(1 4+ u) = u — % + o(u?), on obtient
2 2 3vV2
p(t) = In(1+v2) + In(1 +u) = In(1 + v2) + at + bt — %tQ +o(t?) = In(1 + V2) + %t - 3‘—{5“ +o(t?).
On termine en substituant 2 & ¢ :
2 3V2
f(z) =In(1+V2) + £$2 - ix‘l + o(zh).
0 4 32
(¢) On écrit les DL a l'ordre 5 en 0 suivants :
23t 5 2 3 tt 45 5
1n(1+t)gt*§+§*z+g+o(t)etln(].*t)gftfgfgfzfg%‘o(t)

2 2
donc In(1+t¢) — In(1 —¢) = 2t + —t3 + 5t5 + o(t%). On peut substituer tan(x) & t car tan(z) — 0 et alors le

3 x—0

terme o(t®) devient o(x%) puisque tan(z) = O(z). 1 vient :

f(x) = 2tan(z) + %tan3(m) + %tan5(m) + o(z®).

1 2
Comme le DL de la fonction tangente & ordre 5 en 0 est donné par tan(z) = 4+ —2® + =25 + o(2) d’'onr

3 15
. 2 4 2 2
tan®(z) = 23 +2°+o(2%) et tan®(z) = 2°+o(x°), on obtient f(z) = 2z+§x3+ﬁx5+§ (z° + x5)+5x5+0(x5)
soit
4 4 4 . 5
flx) = 2x + ng + gzc" + o(x?).
On pouvait aussi tenter d’exploiter une des formules :
1 + tan(x) T 1+t 1+ tan?(x) 2
L) o () g _ 2
1 — tan(z) g o) <1 - t) re th(t) 1 —tan®*(z)  cos(2x)
2 4 2 4 2 2
(d) On acos(x) = 1—%+%+o(a:5) donc 1—cos(x) = %—%4—0(3@5) = % {1 - % + o(xg)] . On a directement
10 2 5 10
5
(1 — cos(z))® = %2 {1 - % + o(:cB)} - % [1 -t o(:cB)} soit
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_T 2 a2 13
H0) =55 ~ g™ Tol)
2 axt u?
(e) Limitons les calculs aux termes utiles : ch(x) = 1+ o + ol +o(x%) et In(1 4 u) SUT 5 +O(u®). On peut
) | ! !
substituer 5 + 21 + o(2®) & u dans le DL précédent, et le terme O(u?) s’écrit aussi O(x%) ou encore o(2?)
2 44 2 4
ce qui donne : In(ch(z)) = % + % = 5% +o(z®) 1: % — % + o(2”). Puis, comme on a déja 22 en facteur,
on cherche seulement un DL a 'ordre 3 en 0 de . On utilise :
cos(x)
@) =15 +ola®) ot =1t O -
cos(z) =1— — +o(z°) e =1-u u®) avec u = —— + o(z”).
1+u o 2

€;+44x3)aﬁtf(x)g»<€;——i;-+o(x3> <1+—i;—+o(m%>

- . 1
Comme précédemment on obtient
cos(z

c’est-a-dire

2 a2t 5
f(x)gj‘kg‘ko(ff )
1+ tan(h
(f) On utilise par exemple la formule tan (% + h) = 1+t:nEh§' On a le DL a lordre 3 en O suivant :
— tan

1+¢

T T (O 48+ 4+ 0(t)) =1+ 264262 + 247 + o(£?)

h3
d’olt en substituant tan(h) & ¢ et en utilisant tan(h) = h+ el +o(h?) :
3

h
tm(j+h)§1+2<h+3)2m+zﬁ+om%:1+2h+mﬂ+§ﬁ+ow%

Avecx:ZJrh,ona

i 712 (e= 3"+ 3 (o= 3) o (6 3)

Soit f définie par f(z) = v1—a? x arcsinz. On veut connaitre le DL & l'ordre 5 en 0 de f

par deux méthodes.

1. Premiere méthode.
(a) Donner le DL & I'ordre 2 en 0 de (14 2)~1/2.
(b) En déduire le DL & l'ordre 5 en 0 de (1 — 22)~1/2,
(¢) En déduire le DL & l'ordre 5 en 0 de arcsinz.
(d) En déduire le DL & l’ordre 5 en 0 de f.

2. Deuxieme méthode.
(a) Calculer f'(z).
(b) Trouver a(x) tel que f'(z) + a(z)f(x) = 1.
(¢) Donner le DL & l'ordre 4 en 0 de a.
(d) En déduire le DL a l'ordre 5 en 0 de f.

/ 1 1 1 1
(e) En déduire la limite de la suite (u,,) donnée par u,, = n® 1— —arcsin— — — 4+ — |.
n? n n  3n3

Correction :
1. Premiere méthode

(a—1)

(a) D’apres le cours (14+2)* =1+ ax + e 5

1 3
A+a)"V2=1- 7% + gxz + z2e(x).

22 + 2%¢(x) donc

1 3
(b) On remplace ensuite  par —22 et on trouve (1 —z2)"/2 =14 §x2 + §x4 + z*¢(x). De plus, comme

(1 — 22)~1/2 est pair, le terme & l'ordre 5 est nul, ainsi
1 3
(1—a>)" V2 =1+ 5302 + §x4 + 2%¢(z).
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(¢) arcsinz est une primitive de (1 — 22)~1/2 et arcsin0 = 0 donc

1 . 3
arcsinz = x + % + —2° + 2°¢(z).

6 40
(d) On peut soit calculer le DL de (1 — 22)'/2 et multiplier, soit écrire (1 — 2%)*/?arcsinz = %
-z
et diviser par les puissances croissantes. On trouve
1 1
T —&—gx?’ +%x5 1+ 53:2 + §x4
1 3 1 2
- <x +-2° +8m5> T — §x3 — 1—5x5
_ L s 3 5
- ) 11095
- ()
2
= ——xs
15
x
2. (a) Un simple calcul donne f'(z) = 1 — ——= arcsin x.
(b) On en déduit que f'(z) =1 — . szf(x) donc que f est solution de f'(z) + 1 fxzf(x) =1.
(c) On a ﬁ =2(14+ 2% + 2 + 2te(x)) = 2+ 2% + e (x).

(d) Comme f est solution d’une équation différentielle de la forme y’ + a(z)y = b(z) avec a et b ayant des
développements limités a ’ordre 4, il en va de méme pour f. De plus f est impaire, on peut donc écrire

f(x) = azx + ba® + ca® + 25=(x).
On en déduit que
f(z) = a+ 3bx? + 5ca* + 2te(x)

et que
I _xe f(z) = (x + 23)(azx + ba®) + 2'e(z) = az® + (a + b)a* + z'e(z)
et enfin que
f(x)+ 12 _:Cfo(x) =a+ (a+3b)2® + (a+ b+ 5c)z* + z'e(2).
1 2
Comme f'(z) + 1_xxzf(x) =la=1,a+3)=0donch=—zeta+b+5c=0doncc=—= On

retrouve bien

1 2
V1—z2arcsine =z — gxg - 1—5905 + 2°¢(z).

1 1 1 2 1 2
_ 5 _ _ [ = — — —_ -
(e) Onauy, =n (f (n) n+3n3) 15“(1%) nrdee T15

10 Développements asymptotiques

Définition 10.1 Soit &, un ensemble de fonctions numériques définies au voisinage de to et non équivalentes a
zéro. On dit que &, constitue une échelle de comparaison au voisinage de to si &, est totalement ordonné par la
relation (f = o(g) ou f = g) notée f < g. En d’autres termes &, constitue une échelle de comparaison si, quelles
que soient les fonctions f,g € &, (f # g), Uune des relations f = o(g), g = o(f) est vraie.

Définition 10.2 Soit f une fonction numérique définie au voisinage d’un point to de R et soit £ une échelle de
comparaison au voisinage de ty. On dit que [ admet un développement asymptotique (ou limité) par rapport a £, a
la précision ¢ (ot @ € £) s’il existe une famille de nombres réels (Ay)yee presque tous nuls, c’est-a-dire nuls sauf
en un nombre fini d’entre eux, vérifiant

f@)=" Y () +o(p).

YEE PP

Pour n > 3, on note x,, la plus petite racine positive de I’équation exp(z) = z™. Etudier la suite

() puis déterminer un développement asymptotique a ’ordre 3 de z™ suivant les puissances de — lorsque n tend
n

vers l'infini.
Correction :
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(a) Existence.
On transforme d’abord I’équation pour se ramener a ’étude d’une seule fonction de x. On a pour z > 0 et

T
n >3, exp(x) =2", z=nlnz < =" (Inx # 0 car x = 1 n’est pas solution de I’équation). On remarque
nzx

aussi que z = 0 n’est pas solution et que pour = €]0,1], on a : 2" << 1 < exp(z) donc les solutions de

I’équation sont & chercher dans |1, +oco[. On définit la fonction ¢ sur |1, +oo[ par : ¢(z) = li Elle est de
nx
Inz —1
classe C! et sa dérivée ¢’ (x) = nl% a le signe de Inz — 1. D’ott le tableau de variation :
n°x
r |1 e +00
¢'(2) - 0 +
+00 +00
plr) N/
[

Ainsi, pour n > 3 > e le théoreme de la bijection appliqué a la fonction ¢, continue et strictement monotone
sur l'intervalle ]1, e] montre que I’équation ¢(z) = n posseéde une unique solution x,, et que 1 < z,, < e.

(b) Monotonie et limite.
La restriction de ¢ a lintervalle |1, e] admet une bijection réciproque que 1’on nomme ¢. Celle-ci est une
bijection de [e, +1[ sur |1, e] et elle est, comme ¢, strictement décroissante. On a ¢(z,) = n donc x, = ¢(n)
et ainsi :

Tpt1 = (n+1) < d(n) =,

ce qui prouve que la suite (x,,) est strictement décroissante. En fait ¢a n’est pas vraiment utile puisqu’on a
directement sa convergence et sa limite : liril ¢(x) =1donc z, = ¢p(n) — 1L
r—r+00

n—-+oo
(c) Développement asymptotique.
x
Reprenons la définition : 2] = exp(x,,) que 'on écrit : x,, = exp (—n)
1

x
+u + o(u) et on peut substituer —— & u

— Le DL1 de la fonction exponentielle en 0 s’écrit : exp(u) =
n

x
puisque lim = = 0. On obtient :

n——o00 N

()
n

1 1
Or d’une part z, = 1+ o(1) donc In _ 2 + o () et d’autre part, o (x—") =o0 () car x,, tend vers 1
n n n n n

%ZH;H(;)‘ 3)

u?
On va réinjecter ce premier résultat dans le DL2 de la fonction exp en 0 : exp(u) = l1+u+—+o(u )

21
X I2 £E2
x”_1+é1+ +o ( )

(vérifier). On a donc :

2n? n?
x2 1 . o
On a encore o ( —2 | =o( — | et aussi : z;; = 1+ o(1). On a donc :
n n
1 1 1 1 1
n= o Lo Lo (1] vttt o ()
et donc ) 5 )
=14 =4 —). 4
T +n+mﬂ+o(ﬁ> (4)
2 3
— On injecte & nouveau ce résultat dans le DL de la fonction exp. en 0 : exp(u ) =14u —|— — —|— a7 + o(u?).
T 2 x3 xd
zn—1++2n2+6;3+0<?£>
On remplace x,, a l'aide de (4), 22 par 1 + — + o [ — ) d’apres (3) et enfin 3 par 1 + o(1), on obtient
1yl 1—+ + 22 4o 1 i 2o (M) oo (2
= - — R — 4ol — — o o| —
" n 2n? 2n? n n n3 n3
et finalement :
1+ 1<+ k S+ S oo(
= 2 42 4o =)
= n  2n?  3nd n3
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Développements limités usuels

(aw voisinage de 0)

el T o)
12 n!
22 gl 9n .
111171+—+j+ 4 i + o(z?" )
3 5 L2t
bht_mjLP;Jr‘:;—!jL. (2n+1) +o(z 2n+z)
B9 7
thl_m—?ﬂ—E‘”—Wl + o(z)
2 2" ;
cosx=1-— ? + u +o k(=1 i + (‘EZn-H)
a2’ 2n+1
et O gy e
A 17
taHI—'I,-Q—?-FF +‘317"1 + o(a®)
(14 z)*=1+az+ % 24 ala—1)- n’(a —n+ l) o o(a™)

ﬁ =l-z4+a>+ - +(=1)"z" + o(z")
ITa=1+ - Latg g o MR 0028 )
\/11+ =15 éﬁ ot (*”1%2753”71% +ola")
x? "

(l+l‘):’t—?+?+ + ( l)”’l,T-f— (z™)

argth v = x + %3 + 1715 +o gt 2«7-:':11 + o(z>12)
arctan © = = — %3 + %5 4ot (_1)”';5:1 + o(22+2)

arcsin @ = + é%s + g% 4.4 1.3.5 2”53” - 2:71—:11 + o(22?)
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