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ANALYSE 2

Fiche de Mathématiques 4 - Séries numériques.

Soit E un espace vectoriel sur le corps K = R ou C. Pour toute famille finie (u;);e; d’éléments de E, la somme
Z u; & un sens et nous savons que cette somme possede les propriétés d’associativité et commutativité généralisées.
icl
On se propose alors de donner un sens a une expression de la forme Z u; lorsque ’ensemble des indices I est infini.

iel

1 Séries : propriétés générales

E désigne dans cette section un e.v.n sur le corps K = R ou C, et la norme d’un élément z de E sera notée ||z||.

Définition 1.1 Soit (u,,) une suite d’éléments de E et, pour chaque n € N, soit Sp, = ug+uy +...+u, la somme

des n+ 1 premiers termes de cette suite. On dit que la série de terme général u,, est convergente si la suite (S,) a
oo

une limite dans E. La limite S = lim S, est alors appelée somme de la série Zun et désignée par Z Uy -

n—-+oo
n n=0

Si la suite (Sp,) n'a pas de limite, on dit que la série Zun est divergente.
n
Inversement, si (S),) est une suite donnée d’éléments de E, on peut lui associer la série dont le terme général w,,
est défini par : ug et u, = S, — S,_1 pour n > 1.
Propriété 1.1 Soient (u,) et (v,) deuz suites d’éléments de E. Si ces deuz suites ne différent que par un nombre

fini de termes, les séries E Uy, et g v, sont de méme nature, c’est-a-dire simultanément convergentes ou diver-

n n
gentes. En d’autres termes, on ne modifie pas la nature d’une série en modiftant un nombre fini de ses termes.

Propriété 1.2 Pour qu’une série converge, il est nécessaire mais non suffisant, que son terme général tende vers
z€ro.

Exemple 1.1 Soit dans R, la série de terme général

1
Up = VN + 7f:

Vnt1l+yn

Son terme général tend vers zéro mais la suite S,, = ug + u1 + ... + up = vVn + 1 tend vers +oo. Cette série est
donc divergente.

Propriété 1.3 Soient (uy,) et (vy) deux suites d’éléments de E telles que les séries Zun et ZU" sotent conver-

n n
gentes. Alors la série > (u, + vy,) est convergente et on a :

Z(un +up) = Zun + ZU”‘
n=0 n=0 n=0

Propriété 1.4 Soit E un e.v.n. sur le corps K =R ou C et soit (u,) une suite d’éléments de E telle que la série
Z u, converge. Alors, pour tout A € K, la série Y Au,, est convergente et on a :

n

i Ay, = A i Up, -
n=0

n=0

Théoreme 1.1 Critére de Cauchy.

Soit (uy,) une suite d’éléments de E. Pour que la série Zun soit convergente, il faut qu’a chaque nombre € > 0,
n

on puisse associer un entier N, tel que les inégalités p > n > N, entrainent :

p

D

k=n-+1

= luns1 +tng2 +... +up| <€

et cette condition est suffisante lorsque E est complet.




Propriété 1.5 Soit (uy,) une suite d’éléments d’un e.v.n. quelconque E. Pour que la série Z Uy, vérifie la condition

n
de Cauchy, il suffit que la série numérique (a termes positifs) Z lunll la vérifie

n

Définition 1.2 Soit (u,) une suite d’éléments d’un e.v.n. E. On dit que la série Zun est absolument convergente

n
si la série des normes Y ||uy,|| est convergente.

‘Propriété 1.6 Dans un e.v.n. complet, toute série absolument convergente est convergente.

Exercice 1| Théoréme des gendarmes pour les séries.

Soient (uy,), (vn) et (wy,) trois suites réelles telles que u,, < v, < w, pour chaque n > 0. On suppose que les séries
Z Uy, €t an sont convergentes. Démontrer que la série Z v, est convergente.

n n n

Correction : Une bonne justification peut se faire a l'aide du critere de Cauchy. Fixons € > 0. Puisque la série
Z uy, converge, il existe un entier V7 tel que, pour tous ¢ > p > Ny, on a

n

De méme, puisque la série Z w,, converge, il existe un entier Ny tel que, pour tous ¢ > p > Ns, on a

n

<e.

q
> wn
n=p
Prenons N = max(Ny, N3) et ¢ > p > N. De l'inégalité

q q q
5 Up < E Up < 5 W,
n=p n=p n=p

q q
> < (|3 ][] ) <
n=p n=p
(on a utilisé 'implication z < y < z = |y| < max(|z|, |z|)). Ceci prouve bien, par le critére de Cauchy, la convergence

de Zvn.

on tire

q

>

n=p

)

2 Séries a termes positifs et séries absolument convergentes

Propriété 2.1 Soit (uy) une suite de nombres réels positifs. Pour que la série Zun soit convergente, il faut et
n
il suffit que la suite (Sy,) définie par S, = ug + u1 + ... + uy, soit magjorée.
o0

n
La somme S = Z wuy, est alors égale a la borne supérieure des nombres S, : on a donc Z up < S pour tout n € N
n=0 k=0
et tout magjorant des S, est un majorant de S.

Propriété 2.2 Critére de comparaison
Soient (uy,) et (v,) deuz suites de nombres positifs vérifiant u, < v, a partir d’un certain rang. Si la série Zvn

n

converge, il en est de méme de E Up, -

n
Si Uinégalité u, < v, est vérifiée pour tout n € N, on a de plus, l'inégalité :
o0 oo
S <
n=0 n=0

Enfin, si la série E u, diverge, il en est de méme de E Up, -
n

n
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Propriété 2.3 Critére d’équivalence

Soient (uy) et (v,) deur suites de nombres positifs telles que le rapport u, /v, soit défini pour n assez grand et

admette un limite finie k lorsque n tend vers +o0o. Alors la convergence de Z vy, entraine celle de Z Up. Stk #0,
n n

les deux séries g u, et g v, sont de méme nature.

n n

U
En particulier, si (u,) et (v,) sont deuz suites de nombres positifs telles que la suite (") tende vers 1, alors les
Up,

deux séries g U, et g v, sont de méme nature.

n n

Propriété 2.4 Soit (u,) une suite d’éléments d’un e.v.n. E. Pour que la série Zun soit absolument convergente,

n
il suffit qu’il existe une série convergente a termes positifs, soit Zvn, et un nombre k > 0 vérifiant ||u,| < kv,

n
pour n assez grand.

Propriété 2.5 Soient (u,) et (v,) deux suites de nombres réels ou complezes telles que les séries Zun et Z Up,

n n
sotent absolument convergentes et pour tout n € N, posons

= E UpUp—p = UQUp + UIVp—1 F+ ... + UnpVp.

p=0
o0
Alors la série E wy, est absolument convergente et on a :
n=0

(550 (&) =25

n=0

Inégalité de Carleman.

Soit (a,) une suite a termes positifs tels que Z a, converge.
n

- . a1 +2a3+...+na
1. Prouver que la série de terme général ! 2 L

converge et est de méme somme que la série de

n(n+1)
terme général a,,.
TR | e

2. Montrer I'inégalité W < i1

3. En conclure que
+o00 +oo
Z(al .. .an)l/" < eZan.
n=1 n=1

Correction :

ar+...+nay

1. On transforme la N-iéme somme partielle associée a la série de terme général de la facon

nin+1)
suivante :
o +na ] 1 N N J
S ;;nnﬂ Z“<j M)‘;aﬂ';ml“ﬂ*

Fixons maintenant € > 0. Il existe un entier Ny tel que, pour tout ¢ > p > Ny, on ait

q
OSZaj <e.
Jj=p

(o]
En particulier, en notant S = Z an, pour N > Ny, on a

n=1
N
O§S—Zan§5.

n=1

D’autre part, pour N > Ny,
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N No o N i N N
0

NI TNV T X iU S NS T X wSE

j=1 Jj=1 j=No+1 j=Nop+1

N
deés que N est assez grand (disons N—|(—)15 < ¢). En regroupant toutes ces informations et en utilisant
I’inégalité triangulaire, on conclut que si N est assez grand, alors

N
Za1+...+nan_s

< 3e.
n(n+1) ©

n=1

Ceci prouve le résultat.

n+1
e

n
1
2. Posons u, = ( ) X = Puisque up = 1, il suffit de démontrer que la suite (u,) est décroissante. Pour
n!

cela, on calcule Unt1 :
Un,
n+1 n n+1
Up+1 n+2 1 e n+2 1 1 1
= X X xn! = X — = Din(1 X —.
Un, ( e ) (n+1)! (n—!—l) " <n+1 e 0P (n+ 1) +n—|—1 e
1 1 n
Maintenant, In {1+ —— | < —— d’ou Unt1 <1.
n+1 n+1 Uy,

Un _ (a12az . ..na,)"/™
N (n)1/n

1
strictement positifs z1,..., Ty, on a Yxy ... 2, < —(x1+...+2,)) et le résultat de la question précédente :
n

3. Nous avons (aj ...ap) , et d’apres l'inégalité arithmético-géométrique (pour n réels

(a a)l/n<a1+2a2+...+nan €a1—|—...—|—nan
1. Qp < (n)1/ < w1

Il suffit alors d’appliquer le résultat de la premiere question.

Unp,

Soit (uy) une suite de réels positifs. On pose v, = T
Up

1. Prouver que la fonction x — est croissante sur [0, +o00].

2. Démontrer que les séries g Uy, €t E v, sont de méme nature.
n n

Correction :
1. 11 suffit d’étudier la fonction. Sa dérivée est x — 1/(1 + x)? > 0, donc la fonction est croissante.

2. On distingue deux cas :
e Si (uy,) tend vers 0, alors u,, ~ wv,, et ces deux suites sont positives. Par le critere d’équivalence, on en
—+o0

déduit que les séries E U, et g v, ont la méme nature.
n n

e Si (uy,) ne tend pas vers 0 (ce qui implique que Zun diverge car CN), alors, il existe ¢ > 0 tel que,

n
pour tout N € N, il existe n > N tel que u,, > ¢ (rappelons que w, > 0). Mais alors, d’apres la premiere
question, on a v, > ¢/(1 +¢) > 0, et donc la suite (v,) ne converge pas vers 0. Ainsi, la série ZU” est

n

aussi divergente, et dans ce cas, les séries g Uy, €t E v, ont bien la méme nature.

n n

3 Exemples de séries a termes positifs, étude des séries de Riemann

Propriété 3.1 Regle n®u,.
Pour qu’une série Z Uy, @ termes réels positifs soit convergente, il suffit qu’il existe un réel a > 1 tel que la suite

n
(n®uy,) soit magjorée. Pour qu’elle soit divergente, il suffit qu’il existe un nombre k > 0 tel que l'on ait, a partir
d’un certain rang, nu, > k.

On en déduit que

1
— la série de Riemann Z — ou « € R est convergente pour a > 1 et divergente pour a <1
no

1
— la série de Riemann Z — est absolument convergente pour z = R(z) > 1.
n
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Soient (uy) et (v,) deux suites de réels strictement positifs.
1. On suppose qu’a partir d’'un certain rang
un+1 < Un+l

Up, Up,
Montrer que u, = O(vy).
2. On suppose que

1
Un+1 :1_a+o(> avec o > 1.
Up, n n

Montrer, a I'aide d’une comparaison avec une série de Riemann, que E Uy, converge.

n

Correction :

U
1. Via télescopage, pour tout n > N : 0 < u,, < —an donc u, = O(vy).
UN

1
2. Soit 1l < B< et Up = —5. Alors
n

anrl: 1 :1_é+o l
Up, (14_%)5 n n)

Un+1 Un+1

<

n ’Un

Séries de Bertrand.

Etudier, suivant la valeur de « et 3, la convergence des séries suivantes :

A partir d’'un certain rang, donc u, = O(vy,) or E vy, converge absolument donc g Uy, aussi.

n n

1
2. n®(In(n))?"

n>2

Correction : On sépare trois cas suivant les valeurs de « :
e 1 < o On fixe v un réel tel que 1 < v < a. La comparaison du comportement du logarithme et des polynémes

en +oo montre que :
1
1. ’Yi = O_
n—l>r—&r-1<>on na(ln(n))ﬁ
1 1
S -

_— . Par comparaison a la série de Riemann de terme
ne(in(n))? — nv

Cela signifie qu’a partir d’un cerain rang,

o1 .
général — la série est convergente.
n

e o < 1. On fixe vy un réel tel que o < v < 1. La comparaison du comportement du logarithme et des polynémes

en +o0o montre que :

1
li Y = .
O T C) LA

Cela signifie qu’a partir d’un cerain rang, ———————= > —. Par comparaison a la série de Riemann de terme
ne(in(n))? = nv
S| (. .
général — la série est divergente.
n
o a=1.
— Remarquons d’abord que si 8 < 0, la série est divergente car son terme général est supérieur a 1/n.

_ v
2(In(z))?

On a, par les encadrements classiques pour k > 3 :

— Si B > 0, la décroissance de la fonction = +— sur [2, 4o00[ nous autorise & comparer & une intégrale.

/*+1 d o1 <¢/k dx
ko a(n(@)? = k(n(k))? = Jiy x(n(2))?
On somme ces inégalités pour k allant de 3 a n :

n

L dr 1 " dx
[ e 2 () < | swe

=3

Il faut maintenant intégrer la fonction.

* Si f#£0et §#1, on trouve :

1 1 1 “ 1 1 1 1
1-8 (ln(n—i— 1)8-1 ln(3)f3_1) = kz Ky = 1=3 <1n(n)ﬁ—1 - 1n(2)ﬂ—1>'

=3
. Pour 8 < 1, le terme de gauche (ainsi que celui de droite) tend vers +o0o, et la série est divergente.
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. Pour 8 > 1, le terme de droite tend vers une limite finie, et la série est convergente (une série a terme
positif est convergente si, et seulement si, elle est majorée).

* Si B =1, la fonction s’integre en In(In(z)), et le terme & droite de I'inégalité tend la encore vers +oo. La

série est divergente.

. . . . 1 .
* Si =0, on travaille avec une série de Riemann de terme général — donc divergente.
n

4 Regles de Cauchy, d’Alembert, Duhamel

Propriété 4.1 Soit (u,) une suite de nombres complexes. Si pour n assez grand on a |u,| < k™ avec k < 1 alors
la série Z Uy, est absolument convergente.

n

Pour savoir s’il existe un nombre k vérifiant l'inégalité |u,| < k", l'idée la plus naturelle est d’étudier la suite
un+1

(|un\1/ ™) qui conduit & la régle de Cauchy. Un autre procédé consiste a étudier la suite ( ), qui conduit a la

Un,

Un+41

regle de d’Alembert. Enfin, un étude plus poussée de la suite ( ) conduit a la regle de Duhamel.

Un

Propriété 4.2 Regle de Cauchy.
Soit (uy) une suite de nombres réels ou complezes, et soit :

L = lim sup|u,|"" (0 < L < +o0).
n—oo

Si L <1, la série Z Uy, est absolument convergente.

n

Si L > 1, la série g uy, est divergente, car son terme général ne tend pas vers z€ro.

n

En particulier, si la suite (|u,|'/™) a une limite L (finie ou infinie) lorsque n tend vers +oo et si L < 1 (resp. L > 1),
la série Z uy, est convergente (resp divergente).

n

Propriété 4.3 Regle de d’Alembert.

un+1
Un

Soit (u,) une suite de nombres réels ou complexes telle que la suite (

) soit définie pour n assez grand, et

admette une limite L, finie ou infinie (0 < L < +00).
Si L <1, la série Zun est absolument convergente.
n

Si L > 1, la série g uy, est divergente car son terme général ne tend pas vers zéro.

n

Un+1

Propriété 4.4 Si la suite ( ) tend vers L dans R (0 < L < 400) alors la suite (u,)"/™ tend aussi vers L.

Un

Propriété 4.5 Regle de Duhamel.
Soit (uy,) une suite de nombres positifs satisfaisant &

Un+1 —1— g +o <:L) (ﬂ :CSt@)-

Un

Si 8> 1, la série Zun est convergente.

n
Si B <1, la série Zun est divergente.

n
Exercice 6| Quelques convergences.

Etudier la convergence des séries g U, suivantes :

n
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(1 n"
1. Uy = M Sin () 2. Up = o~
n 2n
5 V" 4 (142
. Uy = — . Up = —= 111 =
2 vn vn
_1)n
. v =1 —cos™ 6. unzﬁgggiﬁ
n n?+1
7. up, =a"n!, a €R 8. up = nexp(—y/n)
n24+n+1 1n(n2+3)m
9. wp=In(———"_) |10 wu,= :
n?4+n—1 an
Correction :

(1Y sin(y) : - .
1. Onansin | — | = —5"= et lim wu, =1, la série est donc divergente.
n = n—+oo

n

2. Par croissance comparée, on a lim wu, = 400, et la série est divergente. (On pouvait aussi appliquer le

n—-+oo
critere de d’Alembert.)

In(n) In(n)
2 , .
) . - 1 — 1 = — - i 1 — =
3. On a : n°u, = exp(2In(n) — v/nIn(2)) exp( Vn(In(2) — 2 NG )) résulte de nkr-&I-loo NG 0 que
liIJIrl nu, = 0, et par comparaison & une série de Riemann, la série est convergente.
n—-+0oo
1
4. Puisque In(1 + z) ¥ T, on obtient u,, fodies et la série est donc divergente.
o n
x? w2
5. En utilisant le développement limité du cosinus, ou ’équivalent 1 — cosz o on voit que : u, fodicwor et
oo 21

la série est convergente.

(D)™ +n 1 . . . .
—— ~ = Par comparaison a une série de Riemann, la
n“+1 +oon

6. Ona (=1)"+n ~ netn?+1 ~ n? donc
—+oo —+o0
série Z u, est divergente.
n
7. Par croissance comparée des suites géométriques et la suite factorielle, le terme général ne tend pas vers 0,

sauf si @ = 0. La série g Uy, est donc convergente si et seulement si a = 0.

n

exp(n(n) — i) _

8. On écrit tout sous forme exponentielle : nexp(—y/n) = exp(ln(n) — v/n). On a alors
exp(—21n(n))

1
exp(31In(n) — v/n) 4:; 0 et donc nexp —v/n = o (n2) La série est convergente.

2 1 2 2
9. On écrit simplement In (n—l—n—&—) =1In (1 + ) ~ —. La série est donc convergente.

n?+n-—1 n?24+n—1/, +oo n2’
10. On vérifie aisément 2In(n) Pui 4/v2 > 2 btient L) ot donc la série est
. On vérifie aisément que ~ —————_ Puisque on obtien = o| — ] et donc la série es
S que p ~ @/v3)" uisqu , Un = on S
convergente.
Cas limite de la régle de d’Alembert.
a™n!
Soit, pour n > 1 et a > 0, la suite u,, = —.
n

1. Etudier la convergence de la série Zun lorsque a # e.

n

2. Lorsque a = e, prouver que, pour n assez grand, w,y1/u, > 1. Que dire de la nature de la série D wu,?
Correction :

1. Cette série est bien adaptée a 'utilisation du critere de d’Alembert. On calcule donc

n+1 | n -n
Upp1  a" T (n+1D)!  n 1 1 1 1
w = RS Xa”n!:a 1+E =aqaexp | —nln 1+ﬁ =aexp | —n X E—FO - .

On obtient donc que uy41/uy, converge vers a/e. Par application de la régle de d’Alembert, si a > e, la série
est divergente. Si a < e, la série est convergente. Le cas a = e est un cas limite ou le théoreme de d’Alembert
ne permet pas de conclure directement.

2. On pousse un peu plus loin le développement précédent. On obtient

. 11 1 1 1
i —exem (0 (5 - g to(7)) ) meem (e g 4o (1)) 2 eomicn
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Un+1

En particulier, pour n assez grand, > 1, et donc la suite (u,) est croissante. Elle ne converge donc pas

n
vers zéro, et la série E Uy, est divergente.

n

Cas limite de la regle de d’Alembert.

1. Soit, pour tout entier n > 1,
1x3x5x...x((2n—1)
Uy =
2x4x6x...%x(2n)

Quelle est la limite de w,41/u, ? Montrer que la série de terme général nu,, est croissante. En déduire que la
série de terme général u,, est divergente.

2. Soit, pour tout entier n > 2,
1x3x5x...x(2n—3)
Uy =
2x4x6x...%x(2n)

Quelle est la limite de vy,41/v, ? Montrer que, si 0 < @ < 3/2, on a (n + 1)*v,11 < n%v,. En déduire que la
série de terme général v,, converge.

Correction :

n 2 1
1. OnauH: nt =1- .
Unp, 2n + 2 2n+ 2

La suite uy41/u, converge donc vers 1. En outre, on a :

(n+Dupyr  2n+1 <

1.

Ny, 2n =

Par conséquent, la suite nu,, est croissante, et comme u,, est positive, on a :
Uy
NUyp > UL = Uy > —.
n

La série de terme général (u,) est divergente (minorée par une série divergente).
Un+1 2n—1
n—+ _ N
Un, 2n + 2 n—+4oo

(n+1D)%n1 1+l " 1— 3 ,
n*v, n 2n + 2

Effectuons un développement limité de cette quantité au voisinage de 400 afin d’obtenir la position par
rapport 2 1. On a :

(n+1)%vp11 1\ 3 el 1 3
— =14 - 1-— =(1+— — 1-—
neuv, Jrn 2n + 2 JrnJrO n 2n + 2

2. - On a de méme

1. D’autre part, un calcul immédiat montre que :

3 « 3a 1 3n + 2an + 2o 1 2a -3 1
=1- -t ol —-]=1l-——— 00— F o[- ) =1—- +ol —].
n+2 n n@2n+2) n n(2n + 2) n 2n +2 n
(n 4+ 1)*0p41 200 — 3

a le signe de ———, qui est négatif puisqu’on a supposé a < 3/2.
e g a4 gatif puisq pp /

n
- Soit ng un rang a partir duquel 'inégalité est vraie. On a, pour n > ng :

Pour n assez grand,

Unil _ Ungl Up Unot1 n* (n—1)* ng
Ung Un Un—1  Uny, _ (mn4+1) ne T (n4 1)
On a donc obtenu :
n
0<w G B U —
> Un41 = Ung (’I’L—i-l)a

Prenons maintenant a €]1,3/2[. Par comparaison & une série de Riemann, la série de terme général (v,)
converge. On vient donc de voir deux phénomenes tres différents de ce qui peut se passer dans le cas limite
de la régle de d’Alembert. Le second résultat est un cas particulier de ce que 'on appelle la regle de Raabe-
Duhamel.

Régle de Raabe-Duhamel.

Soit (uy,) une suite & termes positifs telle qu'il existe a € R vérifiant

1
1. On suppose a > 1. Soit b €]1,a[ et posons v, = —. Comparer u, et v,. En déduire que Zun converge si
n

n

a>1.
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5

2. Démontrer que Zun diverge si a < 1.
n
3. En utilisant les séries de Bertrand, montrer que le cas a = 1 est < douteux >.
U 1 1
4. On suppose que ntl O <2> On pose v, = In(nu,) et w, = vp41 — Up.
n n n
1
(a) Montrer que w, = QO | — |-
n
g A :
(b) En déduire que u,, ~ — avec A > 0 et que Z uy est divergente.
+oo n -
Correction :
1
1. Supposons d’abord a > 1, et prenons b €]1, a[. Posons aussi v,, = —- Alors on a
n
b 1\’ b 1
Uit " (14 2) =1-240(2).
Up (n+1)b n n n
Ainsi, il existe un entier ng tel que, pour n > ng, on a
unJrl < anrl )
Up — Un
U
On montre aisément par récurrence sur n que, pour n > ng, U, < Cv, avec C = —2. Par comparaison
Ung
(les séries sont a termes positifs), la série de terme général u,, converge puisque la série de terme général v,
converge.

2. Dans le cas oul a < 1, on procede de méme en choisissant cette fois b €]a, 1[. On trouve alors que, pour n assez
grand, u, > Cuv,. Puisque la série de terme général v,, diverge (cette fois, b < 1), la série de terme général
uy, diverge.

3. Posons u,, = (In(n))? dont on rappelle qu’il est le terme général d’une série convergente si et seulement si

n(In(n
b > 1. Alors,
Un41 n In(n) \" 1 1 n 1 In(n) b
— = _— O —_ .
Up, n+1 In(n+1) n n In(n) +In(1 + 1/n)
Or,
In(n) . In(n) B 1 B 1
In(n) +In(1+1/n)  In(n)+O0/n)  1+O(1/nin(n)) nin(n) /°
Effectuant le produit des deux développements limités, on trouve qu’au premier ordre,
1 1
Unt1 1+o<>.
Up, n n
Ce résultat ne nous permet pas de conclure, alors que la série de terme général u,, est parfois convergente,
parfois divergente. Le cas a = 1 est bien un cas limite.
4. (a) On a

o228 e (12) L0 (3) -0(2)

(b) La question précédente prouve que la série de terme général w,, converge. Ainsi, il existe C' € R tel que

n n—1
Z w — C. Mais Z wy, = In(nuy,) — In(uy). On en déduit que la suite (In(nu,)) converge vers un
P k=1

réel. Passant a ’exponentielle, on en déduit qu’il existe A > 0 tel que nu,, j A c’est-a-dire u, ~ —.
n—+o0 n

Ainsi, par comparaison, la série de terme général u,, diverge.

Exemples de séries semi-convergentes

Définition 5.1 Une série est dite semi-convergente si elle est convergente sans étre absolument convergente.

Définition 5.2 On appelle série alternée une série numérique dont le terme général u, est de la forme u, =
(=1)"™v, ou (v,) désigne une suite décroissante de nombres positifs convergeant vers zéro.

Théoréme 5.1 Toute série alternée E u, est convergente, et si on pose

n
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Sp=ug+u+...4+up,

o0
sa somme S = Z vérifie : Sopy1 < S < Sop pour tout p € N.

n=0
De fagon plus précise, les sommes Sap d’indice pair tendent en décroissant vers S, tandis que les sommes Sapi1
d’indice impair, tendent en croissant vers S.

Propriété 5.1 Regle d’Abel.
Soient (vy,) une suite de nombres réels ou complexes telle que la suite

Sp=v9+vi+...+v,

soit bornée et (e,) une suite de nombres positifs, décroissante et tendant vers zéro. Alors la série Y e,v, est
convergente.

Propriété 5.2 Soit (¢,) une suite décroissante de nombres positifs, tendant vers zéro. Quel que soit le nombre
réel a tel que a/2m ¢ Z, la série Y e, exp(ina) est convergente.

Séries semi-convergentes et produit de Cauchy.
="
NCESE

1. Vérifier que g u, est semi-convergente.

n

Soit, pour n > 0, u, =

2. Montrer que le produit de Cauchy de Z Uy, par Z Uy Ne converge pas.

3. Soit ¢ : N — N définie par o(3p) = 2p, c(3p+ 1) = 4dp+ 1, o(3p + 2) = 4p + 3. Vérifier que o est une
permutation de N. Que peut-on dire de la série Zu”(") ?

n
Correction :

1. La convergence de E u, se démontre par une simple application du critere des séries alternées. La série ne

n
converge pas absolument, par application du critere de Riemann.

2. Le terme général de la série produit de Cauchy est donné par :

( 1)n k
Up = Y Uplp_
E:kr " E:v%+1¢n—k+1 z:¢k+4 Yn+1—k)
Soit u(z) = (z + 1)(n +1—x). Sa dérivée est v/(z) = n — 2z. Une étude rapide montre donc que sur [0,7n], u
atteint son maximum en n/2. On obtient donc
1

>

V(n/2+1)(n/2+1)

Ainsi, v, ne tend pas vers 0 et le produit de Cauchy de ces deux séries ne converge pas.

va] > (n +1) x C>0

3. - Il est d’abord clair que o est une bijection de N. En effet, tout nombre est ou bien pair, et donc de la forme
2p, ou bien impair, et ce sous cas se divise en <« congru & 1 modulo 4 > ou < congru 3 modulo 4 >.

-Posons
1 1 1
Wn = Uo(sn) T Uo@ntt) T lont) = DA T =SS T Uy d)
C
de sorte que w,, 7 avec C < 0. Ainsi, la série de terme général w,, diverge. Or,
0 \/n

N 3N
§ Wp, = § Ug(n)
n=0 n=0

La série de terme général u, () est donc aussi divergente.
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6 Calculs approchés de la somme d’une série

Définition 6.1 Dans un e.v.n. quelconque E, soient (u,) une suite telle que la série Zun soit convergente et

n

S:Zun, S, =ug+u+...+u
n=0

Pour chaque n € N, le reste d’ordre n de cette série est :

)
Ry=S-S,= > u,
p=n+1
Propriété 6.1 Soit f une fonction numérique définie sur la demi-droite réelle x > a, positive, décroissante et
telle que zgrj_locf(a:) = 0. Alors la série Zf(n) et lintégrale /+oo f(x)dx sont simultanément convergentes ou
divergentes. ! ’

Propriété 6.2 Soit f une fonction numérique définie sur la demi-droite réelle x > a, positive, décroissante et

telle que hr—s{l f(z) = 0. Supposons de plus que la série E f(n) soit convergente. Alors le reste R, = E f(k)
xr—r+00
n k=n+1

/7:: f(z)dx < R, < /noo f(z)dz

(-1
k

vérifie la double inégalité

1. Justifier la convergence de la série numérique E

E>1
On pose

2. Montrer que

oo _1)k
Rn + Rn+1 = Z T AN
Wo k(k+1)

Déterminer un équivalent de R,, au voisinage de +oco0.
3. Donner la nature de Z R,.

n>1
Correction :
1. On applique le critere spécial.

2. Par décalage d’indice sur la deuxiéme somme

too k+1 too (_1)k
R, + Rpy1 = —_
+ Z + Z k:+1 =2 k(k +1)
k=n+1 n+1 k=n+1
) B (_1)n+1 n+1 1
Pu1squeRn—Rn+1—n7+1,ona2Rn Z kkJrl Z kkJrl =0 o donc
-1 n+1
R, ~ TV
+oo 2n
—1)n+1 1
3. Comme R, = L +0O (=), lasérie Z R,, est convergente.
2n ’I’L2 n>1
“+o0
. N _3 N
Calculer HZ:O T a 107 pres.

Correction : La convergence de cette série positive est facilement obtenue (par exemple) par équivalence avec une

série géométrique. On a 0 < up < —- qui est le terme général d’une série convergente, et donc : 0 < up <
g q ok q g g )



“+ o0

Z 2% = 2n+11 = 2% Il suffit donc de chercher n tel que 2% < 1073, c’est-a-dire 27 > 103 ou enfin n >
k=n+1 1——
2
slnil e, S 1 hée & 1073 pres d 5 1 suffit d
2 = 9,97 Donc n = 10 convient, T;) 1 est une valeur approchée a 107 pres de 7;:0 ST Il suffit donc

de calculer cette somme.

—+oo
1
On cherche ———— 41073 pres.
Correction : La convergence de cette série positive est facilement obtenue (par exemple) par comparaison avec une

intégrale généralisée. En effet, f définie par f () est positive, décroissante et d’intégrale convergente a

RS
I'infini. On a 0 < uy < / ORI dt et donc 0 < up < / 72dt < / 5 dt = —. Il suffit donc
pr 241 Rt S Lt Wt n
1 100
de chercher n tel que — < 1073, c¢’est-a-dire n > 1000. Donc n = 100 convient, Z oY est une valeur approchée
n n
=0
+oo
4 1072 pres de Z S 11 suffit donc de calculer cette somme.
n=0
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