Master 1 Métiers de I’Enseignement, Mathématiques - ULCO, La Mi-Voixz, 2010/2011

ANALYSE NUMERIQUE - TPs

Fiche de Mathématiques 5 - Schémas d’Euler et de Runge-Kutta.

1 Rappels sur les équations différentielles

1.1 Définition, existence et unicité d’une solution

Une équation différentielle est une équation reliant une fonction inconnue et une ou plusieurs de ses dérivées.
Une équation est différentielle ordinaire (EDO) si la fonction inconnue ne dépend que d’une variable; sinon on
parle d’équation aux dérivées partielles (EDP). Ici, on va s’intéresser aux équations différentielles ordinaires, qu’on
peut présenter rapidement & travers les deux exemples suivants :

Exemple 1.1 Trouver la fonction u définie sur [0, T], ot T est le temps final, & valeurs dans R telle que
u'(t) = au(t)
(F1) -
u(0) = u0

On remarque que la premiére équation de (P;) est une équation qui relie la fonction inconnue u & sa dérivée v/,
c’est bien une EDO. La deuxiéme équation de (Py) est quant a elle une condition initiale; elle fixe la valeur de
la fonction v au temps 0. La premiére équation de (P;) est une équation de croissance si a > 0 et d’extinction si
a < 0. Le probléme (P;) a pour solution

u(t) = ug exp(at),
ce qu’on vérifie facilement.

Exemple 1.2 Le probléme du pendule.
Trouver la fonction ¢ définie sur [0, 7] & valeurs dans R telle que

o (t) + g sinp(t) =0

L
(P2) 4 (0) = o
' (0) = o

ou g > 0 est l'accélération de la pesanteur et L la longueur du pendule. On notera que la premiére équation de
(P2) relie la fonction inconnue ¢ a sa dérivée ¢”. La fonction ¢ représente angle du pendule; les deux derniéres
équations de (P.) fixent I'angle initial et la vitesse relative initiale. Ce probléme du second ordre peut étre écrit
comme un systéme différentiel autonome du premier ordre sur R? : trouver la fonction u définie sur [0, 7] & valeurs
dans R? telle que

u(t) = ft,u(t)),

en introduisant la fonction de [0, 7] x R? dans R? :

ft,x) = <_i:ii1(a:1)>’ onr= GD

De maniére générale, on s’intéressera ici aux équations différentielles avec une condition initiale, encore appelées

Définition 1.1 Probleme de Cauchy.
Pour une fonction f : [0,7] x RN — R¥ | trouver u définie sur [0, 7] & valeurs dans R¥ telle que

P) { uw'(t) = f(t,u(t)) pour t € [0,T]
U(O) =Up € RN

On se restreint au cas ou la fonction f(¢,u) est lipschitzienne par rapport a la variable u, c’est-a-dire vérifiant la
définition suivante :
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Définition 1.2 Continuité lipschitzienne uniforme.
Soit f(t,x) une fonction définie continue de [0, 7] x R dans RY. On dit que f est lipschitzienne par rapport a =
uniformément en t s’il existe une constante L telle que pour tout x,z* € RV et tout ¢ € [0,7]] :

‘f(t,l‘) - f(t,l'*)‘ < L‘l‘ - J}*|.
La constante L est appelée la constante de Lipschitz.
Dans ce cas on a un résultat d’existence et d’unicité pour la solution du probléme de Cauchy (P) :

Théoréme 1.1 Théoréeme de Cauchy-Lipschitz.

Soit T > 0 donné, uy dans RV et f(,z) une fonction continue de [0, 7] x RY dans R lipschitzienne par rapport
a z uniformément en ¢. Alors il existe une unique fonction u(t) de [0, 7] dans R, solution du probléme différentiel
(P)-

1.2 Reésolution numérique d’une équation différentielle

On étudie dans ce TP les méthodes d’approximation numérique du probléme (P) explicites & un pas. Soit n le

nombre des points d’approximation. Posons h = T'/n le pas de maillage, et t; = ¢h, i = 0,1,...,n, les points du
maillage. Les méthodes considérées ici consistent a trouver les approximations y; des valeurs u(t;) de la solution
exacte u aux points du maillage ¢;, ¢ = 0,1, ..., n, telles que

Yo = Uo

Yivr1 = Yi +h¢(tzay27h) pour i= 0717”'7”_ 1
ot ¢(t,y, h) est une fonction continue des trois variables sur [0,7] x RN x [0, h*].

Définition 1.3 On dit qu’une méthode est consistante si

Lim H)Znil [ultiv1) — u(ts) — hé(ti, u(t;), h)| = 0.

Définition 1.4 On définit l’erreur de consistance

tig1) —
E(tiaya h) = W - ¢(ti7y7h)7

ot (t) est la solution de ©'(t) = f(t,¢) avec la condition initiale p(t;) = y. On dit que la méthode est d’ordre p
st, pour tout i =0,...,n—1,

|E(t27y7 h)| < th;
avec K indépendant de t; et y pour y dans un borné.
Définition 1.5 On dira que la méthode est convergente si

Ly 2, Julte) il =0

On définit la stabilité a partir du schéma perturbé :
Yir1r = Yi+ho(ti,yi, h) avec yo donné,
zig1 = zi+ ho(t, zi, h) + €; avec zp donné.
Définition 1.6 Le schéma est dit stable s’il existe une constante M ne dépendant que de ¢ telle que
n
Jax g =z < M (lyo — 20| + Z; |5z‘|>-
i—

On a deux résultats fondamentaux :

Une méthode & un pas consistante et stable est convergente. Si f € CP([0, T] x RY) et que le schéma
est d’ordre p, alors lerreur globale de discrétisation est en O(h?).

Si ¢(t,y,h) : [0,T] x RY x [0, h*] = R est lipschitzienne en y uniformément par rapport a t et h,
alors le schéma est stable.
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1.3 Exemples de schémas explicites

Yo = Uo

e | Euler explicite : { Yigl = Yi + hf(ti,yi) pour i =0,1,...,n—1

Yo = Uo

kv = f(ti, vi)

ko = f(ti + h/2,y; + hk1/2)

Yit1 = Yi + hke pour i =0,1,...,n—1

e | Runge-Kutta, deuxiéme ordre :

Yo = Uo

ko = f(ti +h/2,y; + hk1/2)
e | Runge-Kutta, troisiéme ordre :

ks = f(ti + h,yi + hka)

ki = f(ti + h,yi + hks3)

Yit1 = yi + h(ky +4ko + k4)/6 pour i =0,1,...,n—1

Yo = Uo
ko = f(ti +h/2,y; + hk1/2)
e | Runge-Kutta, quatriéme ordre :
ks = f(ti + h/2,y; + hk2/2)
ki = f(ti + h,yi + hks3)
Yi+1 = yi + h(k1 + 2ko + 2ks + k4)/6 pour i = 0,1,...,n— 1

1.4 Utilisation du solveur de SCILAB

SCILAB propose une panoplie de schémas numériques déja tout programmeés rassemblés dans la fontion ode.
Pour résoudre un systéme différentiel du premier ordre écrit sous la forme classique

Y'(t) = F(t,Y(t)) (1)
Y(0) = Y0 2)
on programme la fonction F'(¢,y) dans une fonction SCILAB de syntaxe d’appel

function YP=F(t,Y)
YP—...
endfunction

On définit la valeur initiale dans la variable YO, les temps initiaux et finaux t0 et tn, et on laisse SCILAB choisir
la discrétisation et le schéma adapté pour calculer la solution Y au temps final tn :

Y=0de(Y0,t0,tn,F) ;
Si on veut la solution aux temps intermédiaires définis dans un vecteur, on écrit

t=linspace(t0,tn,n+1) ;
Y=0de(Y0,t0,t,F) ;

2 Exercices

Exercice 1

1. Pour le premier exemple d’équation différentielle, le probléme (P;), programmer la méthode d’Euler explicite.
Considérer U'intervalle [0,T] avec T =1, a = —1 et yo = 1. Pour un entier n donné (par exemple n = 10),
considérer une grille t; = ih, i = 0,...,n, de Uintervalle [0, T], avec h = T'/n. Comparer graphiquement la
solution numérique avec la solution exacte.
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2. Méme question pour le schéma de Runge-Kutta d’ordre 4.

3. Pour les deux schémas, faire varier le temps final T (T = 10, T' = 100). Faire aussi varier le nombre de points
dans le maillage n (n = 100, n = 1000). Qu’observe t-on ?

4. Méme question en utilisant le solveur de SCILAB.

5. Vérifier numériquement ’ordre de convergence des schémas d’Euler et de Runge-Kutta d’ordre 4. Pour cela,
il faut faire une série d’essais numériques avec le paramétre h qui varie ; considérer par exemple une boucle

pour j = 1,...,6 et définir n = 10 x 29=! et h = T/n. Visualiser graphiquement la dépendance de Ierreur
sur h, ainsi que les graphes de hP, ol p est 'ordre de convergence approprié. Faire les graphes dans 1’échelle
logarithmique.

On considére le systéme différentiel du pendule, soit le probléme (P).

1. Programmer le schéma d’Euler et la méthode de Runge-Kutta d’ordre 2. Considérer T = 50, g = 10, L = 1,
n = 1000 ou n = 10000, h = T'/n et la condition initiale g = 1 et ¢y = 0.

2. Représenter graphiquement ’angle en fonction du temps. Comparer les solutions obtenues avec et les deux
schémas.

3. Qu’observe t-on en allant de n = 1000 & n = 100007 Tous les résultats sont-ils fiables? Ou y a-t-il des
résultats qui semblent suspects ? Quelle méthode semble la plus précise ?

Exercice 3

1. Résoudre a la main I’équation différentielle

C’est une équation de type Bernoulli
a'(t) + P(t)z(t) = Q(t)=(t)?
qu’on peut résoudre en posant z(t) = x(t)1 7.
2. Ecrire un script SCILAB pour calculer numériquement la solution avec le schéma d’Euler et comparer avec

la solution exacte (prendre par exemple n = 1000). Représenter les deux solutions sur 'intervalle [0,1.2] sur
le méme graphe.

3. Programmer le schéma étudié dans l’exercice 2 :

1 h h
—_— : - _ (1] ] (¢ i o ]
Ynt+l = Yn + h [f(tmyn) +h <2 a) f (tna yn) + haf (tn + 6aayn + 6af(tna yn))]

avec

of

£0) = 9 600 + 2L )70,

Le schéma dépend d’un paramétre a, qu’on pourra faire varier (par exemple a = 1,5, 50). Discuter I'influence
de la variation du paramétre a. Comparer avec la solution exacte.

On étudie dans cet exercice un systéme différentiel dit oscillateur de FitzHugh-Nagumo, trés uti-
lisé en biologie. Il peut servir par exemple a modéliser la réponse d’'une membrane cellulaire & une excitation
électrique.

a'(t) = f(z(t) —yt) + I,
y'(t) = bx(t) — yy(t)
z(0) = xo

y(0) = yo

ajusté pour les valeurs :

avec 0 < a <1,b> 0,y > 0. On prendra par exemple a = 0.25, b = v = 0.002. On pourra partir d’un systéme au
repos g = yo = 0. Ici z(¢) joue le role du potentiel membranaire et y(t) est une variable générale d’excitabilité. La
constante I, joue le role d’un courant externe de stimulation, & faire varier pour passer d’une solution stationnaire
a des solutions périodiques (I, = 0.25 ou I, = 0.2 par exemple).

1. Programmer en SCILAB la fonction f(x).

Répondre aux questions suivantes pour différentes valeurs du paramétre I,.
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2. On note M (t) = (z(t),y(t)). Calculer les solutions stationnaires éventuelles du systéme (c’est-a-dire telles que
M(t) = Cte). On pourra utiliser la fonction SCILAB fsolve.

3. Tracer sur la méme figure les courbes y = bz /vy et y = f(x)+1,. Vérifier les résultats de la question précédente.

4. Ecrire la fonction second membre F(t, P) : R x R? s R? telle que le systéme différentiel s’écrive sous la forme
M'(t) = F(t,M(t)). Programmer F(¢, P) en SCILAB.

5. Résoudre le systéme différentiel avec un schéma de Runge-Kutta d’ordre 4 (prendre par exemple le temps
final T = 1000 et n = 500). Tracer dans une figure les graphes (¢, x(t)) et (¢,y(t)), et dans la figure de la
question 3) la courbe (z(t),y(¢)). Changer la condition initiale (z¢,yo) et superposer les deux graphes (x,y)
obtenus.

6. Comparer les résultats obtenus avec différents schémas, par exemple Euler et Runge-Kutta d’ordre 4.
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