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Structures de nombres
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1

Les nombres naturels

Nous définissions un objet de nombres naturels (ONN) par une propriété universelle,
et nous prouvons l’existence et l’unicité d’un tel ensemble. Nous prouvons qu’un ONN
est un modèle de l’arithmétique de Péano (et laissons comme exercice que tout modèle
de l’arithmétique de Péano est un ONN). Puis nous définissons par récurrence l’ad-
dition, la multiplication et une relation d’ordre sur un ONN, en laissant les preuves
de quelques propriétés évidentes comme exercice. Nous démontrons la division eucli-
dienne dans un ONN. Finalement, nous montrons que tout ONN est bien ordonné.
(Seul ce dernier résultat est non-constructif.) Dans les exercices nous parlons de
fonctions récursives et de diverses formes de récurrence.
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Les nombres entiers

Nous définissions le groupe (abélien) de Grothendieck d’un monoïde commutatif par
une propriété universelle, et nous prouvons son existence et son unicité. Nous prou-
vons qu’un monoïde commutatif est inclus dans son groupe de Grothendieck si et
seulement si le monoïde est simplifiable. Par définition, le groupe (Z,+, 0) est le
groupe de Grothendieck du monoïde (N,+, 0), et nous laissons comme exercice de
démontrer que (Z,+, 0, ·, 1,≤) est un anneau ordonné. Nous prouvons ensuite que
tout corps est un anneau euclidien, tout anneau euclidien est un PID, et tout PID est
un UFD ; bien sûr, Z et K[X] (pour K un corps) sont nos principaux exemples d’an-
neaux euclidiens. En passant nous définissions les notions de pgcd, ppcd, éléments
premiers entre eux, éléments irréductibles, et éléments premiers, et nous prouvons
les théorèmes de Bezout et de Gauss (dans un PID quelconque). Dans les exercices
nous parlons entre autre du théorème d’Euclide (dans un UFD quelconque) et de
l’algorithme d’Euclide (dans un anneau euclidien quelconque).
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3

Les nombres rationnels

Nous définissons le corps de fractions d’un anneau commutatif intègre par une pro-
priété universelle, et nous prouvons son existence et son unicité. Le corps Q des
nombres rationnels est alors défini comme le corps de fractions de l’anneau Z, et le
corps K(X) des fractions rationnelles sur un corps K est défini comme le corps de
fractions de l’anneau K[X]. Dans les deux cas, nous revisons la notion de représen-
tation irréductible d’un élément. Dans les exercices nous donnons une caractérisation
alternative du corps de fractions, et nous travaillons sur la décomposition en éléments
simples d’une fraction rationnelle.
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Arithmétique modulaire
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Le théorème chinois

Nous définissons la notion de congruence modulo m sur Z × Z (· ≡ · mod m),
en faisant le lien avec le quotient Z/(m). Un example simple montre l’utilité de
l’arithmétique modulaire : un f ∈ Z[X] tel que f(0) et f(1) sont impaires, n’admet pas
de racines sur Z. Puis nous prouvons que aX ≡ b(m) admet une solution (en X) si et
seulement si d = (a,m) divise b ; et dans ce cas nous caracterisons les d solutions de
cette congruence. Nous notons quelques conséquences utiles : que a est inversible dans
Z/(m) si et seulement si (a,m) = 1, ou encore que, pour m premier, Z/(m) est un
corps. Ensuite nous prouvons le “théorème chinois” classique, pour la résolution d’un
système de deux congruences avec des modules premiers entre eux. Nous reformulons
d’abord ce théorème sous la forme d’un isomorphisme Z/(m1m2) ∼= Z/(m1)×Z/(m2),
et donnons ensuite la généralisation adéquate pour un PID quelconque au lieu de
Z, tout en remarquant que, si ce PID est un anneau euclidien, alors on dispose
d’un algorithme (basé sur l’algorithme d’Euclide) pour la résolution d’un système
de deux congruences. Pour finir nous montrons comment résoudre un système de
n congruences avec des modules deux-à-deux premiers entre eux. Dans les exercices
nous traitons enfin le cas d’un système de congruences avec des modules qui ne sont
pas forcemment deux-à-deux premiers entre eux.
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La fonction d’Euler

Pour m ≥ 2, soit ϕ(m) le nombre d’éléments inversibles dans l’anneau Z/(m) (et soit
ϕ(1) = 1) : ainsi nous définissons la fonction ϕ d’Euler. Nous expliquons en détail
comment le théorème chinois implique que ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n) pour (m,n) = 1.
Par un argument directe nous calculons ϕ(pr) pour p premier, et ainsi nous arrivons
à la formule “classique” pour ϕ(m). Ensuite nous rappelons la notion de groupe
cyclique (en admettant aussi le cas infini), et nous prouvons que tout groupe cyclique
est isomorphe soit à (Z,+, 0), soit à (Z/(m),+, 0). Nous parlons en particulier de
l’ordre d’un élément d’un groupe quelconque, nous prouvons le théorème de Lagrange,
et nous en déduisons d’abord le théorème d’Euler, puis le “petit thèorème” de Fermat.
Pour terminer le chapître, nous prouvons encore que ϕ(m) est exactement le nombre
de générateurs d’un groupe cyclique d’ordre m, et puis nous montrons, pour G un
groupe cyclique d’ordre n engendré par g ∈ G, que S ⊆ G est un sous-groupe si et
seulement si S est un groupe cyclique d’ordre k, un diviseur de n, engendré par gn/k.
De là, nous déduisons la formule que m =

∑
d|m ϕ(d) via la partition d’un groupe

cyclique G d’ordre m selon l’ordre de ses éléments. Dans les exercices nous illustrons
la théorie entre autre avec le procédé de codage RSA.
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Racines primitives

Nous définissons la notion de racine primitive modulo m ∈ Z, et donnons quelques
exemples illustrant leur utilité. Puis nous prouvons un critère de cyclicité pour un
groupe commutatif fini donné, et observons que le groupe multiplicatif K× d’un corps
(commutatif) fini K est cyclique. Ainsi il suit qu’il existe toujours une racine pri-
mitive modulo un nombre premier p. Faute de temps, nous donnons sans preuve un
théorème caractérisant exactement ces m ∈ Z admettant une racine primitive. Pour
terminer, nous définissons encore la notion de résidu de puissance n-ième modulo m
(faisant donc le lien avec la solvabilité de Xn ≡ a mod m), et nous prouvons une
caractérisation simple des résidus de puissance n modulo m, pourvu que m admette
une racine primitive. Les exercices illustrent les techniques de calcul modulaire que
nous avons développé dans ce chapître ainsi que dans les deux chapîtres précédents.
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Corps de racines

Nous donnons la définition d’extension de corps L ⊇ K et de son degré [L : K], et
prouvons que [M : K] = [M : L] · [L : K] si M ⊇ L ⊇ K. Puis nous montrons
que, pour un polynôme irreductible f ∈ K[X], le corps K[X]/(f) est une extension
de K de degré deg(f) engendré par la racine a = X + (f) de f . Cela nous mène
naturellement à la définition d’élément algébrique a ∈ L ⊇ K et son polynôme mini-
mal min(a,K), et d’extension algébrique, dont nous développons quelques propriétés
générales. Finalement nous définissons le corps de racines d’un polynôme, et nous
prouvons que pour tout f ∈ K[X] il existe un corps de racines L ⊇ K ; faute de
temps, nous ne démontrons pas que ce corps est essentiellement unique. Dans les
exercices, nous calculons en particulier des polynômes minimaux, et des extensions
concrètes de Q.
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Nombres constructibles

Après avoir donné la définition “géométrique” d’un point constructible à la règle et
au compas dans un plan, nous prouvons en détail qu’un point de R2 est constructible
si et seulement si ses coordonnées peuvent être obtenues de 0 et 1 par une séquence
finie d’opérations rationnelles et/ou extractions de racines carrées. Autrement dit,
un nombre a ∈ R est constructible (i.e. le point (a, 0) ∈ R2 est constructible) si et
seulement s’il existe une suite d’extensions de corps Q = K0 ⊆ K1 ⊆ ... ⊆ Kr telle
que a ∈ Kr et [Ki+1 : Ki] ≤ 2 pour tout i. Il suit que, si a ∈ R est constructible, alors
a est algébrique sur Q et [Q(a) : Q] est une puissance de 2. Cela nous permet de
montrer qu’il est impossible de construire un cube de volume 2, ou de trisecter l’angle
α = π

3 , ou encore de faire la quadrature du cercle. Dans les exercices, nous regardons
de plus près les polygones réguliers constructibles et les extensions cyclotomiques.
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Résolution par radicaux

Nous commençons par poser le problème de déterminer les polynômes irréductibles
f ∈ Q[X] qui sont résolubles par radicaux. Puis nous définissons le groupe de Galois
Gal(L : K) d’une extension L ⊇ K, et remarquons que, si M ⊇ L ⊇ K, alors
Gal(M : L) ⊆ Gal(M : K) est un sous-groupe. Ainsi nous motivons le théorème
(“de Galois”), que nous donnons sans preuve, disant qu’un irréductible f ∈ Q[X] est
résoluble par radicaux si et seulement si le groupe de Galois de son corps de racines
est résoluble. Ensuite nous montrons qu’un irréductible f ∈ Q[X] n’a pas de racines
doubles (dans un corps de déploiement quelconque), et que donc son groupe de Galois
est un sous-groupe du groupe symétrique Sn, où n = deg(f). Après avoir montré que
tout sous-groupe d’un groupe résoluble est résoluble, et aussi que S2, S3 et S4 sont des
groupes résolubles, il suit que tout polynôme irréductible f ∈ Q[X] de deg(f) ≤ 4 est
résoluble par radicaux. Pour n ≥ 5, nous donnons sans preuve le résultat que Sn n’est
pas résoluble et qu’il existe un irréductible f ∈ Q[X] de degré n, ayant Sn comme
groupe de Galois : ainsi il suit qu’un polynôme de degré n ≥ 5 n’est en général pas
résoluble par radicaux. Nous illustrons ce résultat avec un exemple. Dans les exercices
nous donnons explicitement une solution par radicaux pour les équations cubiques et
quartiques, et nous parlons brièvement d’extensions galoisiennes.
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Exercices et références
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Exercices

Voici 9 fiches d’exercices—une pour chaque chapitre.
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EXERCICES EN ARITHMÉTIQUE (M1 MATH) – 1

Isar STUBBE

On fixe un objet de nombres naturels (N, 0 ∈ N, s : N→ N) et on écrit 1 = s(0), 2 = s(1), etc.

1. Démontrer avec les définitions récursives de + et · que, pour tout m,n, l ∈ N,

a. l + (m + n) = (l + m) + n,

b. m + n = n + m,

c. m + l = n + l⇒ m = n,

d. m + n = 0⇒ m = 0 et n = 0,

e. m · 1 = m,

f. l · (m + n) = l ·m + l · n,

g. l · (m · n) = (l ·m) · n,

h. m · n = n ·m,

i. m · l = 0⇒ m = 0 ou l = 0.

j. m · l = n · l⇒ l = 0 ou m = n.

2. Montrer, pour tout m,n ∈ N, l’équivalence des assertions suivantes:

a. n ≤ m et n 6= m,

b. il existe l ∈ N tel que n + s(l) = m;

on écrit n < m (ou m > n) dans cette situation.

3. Prouver la “propriété de trichotomie” de l’ordre sur N. Indication: Montrer d’abord que les trois

sitations possibles (m < n, m = n et m > n) sont exclusives. Montrer ensuite que chacune de ces

situations implique une des situations s(m) < n, s(m) = n ou s(m) > n (sans oublier le cas m = 0

pour conclure par récurrence sur m).

4. Démontrer le principe de récurrence à partir de n0 sur N: soit un élément n0 ∈ N et un sous-ensemble

M ⊆ N tel que n0 ∈ M et [∀n ≥ n0, n ∈ M ⇒ n + 1 ∈ M ], alors M = {n0, n0 + 1, ...}. Utiliser ce

principe pour montrer que tout n ≥ 14 s’écrit comme une somme de multiples de 8 et de 3.

5. Démontrer le principe de récurrence double sur N: soit un sous-ensemble Q ⊆ N tel que 0, 1 ∈ Q et

[n, n + 1 ∈ Q ⇒ n + 2 ∈ Q], alors Q = N. Utiliser ce principe pour montrer que, pour la suite de

Fibonacci

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, ..., fn+2 = fn + fn+1, ...

on a fn+m = fn−1fm + fnfm+1 (pour n 6= 0).

6. Démontrer le principe de récurrence forte sur N: soit un sous-ensemble R ⊆ N tel que 0 ∈ R et

[(∀k ≤ n : k ∈ R)⇒ n + 1 ∈ R], alors R = N. Utiliser ce principe pour montrer que tout n ≥ 2 dans

N admet un diviseur premier.

7. Pour la suite de Fibonacci, prouver (en détaillant la récurrence utilisée) que

a.
∑n

i=0 f
2
i = fnfn+1, d.

∑n
i=0

1
2i
fi−1 + 1

2n fn+2 = 1,

b. fn ≤ (53)n, e.
∑2n

i=0 fifi−1 = f2
2n.

c.
∑2n

i=0(−1)i+1fi + f2n−1 = 1,
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EXERCICES EN ARITHMÉTIQUE (M1 MATH) – 2

Isar STUBBE

1. Soit A un anneau commutatif.

(a) Montrer que l’application A[X]→ AA : f 7→ f̃ associant à chaque polynôme f la fonction polyno-

miale f̃ : A→ A : a 7→ f(a), est un homomorphisme d’anneaux.

(b) Pour a ∈ A et f ∈ A[X], montrer que X − a divise f si et seulement si a est une racine1 de f .

(c) Montrer que, si A est intègre, alors 0 6= f ∈ A[X] admet au plus deg(f) racines.

(d) Montrer que, si A est intègre et infini, alors l’application f 7→ f̃ est injectif.

2. Démontrer le Théorème d’Euclide: dans un UFD, il existe infiniment beaucoup d’éléments premiers.

3. Dans un PID A, montrer que a ∈ A est un élément premier (i.e. n’admet pas de diviseurs propres2) si

et seulement si (a) E A est un idéal premier non-trivial.

4. Donner une injection de Nk dans N et une injection de N dans Nk (pour k ≥ 1). (Par le Théorème de

Cantor–Bernstein–Schröder il suit donc que |Nk| = |N| pour k ≥ 1.)

5. Soit A un anneau commutatif intègre. Monter que A[X] est un PID si et seulement si A est un corps.

6. Pour A un anneau commutatif intègre, montrer que les polynômes unitaires linéaires sont irréductibles

dans A[X].

7. Pour K un corps et f ∈ K[X] de degré 2 ou 3, montrer que f est irréductible si et seulement si f n’a

pas de racine dans K.

8. (a) Dans un anneau euclidien A, construire l’Algorithme d’Euclide pour le calcul de d, u, v ∈ A tel que

d = ua + vb (et donc d = pgcd(a, b) par le théorème de Bezout).

(b) Appliquer cet algorithme à 180 et 252 dans Z, à X3 − 1 et X4 +X3 + 2X2 +X + 1 dans Q[X], et

à Xm − 1 et Xn − 1 dans R[X] (m,n ∈ N).

1Par définition, a est une racine du polynôme f si la fonction polynomiale f̃ s’annule en a. Souvent on note simplement

f(a) = 0, et non pas f̃(a) = 0; il n’y a pas de confusion lorsqu’on distingue bien l’indéterminée X de l’élément a ∈ A.
2Certains auteurs disent que a ∈ A est un élément irreductible si a n’admet pas de diviseurs propres, et que a est un élément

premier si (a) E A est un idéal premier non-trivial. L’exercice montre donc que, dans un PID A, un élément est irrédictible si

et seulement si il est premier.
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EXERCICES EN ARITHMÉTIQUE (M1 MATH) – 3

Isar STUBBE

Désormais, N, Z et Q ont leurs significations usuelles; ce sera d’ailleurs aussi le cas pour R et C, même

si on n’a pas (encore) “construit” ces corps dans ce cours.

1. Montrer que le corps de fractions d’un corps K, est K même (à isomorphisme près).

2. Soit f : A → K un homomorphisme injectif d’un anneau commutatif et intègre dans un corps. On

note A∗ = A \ {0}. Montrer l’équivalence de:

(a) tout x ∈ K est de la forme x = f(a)f(b)−1 pour (a, b) ∈ A×A∗,

(b) f : A→ K est le corps de fractions de A.

3. Prouver que Q(X) est isomorphe au corps de fractions de Z[X].

4. (a) Prouver que tout a ∈ Q s’écrit comme a = b + c où b ∈ Z et c ∈ Q ∩ [0, 1[.

(b) Enoncer et prouver une telle propriété pour les éléments du corps K(X).

5. Soit q = f/g ∈ K(X) tel que deg(f) < deg(g).

(a) Supposons que g = g1...gn et (gi, gj) = 1 dans K[X] pour tout i 6= j. Montrer qu’il existe

f1, ..., fn ∈ K[X] tels que q = f1/g1 + ... + fn/gn et deg(fi) < deg(gi) pour tout i.

(b) Supposons que g = hn et h irréductible dans K[X]. Montrer qu’il existe k1, ..., kn ∈ K[X] tels que

q = k1/h + ... + kn/h
n et deg(ki) < deg(h) pour tout i.

6. Combiner les deux exercices précédents pour montrer comment toute fraction rationnelle sur un corps

K s’écrit comme une “somme d’éléments simples” (aussi appelée “somme de fractions partielles”).

Même si le principe de la décomposition d’une fraction rationnelle en éléments simples est assez facile,

dans la pratique, c’est souvent le côté algorithmique – par exemple, la factorisation du dénominateur

– qui peut être très difficile. D’ailleurs, la difficulté des calculs dépend fortement du corps de base.

Cependant, cette technique est très utile, par exemple pour intégrer des fractions rationnelles, car on

“isole” les pôles de la fraction donnée.

7. Sachant que les polynômes irréductibles sur C sont exactement les polynômes linéaires, décomposer

les fractions rationnelles suivantes dans C(X):

(a)
3X2

X2 + 1
(b)

1

X3 + 1

8. Sachant que les polynômes irréductibles sur R sont exactement les polynômes linéaires et les polynômes

de degré 2 de discriminant négatif, décomposer les fractions rationnelles suivantes dans R(X):

(a)
X + 3

X4 − 5X2 + 4
(b)

25

(X + 2)(X2 + 1)
(c)

10X2 + 12X + 20

X3 − 8
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EXERCICES EN ARITHMÉTIQUE (M1 MATH) – 4

Isar STUBBE

1. Donner toutes les solutions de:

(a) 493x ≡ 319 mod 899

(b) 493x ≡ 187 mod 899.

2. Calculer, si possible, 14/89 et 11/43 dans l’anneau Z/(215).

3. Donner toutes les solutions de:

(a)





x ≡ 1 mod 3

x ≡ 3 mod 5

x ≡ 4 mod 7

x ≡ 2 mod 11

(b)





x ≡ 997 mod 2001

x ≡ 998 mod 2002

x ≡ 999 mod 2003

4. Donner un algorithme pour résoudre un système

{
x ≡ b1 mod pr1

x ≡ b2 mod pr2

avec p un nombre premier et r1, r2 6= 0, et l’appliquer aux systèmes

{
x ≡ 2 mod 4

x ≡ 1 mod 16
et

{
x ≡ 7 mod 9

x ≡ 7 mod 27

5. Donner un algorithme pour résoudre un système

{
x ≡ b1 mod m1

x ≡ b2 mod m2

où (m1,m2) 6= 1 (indication: factoriser m1 et m2), et l’appliquer aux systèmes

{
x ≡ 7 mod 12

2x ≡ 11 mod 15
et





x ≡ 7 mod 12

7x ≡ 11 mod 15

x ≡ 3 mod 20

6. Résoudre les systèmes 



x ≡ 18 mod 24

2x ≡ 24 mod 45

x ≡ 42 mod 50

et





x ≡ 18 mod 24

x ≡ 24 mod 45

x ≡ 42 mod 50
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EXERCICES EN ARITHMÉTIQUE (M1 MATH) – 5

Isar STUBBE

Dans cette fiche, on note ϕ pour la fonction indicatrice d’Euler.

1. Prouver qu’un groupe G fini est cyclique si et seulement si il existe un element g ∈ G d’ordre |G|.

2. Prouver que (Z/(m))× est cyclique si et seulement s’il existe un element a ∈ Z tel que (a,m) = 1 et

ϕ(m) est le plus petit nombre naturel non-nul tel que aϕ(m) ≡ 1 mod m.

Dans ce cas, on dit que a est une racine primitive modulo m.

3. Montrer que (Z/(7))× est un groupe cyclique et que (Z/(8))× ne l’est pas.

4. Déterminer les deux derniers chiffres en écriture décimale de 222006.

5. Déterminer le dernier chiffre en écriture décimale de 7355.

6. Montrer que ϕ(n) = 14 n’a pas de solution. Indication: montrer d’abord que, si p est un diviseur

premier de n, alors p− 1 divise ϕ(n); en déduire les facteurs premiers de n.

7. Chercher les n tels que ϕ(n) = 4.

8. Observer que

1 + 2 = 3
2ϕ(3), 1 + 3 = 4

2ϕ(4), 1 + 2 + 3 + 4 = 5
2ϕ(5), 1 + 5 = 6

2ϕ(6),

1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 = 7
2ϕ(7) et 1 + 3 + 5 + 7 = 8

2ϕ(8),

et deviner et prouver un théorème. (Pas facile.)

9. Soit n = pq avec p et q deux nombres premiers distincts, et soient e et d deux nombres entiers tels

que ed ≡ 1 mod ϕ(n). Pour un entier m tel que (m,n) = 1, on note c ≡ me mod n. Montrer alors que

m ≡ cd mod n.

Ce résultat est au coeur du procédé de codage RSA (nommé d’après Rivest, Adleman et Schamir),

utilisé dans OpenSSH, par exemple. Ce procédé fonctionne ainsi: Alice veut envoyer un message codé

à Bob. D’abord Bob choisit deux nombres premiers p et q, puis il calcule n = pq, et il choisit e et d

tels que ed ≡ 1 mod ϕ(n); il rend publique les nombres e et n (c’est son “public key”) mais garde pour

lui le nombre d (son “private key”), et il efface les nombres p et q. Supposons que le message d’Alice

est un nombre m < n tel que (m,n) = 1, alors elle calcule d’abord c ≡ me mod n, puis elle envoit c à

Bob. Pour connâıtre le message m, Bob calcule ensuite cd mod n. La sécurité de ce procédé vient du

fait que, pour décrypter le message codé c, il faudrait retrouver d à partir de e et n sans connâıtre p

et q; or il n’existe aucun algorithme efficace pour cela.
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EXERCICES EN ARITHMÉTIQUE (M1 MATH) – 6

Isar STUBBE

1. Donner l’ordre de chaque élément de (Z/(15))× et vérifier s’il existe des racines primitives module 15.

2. Calculer toutes les racines primitives modulo 17, puis calculer 11 · 13 modulo 17.

3. Chercher les n ∈ N tels que 82011 ≡ 8n mod 27.

4. Donner les solutions de x3 ≡ 1 mod 19 et de x4 ≡ 1 mod 17.

5. (a) Vérifier que 2 est racine primitive modulo 29.

(b) Trouver toutes les racines primitives modulo 29.

(c) Déterminer si x7 − 2 admet une racine dans Z/(29).

(d) Montrer que, pour tout n ∈ Z, x3 ≡ n mod 29 admet une solution.

(e) Résoudre x6 + ... + x + 1 ≡ 0 mod 29. Indication: (x6 + ... + x + 1)(x− 1) = x7 − 1, et Z/(29) est

un corps, donc ...

6. Soit p = 4t + 1 un nombre premier. Montrer que a est une racine primitive modulo p si et seulement

si −a est une racine primitive modulo p.

7. Soit p ≥ 3 un nombre premier.

(a) Montrer que an−1 + ... + a + 1 ≡ 0 mod p pour tout entier a d’ordre n > 1 modulo p.

(b) Montrer que, si a est un entier d’ordre 3 modulo p, alors a + 1 est d’ordre 6 modulo p.
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EXERCICES EN ARITHMÉTIQUE (M1 MATH) – 7

Isar STUBBE

Pour établir l’irréductibilité d’un polynôme sur Q, on pourra utiliser le résultat suivant:

Critère d’Eisenstein: Soit f(X) = Xn + fn−1X
n−1... + f1X + f0 dans Z[X] et p un nombre premier

tel que p divise chaque fi mais p2 ne divise pas f0. Alors f(X) est irréductible dans Q[X].

1. (a) Calculer min(
√

2,Q), i.e. le polynôme minimal de
√

2 sur Q.

(b) Posons α = 1 +
√

2. Montrer que min(α,Q) = X2 − 2X − 1.

(c) Pour β =
√
α, montrer que β 6∈ Q(

√
2) = Q(α).

(d) Calculer min(β,Q).

2. Soit K une extension de degré 2 de Q. Montrer qu’il existe a ∈ Q tel que K = Q(
√
a).

3. Pour tout n ≥ 1, montrer qu’il existe une extension de degré n de Q.

4. Soient a, b ∈ C des éléments algébriques sur Q. Montrer que:

(a) [Q(a, b) : Q] ≤ [Q(a) : Q] · [Q(b) : Q].

Supposons maintenant que [Q(a) : Q] et [Q(b) : Q] sont premiers entre-eux. Montrer que:

(b) [Q(a, b) : Q] = [Q(a) : Q] · [Q(b) : Q],

(c) Q(a) ∩Q(b) = Q,

(d) min(a,Q) = min(a,Q(b)).

5. Déterminer le corps de racines de X5 +X4 − 2X − 2 sur Q.

6. Déterminer le corps de racines de X3 − 1 sur Q.

7. Prouver que Q(
√

2,
√

3) = Q(
√

2 +
√

3).
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EXERCICES EN ARITHMÉTIQUE (M1 MATH) – 8

Isar STUBBE

1. (a) Pour un corps K, montrer que tout sous-groupe fini de (K∗, ·, 1) est cyclique.

(b) En déduire que les solutions de Xn = 1 dans C forment un groupe cyclique. Quel est son ordre?

Donner une déscription explicite des générateurs de ce groupe.

Un ω ∈ C tel que ωn = 1 est une racine n-ième de l’unité. Si l’ordre de ω est n, alors c’est une racine

primitive n-ième de l’unité. Une extension Q(ω) de Q par une racine primitive n-ième de l’unité ω,

est appelée une extension cyclotomique.

2. Pour n ≥ 3, on note α = 2π
n .

(a) Montrer que le polygone régulier à n côtés est constructible si et seulement si cosα est constructible.

(b) Utiliser l’identité eiα = cosα+ i sinα dans C pour montrer que cosα = 1
2(eiα+ e−iα) et en déduire

que Q(eiα) ⊇ Q(cosα) ⊇ Q.

(c) Montrer que eiα est racine d’un polynôme de degré 2 sur Q(cosα) et en déduire [Q(eiα) : Q(cosα)].

(d) Donner [Q(cosα) : Q] en fonction du degré du polynome minimal de eiα sur Q.

(e) Formuler une condition nécessaire pour la constructibilité du polygone régulier à n côtés en fonction

du degré du polynome minimal d’une racine primitive n-ième de l’unité sur Q.

3. Pour n ≥ 1 on définit le polynôme cyclotomique comme Φn(X) =
∏k
i=1(X −ωi) ∈ C[X] avec ω1, ..., ωk

les racines primitives n-ièmes de l’unité.

(a) En titre d’exemple, calculer Φ1, Φ2 et Φ4. En général, donner le degré de Φn.

(b) Pour p un nombre premier, montrer que Φp(X) = Xp−1+ ...+X+1 ∈ Q[X]. Indication: Expliquer

pourquoi Xp − 1 =
∏p
i=1(X − ωi) avec ω1, ..., ωp toutes les racines p-ièmes de l’unité, puis diviser ce

polynôme par X − 1.

(c) Montrer qu’un nombre premier p divise tout coefficient binomial
(
p
k

)
si 0 < k < p, et en déduire

que Φp est irréductible dans Q[X]. Quel est donc le degré d’une extension cyclotomique de Q par une

racine primitive p-ième de l’unité? Indication: Simplifier Φp(X + 1) à l’aide de (b) et appliquer le

critère d’Eisenstein.

(d) Donner une condition nécessaire pour la constructibilité du polygone régulier à p côtés.

(e) Prouver que, si p = 2m+1 est un nombre premier impair, alors m est une puissance de 2. Indication:

Par l’absurde, si m = 2kl avec l impair, montrer que X + 1 divise X l + 1 et poser X = 2k.

Les nombres pn = 22
n

+1 sont les nombres de Fermat. Nous avons donc établi une condition nécessaire

pour la constructibilité d’un polygone régulier à p côtés: il faut que p soit un nombre premier de

Fermat. (On peut calculer que p0, ..., p4 sont des nombres premiers, et (avec un ordinateur puissant)

que p5, ..., p23 ne le sont pas; mais actuellement il n’est pas connu si pn est premier pour n ≥ 24.)

En fait, il est possible de montrer que chaque Φn(X) est un élément irréductible de Q[X]. Cela

implique, comme dans cet exercice, une condition nécessaire pour la constructibilité d’un polygone

régulier à n côtés. De plus, il est possible de montrer que cette condition nécessaire est aussi suffisante,

donnant le résultat suivant: Un polygone régulier à n côtés est constructible si et seulement si ϕ(n)

est une puissance de 2, si et seulement si n = 2rp1...pk où r ≥ 0 et les pi sont des nombres premiers

de Fermat distincts.
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EXERCICES EN ARITHMÉTIQUE (M1 MATH) – 9

Isar STUBBE

Dans les exercices 1, 2 et 3, le corps de base est toujours Q. Dans les exercices 4, 5 et 6 on pourra

utiliser que, pour tout homomorphisme de groupes f : G → H, im(f) ∼= G/ ker(f), et que pour tout

sous-groupe normal K E G d’un groupe fini, |G/K| = |G|/|K|.

1. (a) Quel est l’effet du changement de variable X = Y − a
3 sur l’équation X3 + aX2 + bX + c = 0?

(b) En faisant le changement de variable Y = 3
√
u + 3
√
v, montrer que l’équation Y 3 + pY + q = 0

admet une solution si {
u+ v + q = 0

3 3
√
uv + p = 0

,

puis résoudre ce système.

(c) Montrer que toute équation cubique admet une solution par radicaux.

(d) Appliquer à l’équationX3+X−2 = 0 et à l’équationX3−15X−4 = 0. Observations remarquables?

2. (a) Quel est l’effet du changement de variable Y = X+ a
4 sur l’équation X4 +aX3 +bX2 +cX+d = 0?

(b) Donner une solution par radicaux de l’équation Y 4 + pY 2 + r = 0.

(c) Soit h(Y ) = Y 4+pY 2+qY +r avec q 6= 0. Poser h(Y ) = (Y 2+aY +b)(Y 2+cY +d), exprimer b, c, d

en fonction de a, p, q, et montrer que a2 est la solution d’une équation cubique dont les coefficients

dependent uniquement de p, q et r.

(d) Conclure que toute équation quartique admet une solution par radicaux.

3. Montrer que X5 − 10X + 2 n’est pas résoluble par radicaux. Et X5 − 2?

4. (a) Montrer que tout groupe d’ordre premier est cyclique. Indication: théorème de Lagrange.

(b) Montrer que tout groupe cyclique est abélien. Indication: classification des groupes cycliques.

(c) Montrer que tout groupe abélien est résoluble.

(d) Conclure que le groupe symétrique S2 est résoluble.

5. Pour une permutation σ ∈ Sn, on note fσ : Rn → Rn l’application linéaire envoyant la base canonique

(ou une autre base, peu importe) e1, ..., en sur la base eσ(1), ..., eσ(n).

(a) Montrer que l’on a un homomorphisme surjectif de groupes sgn: Sn → {+1,−1} : fσ 7→ det(fσ).

(b) Montrer que le noyau d’un homomorphisme de groupes est toujours un sous-groupe normal.

(c) Prouver que sgn(σ) = +1 si et seulement si σ s’écrit comme une composée d’un nombre paire de

transpositions.

(d) Conclure que le groupe alterné An est normal dans Sn et que le quotient Sn/An est abélien.

(e) Montrer que A3 est abélien et que donc S3 est résoluble.

6. (a) Identifier les éléments de A4 d’ordre au plus 2, et vérifier qu’ils forment un sous-groupe abélien et

normal de A4: il s’agit du groupe de Klein (ou Vierergruppe) V4.
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(b) Vérifier que V4 est un sous-groupe normal de A4.

(c) Conclure que S4 est résoluble.

7. Montrer qu’un sous-groupe d’un groupe résoluble est toujours résoluble.

Les exercices suivants sont donnés à titre informatif:

8. (a) Soit K un corps etG ⊆ Aut(K) un sous-groupe. Montrer que Fix(G) = {x ∈ K | ∀g ∈ G : g(x) = x}
est un sous-corps de K. Montrer que G ⊆ Gal(K : Fix(G)).

(b) Soit L : K une extension. Montrer que K ⊆ Fix(Gal(L : K)).

(c) Soit G le sous-groupe de Aut(C) contenant l’identité et la conjugaison. Calculer Fix(G).

(d) Calculer Aut(Q) et montrer que Aut(R) = Gal(R : Q) = {id}. Indication: Montrer qu’un auto-

morphisme ϕ : R → R est strictement monotone, et donc continu; puis utiliser que Q est dense dans

R.

Une extension algébrique L : K telle que K = Fix(Gal(L : K)) est appelée galoisienne.

9. Soit une extension L : K, a ∈ L un élément algébrique sur K, et f = min(a,K) son polynôme minimal.

(a) Soit ϕ ∈ Gal(K(a) : K). Montrer que ϕ est déterminé par ϕ(a), et que f(ϕ(a)) = 0.

(b) Soit b ∈ K(a) tel que f(b) = 0. Montrer qu’il y a un unique ϕ ∈ Gal(K(a) : K) tel que ϕ(a) = b.

(c) Conclure que |Gal(K(a) : K)| est égal au nombre de racines distinctes de f dans K(a).

(d) Admettons le résultat qu’une extension finie L : K est galoisienne si et seulement si [L : K] =

|Gal(L : K)|. En déduire que K(a) est une extension galoisienne de K si et seulement si f a deg(f)

racines distinctes dans K(a). Simplifier cette caractérisation si K = Q.

(e) Est-ce que Q( 3
√

2) est une extension galoisienne de Q?

2
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